CURSO BREVE DE CONGRUENCIAS EN TEORIA DE NUMEROS

Sean a,b y m niumeros enteros. Diremos que a y b son congruentes médulo m si m | a — b.
En simbolos

a=b (méd m).

Esta es una nocién que simplifica muchas consideraciones en teoria de niimeros. En este escrito
discutiremos, principalmente mediante ejemplos, algunas de sus propiedades mds relevantes en
el dmbito olimpico.

OBSERVACIONES Y EJEMPLOS NUMERICOS

a) A lo largo de esta exposicién nos restringiremos a médulos m > 1.

b) 2020 = —2 (méd 2), 11 =1 (méd 2). En gral., dos niimeros enteros a y b son congruentes

moédulo 2 si y sélo si los dos son pares o los dos son impares.

c) En el reloj aparecen bastante las congruencias médulo 12. Por ejemplo, para recordar qué
hora en el intervalo (0,12) le corresponde a una hora dada del rango (12,24) basta con

recordar las congruencias médulo 12: 13 =1 (méd 12), 14 = 2 (mdd 2), etc.

UN PAR DE HECHOS FUNDAMENTALES

1. Todo ntiimero entero a es congruente, médulo m, con el resto que a deja en la divisién por

En consecuencia, si a es un entero y r es un entero del intervalo [0, m) tal que a = r (mdd m)
entonces r es el resto que deja a cuando se le divide por m.

Asi pues, tenemos que las tres afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) a deja resto 0 cuando se le divide entre m
b) a es de la forma mgq para algin nimero entero g
c) a =0 (méd m)

2. Dos numero enteros a y b son congruentes, médulo m, si y sélo si a y b dejan el mismo

resto en la divisién por m.

PROPIEDADES PARA LA MANIPULACION DE CONGRUENCIAS

i) (Reflexividad) Para cada nimero a se cumple que a = a (méd m)

ii) (Simetria) Sia =b (méd m), entonces b = a (mdd m).



iii) (Transitividad) Sia =b (méd m) y b = ¢, entonces a = ¢ (méd m).
iv) Sia =b (méd m), entonces a + ¢ = b+ ¢ (méd m).
v) Sia =b (mdéd m), entonces ac = bc (méd m).
vi) Sia; =b; (méd m), a; = b, (mdd m), entonces a; + as = by + by (mdd m).
vii) Sia; =b; (méd m), ax = by (mdd m), entonces a;as = by1by (mdd m).
viii) Sia =b (méd m) y n es un nimero entero, entonces a™ = b"* (mdd m).
ix) Sia = b (méd m) y f(z) es un polinomio de coeficientes enteros, entonces f(a) = f(b)
(méd m).

x) Siac=bc (médd m) y mecd(c, m) = 1, entonces a = b (méd m).

PROBLEMAS

1. (Determinacién del digito de las unidades de alguna potencia.) Halle la cifra de las unidades
de 17'5.

Sol. Congruencias médulo 10 o por periodicidad.

2. (Determinacién del resto que deja algiin nimero en la divisién por otro.) Si 11n deja resto
6 cuando se divide entre 7, ;qué resto deja 5n cuando se le divide entre 77

3. (4a. OMM, 3/1990) Demuestre que n"~* — 1 es divisible entre (n — 1)? para todo nimero
entero n > 2.

Sol. Congruencias médulo n — 1.

4. (7a. OMM, 6/1993) Sean f(z) = z(z + 1)(z + 2)(z + 3) + 1 y p un nimero primo impar.

Demuestre que p | f(n) para algin ntiimero entero n si y sélo si p | m? — 5 para algin entero m.

5. Sea p un numero primo positivo. Demuestre que existe un nimero entero a tal que p |
a(a — 1)+ 3 si y sélo existe un nimero entero S tal que p | B(S — 1) + 25.

6. (Pruebas de imposibilidad) Si p es un nimero primo impar entonces p = 1 (méd 4) o
p =3 (méd 4). Todo primo p =1 (méd 4) se puede expresar como una suma de dos cuadrados

perfectos pero ninguno nimero primo p = 3 (mdd 4) se puede expresar de esa manera.

7. (Regional del Centro, 2019) Sean a, b y ¢ nimeros enteros mayores que cero. Demuestre
que los numeros 2a% + b2 + 3, 26> + ¢ + 3 y 2¢? + a? + 3 no pueden ser cuadrados perfectos
simultdneamente.

Sol. Congruencias médulo 4.

8. (a. OMM, 5/1991) La suma de los cuadrados de dos niimeros enteros consecutivos puede

ser un cuadrado perfecto: por ejemplo, 32 + 42 = 52,
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a) Demuestre que la suma de los cuadrados de 3 nimeros enteros consecutivos no puede ser
un cuadrado perfecto.

b) Demuestre que la suma de los cuadrados de 6 nimeros enteros consecutivos no puede ser
un cuadrado perfecto.

c) Encuentre un ejemplo de 11 niimeros positivos consecutivos cuya suma de cuadrados sea
un cuadrado perfecto.

9. (El criterio de divisibilidad por 11)
EL PEQUENO TEOREMA DE FERMAT

Sea p un numero primo. Para cada nimero entero n se cumple que n? = n (mdd p).

Ejemplos.
a) Encuentre el resto que deja 7*%2 en la divisién por 11.

b) (1la. OMM, 1/1997) Encuentre todos los niimeros primos positivos p tales 8p* — 3003

también es un nimero primo.

c) (15a. OMM, 1/2001) Encuentre todos los niimeros de 7 digitos que son multiplos de 3y 7
y cuyos son digitos son 3 o 7.

d) Determine todos los nimeros primos p que satisfacen la congruencia 2011? = 1 (méd p).

e) Demuestre que si n es un nimero natural mayor que 1 entonces n t 2" — 1.



