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CENTRO,DE CIENCIAS
MATEMATICAS

Peces y una Flotilla Pesquera, un Analisis de

Bifurcacion

Dr. Victor F. Breia Medina
Profesor-Investigador del Centro en Ciencias
Matematicas, UNAM-Morelia

RESUMEN. Por medio de un modelo simplificado, en estas notas se explora uno de los impactos
ecologicos que tiene una flotilla pesquera en una poblacion de peces. El modelo consiste en una
ecuacion diferencial parcial no lineal de tipo parabolico, donde el ingrediente clave que se toma en
cuenta esta relacionado con la cantidad limitada de alimento que tiene una poblacion de peces. El
analisis que se presenta consiste en el uso de la teoria del analisis asintético y la teoria de bifurca-
cion. Se presentan también algunos resultados numeéricos.

Palabras clave: Ecuaciones de reaccion-difusion, Analisis de bifurcacion, Analisis asintético.

1. Introduccion

El tipo de problemas matematicos que a me-
nudo son piezas clave para el entendimiento de
ciertos fenémenos suelen ser de naturaleza no
lineal. Algunas de las caracteristicas dinamicas
que se manifiestan en estos fenémenos pueden
ser representadas por medio de variables conti-
nuas y/o discretas. Asimismo, las caracteristi-
cas de estos fenomenos son comunmente for-
muladas en términos de relaciones de corres-
pondencia. De este modo, estos fenémenos son
susceptibles de entenderse utilizando la teoria
de los sistemas dinamicos. Desde este punto de
vista, los ingredientes clave del tipo de anali-
sis que se aborda en estas notas son: (i) las
variables de estado, las cuales representan de-
terminadas propiedades de un fenémeno; estas
variables estan relacionadas por medio de cier-
tas (ii) relaciones de correspondencia y un ope-
rador de evoluciéon; finalmente, (iii) un conjunto
de parametros caracterizan al fenémeno en es-
tudio. Estos son las componentes esenciales de
un sistema dinamico.

El enfoque que abordaremos aqui consistira del
uso de variables de estado continuas. De esta
forma, echaremos mano de la teoria de las ecua-
ciones diferenciales (ordinarias y parciales). Un
ejemplo de esto son las ecuaciones de movimien-
to que describen la trayectoria de una particula
bajo la influencia de un campo de fuerzas. Es-
tas ecuaciones con consecuencia directa de las
Leyes de Newton y pueden escribirse en la for-

du
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ueR™, peR", (1)
donde u” = (q,p) es la variable de estado. Es-
ta variable se define por la posicion generaliza-
da q y el momentum generalizado p. Por otro
lado, p es el vector de parametros asociado a
este fenomeno fisico; por ejemplo, la masa de
la particula, la magnitud del campo electro-
magnético, coeficientes de friccion y viscosidad,
entre otros. Notese que los elementos que dan
pie al sistema (1) definen un sistema dinamico;
en otras palabras, este sistema esta compren-
dido por: (i) una variable de estado u, (ii) un
operador de evolucioén d/dt, (iii) una relacion de
correspondencia f y (iv) un vector de parame-
tros pu.
El enfoque que seguiremos en estas lecciones
consistira en considerar el problema que aqui
se analiza como un sistema dinamico. En lugar
de la funcién f{, trabajaremos con un funcional
¥ cuyo dominio es un espacio de Banach 8.
De este modo, el problema a resolver tomara la
forma siguiente:
u=F(u; ), ueB, peR”, (2)
donde u; denota el operador de evolucion de la
variable de estado respecto a la variable inde-
pendiente. En estas lecciones nos referiremos a
t como la variable independiente que represen-
ta el tiempo. En este sentido, u; es la razon de
cambio instantaneo de u respecto al tiempo.



Ahora, debido a que los fenémenos en biologia,
quimica, fisica e ingenieria son no lineales, en
general ¥ es un funcional con esta misma pro-
piedad. De este manera, los objetos matemati-
cos que dan lugar a un modelo matematico—
e.g. funciones e integrales—generalmente no
pueden ser evaluados exactamente. Con el fin
de llevar a cabo un estudio profundo, es nece-
sario conocer algunos comportamientos apro-
ximados de estas evaluaciones. Para ello, el
anadlisis asintético es una poderosa teoria que
es esencial para el entendimiento de problemas
no lineales. Por ejemplo, la férmula de Stirling
para la funcion factorial esta dada por

nl ~ V2 2e

véase, por ejemplo, [1] para los detalles de la de-
duccion de (3) por medio del analisis asintotico.
La intencion de estas lecciones es dar respues-
ta a interrogantes desde el punto de vista de
la teoria de bifurcacién en un ejemplo sencillo.
Primero se exponen algunas nociones basicas
del analisis asintotico, en seguida se construye
el modelo en cuestion y procederemos al anali-
sis; se muestran algunas simulaciones numéri-
cas. En la ultima seccion, se presentan algunos
comentarios finales.

cuando n—oo; (3)

1.1. Algunos conceptos basicos

Con el fin de comenzar el analisis del problema
que en la siguiente sub-seccion se expone, re-
pasemos de manera informal algunos concep-
tos basicos.

Variando parametros

Primero, notemos que el sistema (2) tiene la ca-
racteristica que todos los valores de la variable
de estado u. tales que no cambian respecto al
tiempo, satisfacen la ecuacion ¥ (u.; y) = 0. Es-
tos valores son conocidos como soluciones de
equilibrio. Por el otro lado, debido al Teorema de
la Funcion Implicita (TFImp), estas soluciones
de equilibrio dependen de los parametros. Esto
quiere decir que para cada valor de los parame-
tros, se tiene un valor de la solucion de equili-
brio, i.e. u. = u.(4). Hacemos énfasis en el hecho
que la existencia de esta ultima relacion depen-
de de las condiciones necesarias y suficientes
del TFImp.

El conjunto de soluciones del sistema dinami-
co (2), ya sean de equilibrio o no, cambian al
variar uno o mas parametros. Es decir, al variar
los parametros, las soluciones cambian de tal
manera que: (i) son topolégicamente equivalen-
tes al conjunto de soluciones originales (previa-
mente a la variacion de los parametros) o (ii) su

topologia cambia. Cuando lo segundo ocurre,
diremos que una bifurcacién es un cambio to-
pologico de las soluciones de equilibrio cuando
sus parametros cruzan un valor critico de bifur-
cacion.

Arquetipos de bifurcaciones pueden encontrar-
se en la naturaleza. Por ejemplo, la velocidad
de caida de un paracaidista cambia respecto al
area de contacto del paracaidas. Es decir, la ve-
locidad de caida sufre un cambio drastico en el
momento en que el paracaidas se abre. Para un
estudio detallado de una amplia diversidad de
tipos de bifurcaciones, véase [2].

Aproximaciones con encanto

Ahora, el simbolo ~ utilizado en (3), indi-
ca cuando dos funciones son asintéticamente
equivalentes; dicho de otra forma, la funcion #!
y la funcién v2nn"+1/2e7" son aproximadamente
equivalentes cuando n > 1. Los simbolos <y >
son utilizados para indicar valores asintética-
mente por debajo o por arriba, respectivamen-
te, del valor que se esta comparando.

En el sentido expuesto en el parrafo anterior,
una de las nociones mas basicas y relevantes
en la teoria del analisis asintotico es la nota-
cion de orden. Esta notacion tiene dos caras,
las cuales son:

1. f(z) = O(g(z)). Una funcién f(z) se dice
que es de orden O-grande de g(z) cuando
z — 29, si K, 6 > 0 tales que |f| < K|g| cuan-
do |zp| < |z| < 6, para algunas constantes K
y o. Alternativamente, se puede verificar
que esta condicion es equivalente al limite

lim@ =

L 7
z—79 g(z)

donde L es finito y distinto de cero.

2. f(z) = 0(g(z)). Una funcién f(z) se dice que
es de orden o-chica de g(z) cuando z — z,
si VK> 0, 36 > 0 tal que |f] < K|g| cuando
|zol < |z| < 6. Equivalentemente, se puede
verificar que

lim @ =0.
- §(2)

De este modo, el orden O indica que una fun-
cién esta acotada o es igual a otra funcién,
mientras que el orden o indica que la cota es
estricta. Como consecuencia, si f(z) = 0(g(z)),
entonces f(z) = 0(g(z)).

A continuacion definiremos tres conceptos
principales:



1. Dos funciones f y g son asintéticamente
equivalentes si

i £

=1:
S g@)

esta comparacion se denota como f(z) ~
8(z) cuando z — z,.

2. Una sucesion {¢,(z)}.en se dice que es una
sucesion asintoética si VY n € IN,
Pn+1(2) = 0o(pn(2)), cuando z — zp.
3. Para una sucesion asintética ¢,(z) cuando

z — 2, la serie Y 4,¢,(z) es una expan-
sién asintotica de f(z), si VN € N,

N
flz) = Z a,94(z) + o(pn(z)), cuando z — zp.

n=1

Una de las herramientas mas utiles para obte-
ner expansiones asintéticas de funciones es el
Teorema de Taylor. Por ejemplo, la serie de Tay-
lor de la exponencial cuando z — z, esta dada
por

(z — 20)? N (z —z0)°

Z —
E=1+(z—-20)+ o 3 +...,

para todo z € C. A partir de la definicién dada
en el inciso 3, vemos que la expansion anterior
es una serie asintotica valida para z — zy de-
bido a que los 6rdenes de los términos decre-
cen gradualmente. De esta manera, la expan-
sion asintoética de e* de orden 3 se denota como

(z — 20)?
i

o +0 ((z - 20)3) .

=1+ (@z—-z)+
Para mayores detalles sobre los métodos que
se utilizaran a continuacién, véanse [3, 4, 5].
A continuacion veremos un ejemplo para ate-
rrizar estas ideas en el tipo de problemas que
interesan en estas lecciones.

1.2. Un problema de calentamiento

En una amplia diversidad de problemas necesi-
tamos construir soluciones a problemas de va-
lores a la frontera (PVF) no lineales; estas solu-
ciones se encuentran cercanas a valores criti-
cos de un parametro. Por ejemplo, considere-
mos el PVF

{ u'’ = Afu),
(P1)
u(0) =u(n) =0,

O<x<m,

A: parametro,

donde f(#) es una funcién no lineal tal que
f(0)=0, f/(0) <0, f”(0)=0, f(0) > 0.

Notemos que u = 0 en 0 < x < 7 es una solu-
cion para cualquier valor de A. De este modo,
estamos interesados en dar respuesta a las si-
guientes preguntas:

= ;Habra valores especiales de A tales que
una solucion no trivial emerja (o bifurque)
de la solucion trivial u = 0?

= En el caso de ser afirmativa la respuesta
a la pregunta anterior, ¢cual es el compor-
tamiento local de la rama! que bifurca?

= ;Qué forma tienen las ramas de bifurca-
cién lejos de los puntos de bifurcaciéon?

Para responder las dos primeras preguntas, su-
pongamos que u < 1. Debido a esto, tenemos
que el problema linealizado es uy — Af'(0)up = 0
para 0 < x < . La solucion a este problema es

2
up(x) = Asin(nx), con A = - >0, neNN.

f(0)
4)

En la Figura 1.2, se encuentran el diagrama
de bifurcaciéon linealizado del problema (P1). Un
diagrama de bifurcacién consiste en la repre-
sentacion de las soluciones de equilibrio que
corresponden a cada valor del parametro de bi-
furcacion. En esta representacion, los distin-
tos conjuntos de soluciones de equilibrio que
son topolégicamente equivalentes son coleccio-
nados en porciones del diagrama conocidos co-
mo ramas. En la Figura 1.2, la rama trivial y
los puntos de bifurcacién para cada valor de
n estan dibujados por una linea solida gruesa
y circunferencias, respectivamente. Las lineas
punteadas corresponden a las ramas que con-
tienen a las soluciones no triviales uy(x) para
cada valor de A.

Ahora, para responder la ultima pregunta, su-
pongamos un parametro ¢ <« 1y la expansion
asintética de la forma

u=cup+ U+ Sup + ...,

A=Ag+ed + A +... . (5)

1Se conoce como rama al conjunto de puntos que representan las soluciones de equilibrio para cada valor del parametro

de bifurcacién.
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Fig. 1: (a) Diagrama de bifurcacion linealizado. (b) Diagra-
ma de bifurcacion no lineal a orden 0(53). La rama trivial
es dibujada por la linea sélida en el eje horizontal, cada bi-
furcacion esta indicado por una circunferencia y las lineas
punteadas indican ramas de soluciones no triviales.

Al sustituir (5) en (P1), el término derecho esta
dado por

)\f(u):(/\0+€/\1+82/\2+...)f(6u0+52u1+s3u2+...),

= (/\0 +eM + 20, + ...)[(Euo +lup + €3uz)f'(0)

& .
+ SR+

= S/\[)M(]f,(o) + 82 (/\()ul + /\1ll()) f’(O)

+ 83 [(Aollz + All/l] + /\zuo)f/(o) + %/\Ougf’”(O)] +...,

el término de la izquierda esta dado por u”’ =
eugr? + €2ugrr + €2uprr + ... Al colectar los térmi-
nos en potencias de ¢, obtenemos

O1): Lug=ug —Agf (O)ug =0, up(0) = up(rr) =0,
(6a)
O(e): Luy =uf = Aof'(O)ur = A f'(O)uo,
u1(0) = u1(n) =0, (6b)
O(e?) : Lux = uf — Aof' (O)uz = (Mug + Aaig) £/(0)

1
+ LM (0), w0 = 1a(m) =0, (60

El operador £ es conocido como el operador de
linealizacion, el cual es lineal. De esta mane-

’

ra, primero tenemos que encontrar un elemen-
to del nucleo de Ly, en seguida, encontramos
elementos del rango sucesivamente. En otras
palabras, resolvemos las ecuaciones para cada
término de la expansion asintotica (5).

La solucién para la ecuacion de O(1) esta dada
por (4). Entonces, podemos utilizar la identidad
de Lagrange (uo, Lu1) — (Luo, u1) = ugu; — u(’)ul]g,
donde utilizamos el producto usual en L?;
véase, por ejemplo, [1].

Dado que se satisface (6a), entonces a partir de
la identidad de Lagrange, tenemos que

A1 (uo, uo)y f'(0) = (1o, Lug) =0,

lo cual implica que A; = 0.
Utilizando la misma identidad en (6c), obtene-
mos que (ug, Lur) = 0, entonces obtenemos que

Ay (ug, o) £ (0) + % (uo,13) £ (0) = 0;

utilizando el valor de Ay y calculando las inte-
grales correspondientes para up, encontramos
que

_ n_z fIII(O) )
8 f/ (0)2
Por lo tanto, una aproximacion asintética de or-

den O (53) para el parametro de bifurcacion y la
funcién asociada es

2 £7(0)
°T 8 PO

Ay

A~A (€AY,  u~eAsin(nx). (7)

donde A esta dada por (4). De esta manera, ob-
tenemos la Figura 1.2; si f"/(0) < 0, las parabo-
las cambian de concavidad, como puede verse
a partir de la aproximacién asintética para A
en (7).

Ejercicio. Se tiene una columna de algiin ma-
terial y longitud R. En sus extremos hay una
fuerza P actuando. Haciendo una parametriza-
cion respecto a la longitud de arco s y tomando
en cuenta que I es el momento de inerciay E es
el modulo de Young, el problema de valores a la
frontera que satisface el angulo ¢(s) respecto a
la vertical en cada punto sobre la columna esta
dado por

d*¢ .
— + Asin(p) =0, 0<s <R,
(PZ) d52 ¢
— — . P
@) =@(R) =0, A= £l

¢Cual es el valor critico de P para el cual la co-
lumna se dobla?




2. Peces y una flotilla pesque-
ra

El siguiente problema pretende dar respuesta a
la siguiente pregunta: una flotilla pesquera se
encuentra a una distancia H de la playa y, en-
tre la region donde esta la flotilla y la orilla del
mar, hay una poblacion de peces cuyo alimen-
to es limitado. ¢Cual es la distancia H optima
para pescar sin que la poblacion de peces se
extinga?

Este es un problema que puede formularse des-
de el punto de vista de la teoria de bifurcacion.
En este sentido, las preguntas que estamos in-
teresados en responder son las siguientes:

= ¢;Existe una solucion de equilibrio no tri-
vial? ¢Es esta solucion estable? ¢Cual es
el valor de H para que la solucion de equi-
librio trivial no es la tnica solucion esta-
ble?

= ;/Cual es el diagrama de bifurcacion y la
estabilidad de las distintas ramas de so-
luciones de equilibrio?

Consideremos que la densidad de peces es su-
ficientemente grande y que la orilla del mar es
plana. Debido a estas suposiciones, sea X €
[0,H] y u(T, X) la densidad de peces al tiempo
T en la posicion X. Supongamos, ademas, que
cada pez se mueve de manera aleatoria, esto
permite suponer que la densidad de peces si-
gue un proceso de difusion; esta es una con-
secuencia de la version mas simple de la ecua-
cion Fokker-Planck; véase, por ejemplo, [6]. Por
el otro lado, el alimento de los peces es limita-
do y que cada individuo no puede escapar del
cerco formado por la flotilla. De esta manera, la
densidad maxima de peces que la region [0, H]
puede contener esta dada por el parametro u,, y
se cumple que ux(T,0) = ux(T,H) = 0. Con estos
ingredientes, tenemos el siguiente problema de
Cauchy

ur = vuxx +ygu), 0<X<H, T>0,
(P3)

ux(0) = ux(H) =0, y>0,

donde 12 es el coeficiente de difusion y y es
un parametro relacionado con el crecimiento
intrinseco de la densidad de poblacién. La fun-
cion g(u) tomara la forma logistica, i.e. g(0) =
g(uy) =0, g'(0) = 1, entonces

g(u) =u(1— ul)

m

Re-escalamiento

Sea x = X/H, T = at y u = u,w; esto conduce a
la ecuacion
2
%wt = I%wxx +yw(l-w).

Al tener la igualdad a = 1/y, obtenemos el pro-
blema

wy = Dwy + f(w), 0<x<1,t>0, f(w) =w(l -w),
(PP) 2
wy(t,0) = wy(t,1) =0, w(0,x) =@o(x),D = HT)/ .
El parametro D recibe el nombre de coeficien-
te de difusion efectiva. Notemos que: (i) w = 0
es solucion de equilibrio y (ii) siv <« 1, H > 1
oy > 1, entonces D <« 1. Estas dos observa-
ciones indican que a través del parametro D,
encontraremos el valor critico H. para el cual
la solucion de equilibrio trivial no es tinica. Es-
ta una condicion indispensable debido a que la
solucion w(t) = 0 representa la extincion de pe-
ces.

Problema de equilibrio

El problema (PP) puede ser considerado como
un sistema dinamico, donde el funcional ¥ es
una ecuacién diferencial de segundo orden no
lineal. Ahora, si tomamos a = 1/ VD y busca-
mos las soluciones de equilibrio, obtenemos el
problema

Oy +a2f(0) =0,
(PE) {
0:(0) = v,(1) =0,

0<x<1
f(o) =v(1-0)

2.1. Analisis de bifurcacion

Una vez definido el problema (PE), al linealizar
la ecuacién para v, se satisface que v, + vy =
0. Esto conduce a que vy(x) = cos(ax), donde
vo(1) = 0; por lo tanto, a = t/2. Esto quiere decir
que existe una solucion de equilibrio no trivial
asintotica. Ahora, construiremos una rama de
soluciones por medio de un andlisis débil no li-
neal.

Expandimos asintoticamente el parametro a y
la variable de estado v como sigue:

T
a=§(1+ea1+...), v=ev + v +..., e<x1.
De esta manera, tenemos que

2 i . 2 , £,
@fw) = (w1+svz)f(0)+Tf ©)...

1+2ea +...)

72 0
=7 [svof’(o) +é2 (Zalvgf’(o) +01f(0) + ?0]‘”(0)] +...;

entonces, debido a la estructura de f, al co-
lectar los coeficientes de las potencias de ¢ y
al definir el operador de linealizacion L¢ :=



¢” + /4@, el problema anterior se puede ex-
presar de manera equivalente a como se obtu-
vieron los problemas (6). En este caso, a partir
de los primeros dos términos, se obtiene que:

LUO =0
[PEI){
v0x(0) = v0x(1) = 0

O<x<1,

2
(PE2) Lo = —% (Zulvo - vé) , O<x<1,

01x(0) = 01,(1) =0

La solucion al problema (PE1) esta dada por
vo(x) = Acos(mx/2). Ahora, utilizando de nueva
cuenta la identidad de Lagrange, tenemos que
el operador £ es efectivamente autoadjunto y,
debido a que Ly = 0, entonces encontramos la
ecuacion

1 1
A2f cos ( )dx—Za Af cos ( )dx,
0 2 o 2

lo cual implica que a; = 4/(3m). Por lo tanto,
a~T(1+Leas.),
2( S ) = a~g(1+3iv(0)+m),
v~ eAcos(% ) m
®)

cuando v(0) < 1. Se requiere que ¢A > 0 co-
mo consecuencia de v > 0. Entonces, si ¢4 <« 1,
existe una rama que contiene soluciones no tri-
viales que emerge del punto 4 = 7/2 con una
pendiente de 2/3.

Queremos ahora construir las soluciones de
equilibrio para amplitudes grandes. Al multi-
plicar por v, la ecuacion en el problema (PE),
obtenemos que
1,

—vL + —F(v)

S donde F(v):ZJ; f(&)dég,

9)

donde C es una constante. Ahora, si etiqueta-
mos ¥ = v(0) y buscamos que v sea decreciente
y acotada, es decir v, < 0y v(x) < o°. A partir
de (9), obtenemos

Uy =—a F(v)—F('UO) = ax:fvﬁ.

Debido a que v(1) = 0 y la integral en (9), en-
contramos que

v g 2 23
= —————, donde F(v)=v"—-=-v.
a fo ) 0 onde F(v)=v 30

(10)

Debido a las aproximaciones asintoticas en (8),
buscamos ahora se cumpla que a — /2 con-
forme v° — 0. Esto es posible solamente si (10)

es singular cuando v — 0. Primero, F(v°) ~
F”(O)v°2/2 +... y F”(0) = 2; como consecuencia,
vemos que

0

- [l -

Es decir, a — ©/2 cuando v — 0. En el punto
a, = m/2 ocurre una bifurcacion transcritica, lo
cual quiere decir que cuando a = g%, la solucion
de equilibrio trivial y una no trivial coinciden.
La estabilidad de las ramas de soluciones que
ahi convergen sufren un cambio de estabilidad
respecto al tiempo. Antes de verificar que efec-
tivamente el cambio de estabilidad ocurre en 4.,
notemos que

1. Sia < /2, entonces H < H, = v/(2+fy) ¥
v(t) = 0 es la tnica solucion de equilibrio;
esto implica que la poblacion de peces se
extingue.

z
5

2. Si H > H,, entonces existen dos solucio-
nes, una indicando la extincion y otra que
indica que la densidad de peces es distinta
de cero.

Una vez encontradas las soluciones de equili-
brio, ahora nos enfocaremos en determinar la
estabilidad de las soluciones de equilibrio para
cada valor del parametro 4.

Estabilidad de soluciones

Regresemos al problema (PP) con las condicio-
nes a la frontera u,(t,0) = u(t,1) = 0. Examinare-
mos la estabilidad de la solucion de equilibrio
trivial. Sea w = v <« 1y linealizamos la ecuacion
en (PP) alrededor del cero para obtener

vy = Doy + f/(O)o,
(PL1) {
Ux(t,0) = 0,(t,1) =0

Ahora, sustituimos v = e*¢(x) en (PL1) y obte-
nemos

O<x<1,

Pt 5 (FO-Vp=0, 0<x<l,

¢x(0) = px(1) =0

Por medio del método de separacion de varia-
bles, el problema (PL2) tiene una familia de so-
luciones

(PL2)

2i—1
qo;(x):cos(K,-x), /\]‘=1—K?D, K= @] 5 )n/ jeN.

Por lo tanto, dado que (PL1) es un problema
lineal, la solucion esta dada por

u(t, x) = i Ajexp (/\jt) cos(xx) .

=1



Concluimos que v(t,x) — 0 para cualquier con-
dicion inicial, siy s6lo si A; < 0 para j € IN. Note-
mos que A; > Ajparatodoj=2,3,...;esto quiere
decir que una condicién necesaria y suficiente
para la estabilidad lineal es que A; < 0; esto es,
cuando 1 - 72/4D < 0. Es decir, en términos de
las parametros originales, la tinica solucion de
equilibrio estable es la solucién trivial cuando
H < H.. Esto indica que esta solucion pierde es-
tabilidad si H > H,, lo cual sugiere que la rama
de soluciones no triviales que emerge del valor
H = H, posiblemente esté conformada por so-
luciones estables. Verificar esta tltima afirma-
cién equivalente a analizar a un problema de
valores a la frontera no auténomo de la forma

Prx + @ f (W (X)p = Ag, 0<x<1,

(PNA) {
Px(t,0) = (£, 1) = 0,

donde u.(x) es una solucion de equilibrio de la
rama no trivial. En general, estos problemas
son dificiles de abordar analiticamente. Sin em-
bargo, con el fin de construir numéricamente la
rama no trivial el uso de herramientas numeri-
cas es indispensable.

El problema (P3) tiene soluciones del tipo on-
da viajera; esto quiere decir que las soluciones
son tales que u(T,X) = #i(X — cT). Aqui no pro-
fundizaremos en esta direccion. El analisis que
muestra la existencia de este tipo de soluciones
puede consultarse en [7]. En la Figura 2.1 se
muestran un frente de onda a distintos tiem-
pos, esta solucion tiene un perfil que conecta
los estados de equilibrio dados por el término
logistico y viaje en la direccion positiva a una
rapidez ¢ > 0. /Qué ocurriria en el caso donde
c<0?

u(z

1.0

; ) e

0.

©

>

0.

Y

0.0

-30 -20 -10 0 10 20 x 30

Fig. 2: Solucion del tipo onda viajera para el problema (P3),
donde y = 0,5, 12 =0,1 y uy, = 1. El intervalo es simétrico
con respecto al origen y de longitud 2H con H = 30.

3. Comentarios finales

En estas notas se ha dado un breve recorrido en
los elementos mas basicos del analisis asintoti-
co. De esta manera, se construyé aproximada-
mente el diagrama de bifurcacién para un sis-
tema de valor a la frontera no lineal. Conclui-
mos que, cuando se tiene un sistema de este
tipo, existe una coleccién numerable e infinita
de valores propios, donde los términos no linea-
les producen que las ramas de soluciones de
equilibrio no triviales se doblan. De igual mo-
do, al analizar el problema (P3), encontramos
que existe una bifurcaciéon primaria transcriti-
ca para el caso de crecimiento logistico para la
poblacion de peces. Esta bifurcacion mostré la
existencia de una longitud H, que garantiza que
la solucion de equilibrio trivial sufre un cam-
bio de estabilidad. En este valor critico, emerge
una rama de soluciones de equilibrio distintas
de cero. Mas aun, hemos establecido argumen-
tos heuristicos que confirman que estas solu-
ciones son estables. La Figura 2.1 es una mues-
tra numeérica de soluciones estables no trivia-
les. Para profundizar en el analisis numérico de
bifurcacion de soluciones de este tipo, véase [8].
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RESUMEN. Iniciaremos con algunas nociones basicas sobre operadores no acotados sobre espacios
de Hilbert H y veremos una de las muchas aplicaciones del teorema espectral la cual usaremos para
demostrar el teorema de Nelson y Nussbaum que nos dan condiciones suficientes para saber si un
operador simétrico T es o no autoadjunto en términos de la densidad de cierta clase de vectores del

dominio D(T) de T.

1. Operadores no acotados
sobre espacios de Hilbert

Empezaremos con algunas nociones basicas
sobre operadores lineales no acotados que se
utilizaran en el desarrollo de las notas. De aho-
ra en adelante H denotara un espacio de Hilbert
con producto escalar -, -) y asumimos que todos
nuestros operadores T : D(T) ¢ H — H son den-
samente definidos, es decir, D(T) es denso en
H.

Teorema 1.1. Sean H un espacio de Hilbert y
T : D(T) c H — H un operador lineal densamen-
te definido, entonces existe un operador lineal
T : D(T*) ¢ H — H llamado el adjunto de T cu-
yo dominio esta dado por D(T*) = {y € H : Ju €
H tal que(Tx,y) = (x,uy VYx € D(T)}. El vector u es
tinico y por lo tanto podemos definir T'y = u.

Definicion 1.1. Sea H en espacio de Hilbert.
Sea T : D(T) c H — H un operador lineal.

1. Decimos que el operador T es cerrado siy
solo si satisface lo siguiente: si (x,),eNn €S
una sucesion en D(T) talque x, » x en Hy
Tx, — y, entonces x € D(T) y y = Tx.

2. Decimos que el operador T es cerrable siy
solo si cumple lo siguiente: si(x;,)en €S Una
sucesion en D(T) tal que x, - 0y Tx, = y
en H, entonces y = 0.

Decimos que T es simétrico si T ¢ T* y auto-
adjunto si T = T*. Puede demostrarse que el
operador T* es siempre cerrado, por lo tanto si
T es simétrico es cerrable. Un operador T es
esencialmente autoadjunto si T es autoadjunto.

De ahora en adelante supongamos que todos
nuestros operadores T son densamente defini-
dos y simétricos.

Ejemplo 1.

1. T=-iL : C®(R) c LA(R) — L*(R) es densa-
mente definido simétrico y cerrable,

2. T = M, : D(T) ¢ [2(R) — LXR), D(T) = {f €
L*(R) : xf € L>(R)} es densamente definido
cerrado simétrico.

Puede demostrarse que dim N(T* — zI) es cons-
tante sobre el semiplano superior Im z > 0y
constante sobre el semiplano inferior Im z < 0,
ver por ejemplo en [2]. Entonces podemos dar
la siguiente definicion.

Definicion 1.2. Si T es un operador simétrico

densamente definido, sus indices de deficiencia
son los nuimeros cardinales

d.(T) =dim N(T" = AI) = dim N(T* —=il) Im A >0,
d_(T) =dim N(T* = AI) = dim N(T* +il) Im A <O0.
Teorema 1.2 (Formula de von Neumann). Sea
T un operador simétrico densamente definido.

Entonces
D(T") = D(T) + N(T* = AI) + N(T* = AI), (1)
paral e C\R, y
dimD(T*)/D(T) = d.(T) + d_(T). 2)

Demostracion. Ver en [2]. a
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2. Teorema espectral para
operadores autadjuntos

Sea B(RR) la o-algebra de Borel de Ry H un es-
pacio de Hilbert.

Definicion 2.1 (Medida espectral). Una medi-
da espectral sobre B(R) es un mapeo E de B(R)
al conjunto de proyecciones ortogonales de H tal
que

1. ER) =1,

2. E es numerablemente aditiva, es decir,
E(Uji M) = Yoo E(M,) para toda suce-
sion (M,,) de conjuntos disjuntos por pares
en B(R).

Las sumas infinitas son siempre en el sentido
de convergencia en operador fuerte, es decir,

o k
E [U Mn]x = lim Z E(M,)x paraxeH.
n=1 - n=1

Es facil demostrar que si E es una medida es-
pectral sobre la o-algebra B(R) en H, entonces
para cada vector x € H esta nos da una medida
E, sobre B(R) por E.(M) := (E(M)x, x) = |E(M)x|.

Teorema 2.1 (Teorema espectral). Sea A un
operador autoadjunto sobre un espacio de Hil-
bert H. Entonces existe una tnica medida espec-
tral E = E4 sobre la o-dlgebra de Borel B(R) tal
que

A= f A dE4(A). (3)
R
Ademas supp Ex = 0(A).
Demostracion. Ver en [2]. a

Ahora procederemos a definir el calculo funcio-
nal del operador autoadjunto A. Sea f : R —
C U {00} una funcién Borel E4-a.e. finia, denote-
mos este conjunto de funciones por S. Defini-
mos

s = [ fauEa) @
R
con dominio denso
D(f(A)) == {x eH: f |f(/\)|2d(EA(/\)x,x) < oo}.
R
(5
Teorema 2.2 (Propiedades del calculo funcio-

nal). Sean f,g€ S, a,p € C, x,y € D(f(A)), enton-
ces

L (f(A)xy) = fo FKEax, y).
2. IfAIP = [, IfF(DPAEAL)x, x).

3. f(A) es acotado siy solosi f € L*(R,E,), en
este caso, [|f(Al = [l flle-

- fA) = f(A).
- (af +Bg)A) = af(A) + Bg(A).

. f8(A) = f(A)g(A).

p(A) = Y, a,A" para cualquier polinomio
p(t) = L, ant" € C[t].

8. xm(A) = Ea(M).

9. Si f(t) # 0 Es-a.e. sobre R, entonces
A = A/f)A).

N O O A

3. Grupos uni-parameétri-
cos unitarios fuertemente
continuos sobre un espa-
cio de Hilbert

Definicion 3.1. Un grupo unitario uni-
paramétrico fuertemente continuo es una familia
{U(t) : t € R} de mapeos unitarios sobre un espa-
cio de Hilbert H tal que

1. U)U(h) = U(t + h) para todo t,h € R,
2. limy,_U(t + h)x = U(t)x para todo x € H.

Ejemplo 2. 1. H = [2(R), (U()f)(x) = f(x +1).

2. Sea A un operador autadjunto sobre un
espacio de Hilbert H con medida espectral
E, por el calculo funcional podemos definir

et = f dE(A), teR. (6)
R

Entonces el siguiente teorema afirma que U =
{U(t) := "'} es un grupo unitario.

Teorema 3.1. Sea A un operador autoadjun-
to sobre un espacio de Hilbert H. Entones U :=
{U(t) = €*4} es un grupo unitario uni-paramétrico
Jfuertemente continuo. El operador A esta tnica-
mente determinado por U, es decir,

d
D(A) = {er:a

U(t)x := im k™Y (U(h) — I)x
+=0 h—0

existe },

o d
1Ax‘dt

Ademas, para x € D(A) yt € R, tenemos U(t)x €
D(A) y

U(t)x, x € D(A).
t=0

%u(t)x — iAU(b)x = iU(H)Ax. (7)
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Demostracion. Puede demostrarse usando el
calculo funcional de A o puede verse en [4]. O

Observacion 1. Supongamos que x € D(A") pa-
ra todo n € IN, entonces f(t) = U(t)x = ¢x es
infinitamente diferenciable.

4. Ecuacion de onda abstrac-
to sobre un espacio de Hil-
bert

Sea A un operador autoadjunto sobre un es-
pacio de Hilbert H. Supongamos que A > 0y
N(A) = {0}. Sea uyg € D(A) y u; € H, entonces
podemos considerar el siguiente problema de
Cauchy para la ecuacion de onda abstracta

u’'(t) = —Au(t), t € R, u(0) = uy, u'(0) = u,
donde u € C3(R,H) y u(t) € D(A) para todo t € R.

Teorema 4.1. Supongamos que uy € D(A) y
uy € D(AY?). Entonces

u(t) == (cos AY?t)ug + (A™%sen AV?tu;, teR,

es la unica soluciéon para la ecuacion de onda
abstracta. Ademas

W' () = —AY?(sen AY?Dug + (cos AV, teRR.

Demostracion. Puede demostrarse usando el
calculo funcional para el operador A o ver en
[4]. |

Observacion 2. Notemos que si u; = 0y ug €
D(A™) para todo n € IN, entonces u es infinita-
mente diferenciable.

Clases quasi-analiticas de fun-
ciones

Sea (m,)nen, UNa sucesion positiva, | € R un
intervalo abierto. Denotamos por C{m,} el con-
junto de las funciones f € C*(J) para las cuales
existe una constante Ky > 0 tal que

|f(”)(t)| < K;’cmn paratodone Ny, te] (8)

Un subespacio lineal C de C*(J) es llamado
quasi-analitico si se cumple lo siguiente: si f €
C es una funciéon y existe un f; € | tal que
f®(ty) = 0 para todo n € Ny, entonces f(t) = 0
en J.

Teorema 4.2 (Denjoy-Carleman). C{m,} es
quasi-analitica si y sélo si

i (insznm;/k)_l = oo.

n=1

Demostraciéon. Ver en [3]. m]

Para las demostraciones que veremos mas ade-
lante solo necesitamos tener el siguiente:

Corolario 4.1. Sea (m,),en, UNA sucesion posi-

tiva tal que
Y = oo, 9)
n=1

Supongamos que f € C*(]) y existe una constan-
te Ky > 0 tal que (8) se cumple. Si existe untg € |

tal que f™(t)) = 0 para toda n € Ny, entonces
f(t) =0 sobre |.

Ejemplo 3. C{n!} es una clase quasi-analitica
sobre R. Ademas cualquier f € C{n!} es la res-
triccion a R de una funcién holomorfa F sobre
{z€ C:|Im z| < ¢} para algan c > O(ver en [3]).

Sea T un operador lineal sobre un espacio de
Hilbert H. Un vector x € H es en C*-vector de T
si

x € D™(T) := ﬁ D(T").

n=1

Definicion 4.1. Sea x € D*(T). Decimos que
x € DY(T) y x es acotado para T si y sélo si existe
una constante B, > 0 tal que

IT"x|| < By paratodon €N,

x € DY(T) y x es analitico para T siy solo si existe
una constante C, > 0 tal que

IT"x|| < Cin!  para todo n € Ny,

x € D(T) y x es quasi-analitico para T si

(o)

YT = o,

n=1

x € D°(T) y x es un vector Stieltjes para T si

(o]
YT = .
n=1

Observacién 3. Notemos que D’(T) y D¥T) son
subespacios lineales de D*(T) y tenemos

DY(T) c DYT) c D"(T) c D¥(T).
Ejemplo 4.

1. Eigenvectores de T son siempre vectores
acotados

2. Sea A un operador autoadjunto sobre un
espacio de Hilbert H, « > 0y u,v € H, en-
tonces x := el y y := ¢%4* son vectores
analiticos para A.
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Lema 4.1. Sea (r,) una sucesion de niimeros po-
sitivos y seam, = ar,+p paran € N, donde a > 0
yp>0.SiY, r,"" = 0o, entonces ¥, m,;"’" = o

Demostracion. Sea M := {n € N : ar, < p}. Pa-
ran € M tenemos m, < 28y m,"/" > 28)7V" >
(1+2p)71, por lo tanto Y, m,"" = oo si M es in-
finito. Si M es finito, entonces existe k tal que
m, < 2ar, para n >k y por lo tanto Y, m " >

ank(za)_l/n(rn)_l/n > (1+2a)7! Lnsk 7’;1/” =oco. O

Lema 4.2. SiT es un operador simétrico, enton-
ces D(T) c D°(T + zl) paraz € C.

Demostracion. Sin perdida de generalidad po-
demos suponer que Tx # 0y [|x]| = 1. Usando
que ||T*x||"/* < ||T"x||"/" para k < n, tenemos

n
T+ 2Dyl < Z(Z)Izl”"‘llT”xllk/”
k=0
= (IS + 2
< T+ T
< T + T

O

Lema 4.3. SiT es operador autoadjunto, enton-
ces D'(T) es denso en H.

Demostracion. Notemos que si a > 0y x €
E([-a,a])H, entonces x € D"(T). o

Teorema 4.3 (A.E. Nussbaum). Sea T un ope-
rador simétrico densamente definido sobre un
espacio de Hilbert H tal que el subespacio li-
neal generado por D(T) es denso. Entonces T
es esencialmente autoadjunto.

Demostraciéon. Demostremos que N(T*—il) = {0}.
Por contradiccion supongamos que y € N(T* —il)
es no nulo y sea x € D¥(T), x # 0. Sea A una ex-
tension autadjunto de T sobre un espacio de
Hilbert posiblemente mas grande G 2 H. Defi-
nimos f sobre R por f(t) = (¢"x, y) — e'(x, y). Por
teorema 3.1 se tiene que f € C*(R) y

FO) = (" (1A) Y, y) — €' (x, ) (10)

parat € Ry n € IN. De donde se sigue que
f®©0) = 0 para todo n € Ng. Sea a > 0y
J = (-a,a). Consideremos a = ||y|l, B = e*||x|l[lyll y
my = a||T"x||+p para n € Ny. Ya que x € D¥(T), te-
nemos Y, ||[T"x||"/" = co y entonces ¥, nm, /" = co
por lema 4.1. De (10) obtenemos

IO < A"yl + e“lIxllllyll < allT"xIl + p = my,

parat € ], n € Ny, por lo tanto f satistace (8) con
K¢ =1. Como f(0) = 0 para todo 1 € Ny, enton-
ces por el teorema de Denjoy-Carleman (teore-
ma 4.2) tenemos f(t) = 0 sobre (—4,a) y por lo

tanto sobre todo R pues a es arbitrario. Por lo
tanto tenemos

(¢"x,y)y =e'(x,y) paratodoteR,

lo cual a su vez implica que (x, y) = 0. Entonces
tenemos probado que D7(T) L y. Ya el genera-
do lineal de D(T) es denso en H, obtenemos
y =0, lo cual es una contradiccion. Por un ra-
zonamiento similar se tiene que N(T + il) = {0}.
Por lo tanto T es esencialmente autoadjunto por
férmula de von Neumann (1). O

Teorema 4.4. Sea T un operador lineal simétri-
co semiacotado por abajo sobre H. Si el genera-
do lineal de D*(T) es denso en H, entonces T es
esencialmente autoadjunto.

Demostracion. Por lema 4.2 podemos suponer
que T > I, entonces 0 € n(T) y por lo tanto es
suficiente probar que N(T*) = {0}. Procedemos
por contradiccion supongamos que y es un vec-
tor unitario en N(T*). Sea x € D°(T), x # 0. Por
teorema de la extension de Friedrichs, existe
una extension autadjunta A de T tal que A > I.
Por teorema 4.1, u(t) := (cos AY?t)x resuelve el
problema de Cauchy u(0) = x, u/(0) = 0 para
la ecuacion de onda abstracta u”(f) = —Au(t) y
w'(t) = —(A"V2sen AY?t)x para t € R. Definimos
una funcién sobre R por f(t) := (u(t)x, y) — {x, y).
Ya que x € D*(T) c D*(A), por el calculo fun-
cional para el operador autoadjunto A se tiene
que

U@ = Ay 1D = A ()

para k € IN. Por lo tanto u € C*(R, H) y entonces
feC®(R). Yaquel|y|=1y A >I, tenemos

[FED@I < IT ), [f®®) < 1" para k e N.

Ademas |f(t)| < |lx|| sobre R. Ahora si conside-
ramos my = 2||x|l, may = [T y ma = |IT"],
entonces |f"(t)| < m, para todon € Nyt € R.
Es claro que

Y= YT = e
n n

Ya que #'(0) =0, u(0) =xy Ty = 0, obtenemos

(=A)u'(0), )
0,
(=A)u(0), y)
= (-Dkx, )
= (~(-D"'x, T'y)
0,
f0) = w),y)—<x, v
= 0,

)

£29(0)
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para k € N, es decir, tenemos mostrado que
f™(0) = 0 para todo n € Ny. Por lo tanto por
el teorema de Denjoy-Carleman 4.2 conluimos
que f(t) = 0 sobre R. Ya que cos A'/?t es aco-
tado para t € R tenemos (x,y) = (u(t)x,y) =
{(cos AY?t)x,y) = (x,(cos A?t)y). Por lo tanto
(x,y — (cos AY%t)y) = 0 para todo x € D(T). Ya
que el generado lineal de D°(T) es denso en H
se sigue que y — (cos AY2t)y = 0, lo que a su
vez implica que y = 0, lo cual es una contradic-
cion. ml

5. Aplicacion a operadores
Jacobi

Sea {e, : n € Ny} una base un ortonormal pa-

ra el espacio de Hilbert H. Sean (4,) una su-

cesion de numeros complejos y (b,) una suce-

sion de numeros reales, definimos T con domi-
nio D(T) = genfe, : n € Ny} por

Te, = ap-18p-1 + byey +apep11, nE INo, (11)

Referencias

donde e_; = 0. Es facil ver que T es simétrico.
Afirmacion: Supongamos que existen constan-
tes positivas a y g tal que |a| < ak+By |bxl < an+p
para k < n, k,n € N. Entonces el operador T es
esencialmente autoadjunto.

Ejemplo 5. Los operadores aniquilacién A y
creador A* cuya accién sobre la base ortonor-
mal {e, : n € Ny} de H = I’(Np) es dada por

Aen = \/ﬁeiq—l y A+en = Vn+ 1en+1 ne ]NI

donde e_; = 0. Ya que A* = A*, entonces los ope-
radores

1 1
Ph=—(A-A" Q = —(A+ A"
° \/Ei( )y Q \/E( +49

son simétricos sobre [*(INy) y sus restricciones
a Dy = genfe, : n € Ny} son esencialmente auto-
adjuntos. Ademas existe U : L2(R) — *(INp) uni-
tario tal que U(—i&)U'z = Ppz y UMU'z = Qoz
para z € Dy.

[1] N.I. Akhiezer, .M. Glazman, Theory of Linear Operators in Hilbert Spaces, Ungar, New York,

1961.

[2] M.A. Naimark, Linear Differential Operators, Ungar, New York, 1968.

[3] W. Rudin, Real and Complex Analysis, 2nd ed. McGraw-Hill Inc., New York, 1974.

[4] E. Zeidler, Applied Functional Analysis: Applications to Mathematical Physics,, Applied Mathe-
matical Sciences 108. Springer-Verlag, New York, 1995.
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RESUMEN. Comenzaremos con las definiciones de superficie plana y de singularidad cénica en una
superficie plana. Veremos que una superficie cerrada, orientable y de género g > 1 admite métrica
plana con una singularidad cénica de angulo (4g—2)n. Después estudiaremos con detalle los espacios
de métricas planas sobre la esfera con 3 singularidades conicas y con 4 singularidades cénicas de
angulos iguales a 7. Terminamos mencionando algunas propiedades topologicas del espacio global
de métricas planas sobre la esfera con 4 singularidades cénicas.

El objetivo de estas notas es dar una breve in-
troduccion al minicurso que se impartira en
el Centro en Ciencias Matematicas en UNAM
campus Morelia. Debido a ello este texto se cen-
tra s6lo en las ideas y ejemplos y no esta escrito
de manera rigurosa. La mayoria de los resulta-
dos mencionados aqui no seran demostrados,
los lectores interesados pueden consultar las
referencias para profundizar mas sobre el te-
ma.

1. Superficies topologicas

Definicion 1.1. Una superficie S es un espacio
topolégico Hausdorff, 2% numerable (tiene ba-
se numerable para su topologia) y tal que pa-
ra todo p € S existe una pareja (U, ¢) tal que
U cC S es abierto,p € Uy ¢: U — V es un ho-
meomorfismo con un abierto V c R?. A las pa-
rejas que satisfacen esta condicion les llamare-
mos cartas. Si dos cartas (Ui, $1) y (Up, ¢2) sa-
tisfacen U, N U, # 0, entonces al homeomorfismo
¢2 0 (pl‘lz ¢1(U; N Ua) = ¢o(Uy N Uyp) le lamamos
cambio de coordenadas.

Ejemplo 1. Ejemplos de superficies.

1. El plano euclideano R?. Claramente R? es
Hausdorff y 2% numerable. Para la terce-
ra condicion basta tomar la carta (R?, Idg:)
(Idg: denota la identidad en RR?) para todo
peR2

2. Laesfera$ ={(x,y,z) e R | x>+ y* +22 = 1}.
Nuevamente es claro que $* es Hausdorff y
2% numerable. En este caso no es posible
dar una sola pareja (U, ¢) que cumpla con
la condicién 3, ya que por compacidad §°

no es homeomorfo a ningin abierto en IR?.
Dos cartas sobre § son las siguientes:

Ui ={(x,y,2) €$*| x>0},
¢ (x, y,2) = (y,2).

U; ={(x,y,2) €$* | x <0},
Py (%, ,2) = (y,2).

Analogamente se construyen las cartas
W;, 7). (Uy,¢p). (UF,¢1) y (Us,¢7) y con
estas 6 cartas cubrimos a todo punto en
s
En estas notas sélo estudiaremos superficies
conexas y compactas (cerradas). El siguiente
resultado se conoce como el Teorema de Cla-
sificacion de Superficies Compactas y se puede
consultar en [1, Cap.1].

Wz, 60 = {

(sz¢x)={

Teorema 1.1. Si S es una superficie conexa y
compacta, entonces S es homeomorfa a la esfe-
ra, a una suma conexa de toros o a una suma
conexa de planos proyectivos.

2. Superficies planas

Definicion 2.1. Una estructura plana sobre
una superficie orientable S es un conjunto de car-
tas {(U;, ¢i)}ier tal que Ui U; es cubiertade S y pa-
ratodasi, j € I, el cambio de coordenadas ¢; oqb]fl
es una isometria de R?. A una superfice con una
estructura plana le llamamos superficie plana.

Sobre una superficie plana S podemos medir
longitudes de curvas de la siguiente manera:
Si a: [0,1] — S es una curva diferenciable tal
que a([0,1]) € U; con U; en una carta (U;, ¢;) de
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la estructura plana, entonces ¢;oa([0, 1]) es una
curva en R?, de manera que podemos medir su
longitud por medio de la conocida féormula

1
L(ﬁbi ° 0‘) = j(; | (CPi o Dé)/ (DIl dr.

Si sucede que a([0,1]) ¢ U; con U; en la car-
ta (Uj, ¢;) de la estructura plana distinta de
(Ui, ¢:), entonces L(q>,- o zx) = L(¢>]» o a) son igua-
les ya que el cambio de coordenadas ¢; o qb]fl
es una isometria. Si a([0,1]) no esta contenida
en una carta (U;, ¢;), entonces podemos medir
su longitud por pedazos contenidos en cartas,
después, al sumar las longitudes de dichos pe-
dazos obtendremos la longitud de a. De mane-
ra que para toda a: [0,1] — S diferenciable esta
bien definida su longitud L(«a).

Una vez que podemos medir longitudes de cur-
vas en S, definimos una distancia ds en la su-
perficie de la siguiente manera: Si p,q € S, en-
tonces

ds(p,q) = inf{L(a) | @: [0,1] = S, a(0) = p, a(1) = g}.

De manera que en una superficie plana pode-
mos medir distancias justo como lo hacemos
en el plano euclideano. Ademas, es claro que
en superficies planas también podemos medir
angulos ya que éstos también son preservados
por isometrias de R?.

Procedemos a mencionar un resultado que
muestra que soélo existen 2 superficies planas.
En la demostracion de dicho resultado utiliza-
remos que toda superficie plana se puede trian-
gular con geodésicas (curvas que minimizan
longitud) [2, Part4].

Teorema 2.1. Si S es una superficie plana co-
nexa y compacta, entonces S es homeomorfa al
toro o a la botella de Klein.

Demostracion. Supongamos que tenemos una
triangulacion con geodésicas sobre S. La carac-
teristica de Euler de S se define como x(S) =
v—a+t, donde v es el nimero de vértices, a es el
numero de aristas y ¢ es el numero de triangu-
los en la triangulacion. Por un lado a = % ya
que cada triangulo tiene 3 aristas y cada arista
pertenece a 2 triangulos. Por otro lado v = £ ya
que los angulos totales deben sumar 2nv = 7tt.
Concluimos que

X(S):v—a+t=% +t=0

N[

y por lo tanto S es el toro o la botella de
Klein. |

3. Singularidades conicas

Aqui sélo mencionaremos la definicion de una
singularidad con angulo conico menor que 2m.
Para una definicion general se puede consultar
[2, Pag.207].

Definicion 3.1. EIl cono de dngulo 6 € [0,2n]
es la superficie topolégica Cy que se obtiene al
cocientar {z € C | 0 < arg(z) < 6} por la acciéon
z - €9z, A la clase 0 € Cy le llamamos el dapice
de Ce.

Se puede probar que si los angulos 6 y § son
distintos, entonces Cy y Cs no son isométricos.
Notar que C» es el plano euclideano.

Definicion 3.2. Supongamos que S es una su-
perficie y p1,p2,...p1 €S. SiS N {p1,p2, ... p1} es su-
perficie plana y para cada i, existe 6; > 0 tal
que las vecindades pequenas de p; son isométri-
cas a vecindades del apice en Cy,, entonces de-
cimos que los puntos py,p», ...,p; son singularida-
des conicas de S y a los 0; les llamamos angulos
conicos.

Ejemplo 2. Ejemplos de superficies planas con
singularidades cénicas.

1. El cono Cg. Es claro de la definicion.

2. El tetraedro platénico T. Llamemos
v9,v1,72,v3 € T a los vértices. Es claro que
T \ {vy,v1,v2,0v3} es superficie plana (sobre
las aristas también hay cartas planas) y
que las vecindades de los v; son isométri-
cas a vecindades del apice en C;.

3. Eldoble de un triangulo equilatero. Este es-
pacio se obtiene pegando dos triangulos
equilateros por sus fronteras correspon-
dientes. En este caso hay 3 singularidades
de angulos cénicos el doble de los angulos
interiores del triangulo.

Teorema 3.1. Toda superficie conexa y com-
pacta S admite una estructura plana con singu-
laridades coénicas.

Demostracion. Dividiremos la demostracion en
los siguientes 3 casos.

1.5 = §?. En los ejemplos 2 y 3 se muestran dos
estructuras distintas para este caso.

2. S homeomorfa a una suma conexa de g to-
ros. En este caso S se puede obtener pegando
las aristas de un 4g-agono regular B utilizan-
do traslaciones del plano. Cada arista de B se
identifica con exactamente otra arista, de ma-
nera que los puntos de las aristas si adminten
una carta plana. La tinica singularidad en este
caso proviene de los vértices de B, ya que todos
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ellos se identifican en uno solo y por lo tanto,
obtenemos una singularidad de angulo cénico
(4g - 2)m.

3. S homeomorfa a una suma conexa de g pla-
nos proyectivos. En este caso S se obtiene pe-
gando las aristas de un 2g-agono regular uti-
lizando traslaciones. Nuevamente la tinica sin-
gularidad es la que proviene de los vértices del
poligono, en este caso el angulo conico es de
2(g—-Dm. m|

Si S es una superficie plana con singularida-
des conicas en {pj,p», ... p;} de angulos conicos
01,0,,...,0;, entonces se satisface la siguiente
relacion conocida como el Teorema de Gauss-
Bonnet poliédrico:

!
Y0 =2r( - x(9)) (1)
i=1

Una demostracion de este hecho se puede con-
sultar en [2, Pag.107].

4. Estructuras planas con
singularidades conicas so-
bre 5’

De la relacion (1) se sigue que el minimo niime-
ro de singularidades conicas que puede haber
en la esfera es 3. En esta tultima seccion estu-
diaremos el espacio que parametriza las distin-
tas formas que hay de otorgarle a $> una métri-
ca plana con 3 singularidades cénicas (de cua-
lesquiera angulos) y con 4 singularidades coni-
cas con angulos conicos iguales a 7. En ambos
casos utilizaremos el siguiente resultado que se
puede consultar en [3].

Teorema 4.1. Supongamos que T es una métri-
ca plana en la esfera con singularidades en
po,P1, -, p1 de angulos cénicos menores que 27.
Si para toda i, y; C T denota la geodésica mini-
ma que une a py con p;, entonces T\ {y1,y2, ..., Vi}
es isométrico al interior de un 2I-dgono simple en
C.

Aqui so6lo estudiaremos la forma de las métri-
cas planas sobre $? y no el tamafo, de manera
que podemos pensar que todas son de area 1.

4.1.

Supongamos que T es una meétrica plana en
%2 con singularidades en py,p1 y p» de angulos
conicos 0y, 01y 6,. Si y1,y2 C T son las geodési-
cas minimas que unen pp con p1 y po y Q es el
cuadrilatero que es isométrico a T \ {y1, )2} (ver

Tres singularidades conicas

Teorema 4), entonces Q tiene angulos interiores
01,600/2,0,y 6y/2. Ademas Q esta dividido en dos
triangulos congruentes por la diagonal que une
los vértices de angulos 0; y 0,. Para recuperar
a Q basta identificar las aristas de Q mediate
la reflexion en la recta determinada por dicha
diagonal, de manera que Q se ve como el doble
de un triangulo (empanada).

Es sabido que dados 3 numeros 60y, 04, 0, tales
que 6 + 01 + 0, = 27 existe un unico triangulo
modulo semejanza. De aqui se sigue el siguien-
te resultado:

Teorema 4.2. Elespacio de métricas planas so-
bre §* con 3 singularidades cénicas se corres-
ponde con © (3) = {(6y,601,0,) € R® | By > 01 >
6, >0, 60+61+62=2R}.

4.2. Cuatro singularidades de angu-
los conicos iguales a 7t

Durante esta seccion llamaremos disfenoide a
una meétrica plana en $? con cuatro singulari-
dades conicas y denotaremos con pg C C al seg-
mento que une a p con q. Comenzamos introdu-
ciendo el espacio de triangulos médulo seme-
janza orientada el cual utilizaremos para mo-
delar a los disfenoides.

Si a cada punto Z = (z1,22,z3) € C? le asociamos
el conjunto {z1z; U zz3 U z3z;1} € C, entonces po-
demos pensar a C* como el espacio de triangu-
los contenidos en C. Decimos que los triangulos
Z = (z1,22,23) Yy W = (w1, w,, w3) son equivalentes
(escribimos Z ~ W) si existen a4,b € C con a # 0,
tales que para toda i, w; = az; + b. Es claro que
~ define una relacion de equivalencia C3. Para
calcular el cociente C3/ ~, basta notar que dos
triangulos Z, W en el subespacio V = {(0, z, z3)}
son equivalentes si y so6lo si W = aZ con a # 0.
De manera que C3/~= PcV = CP! = §, aqui te-
nemos que olvidar el triangulo en el que todos
los puntos coinciden (el 0 € V).

Supongamos que T es un disfenoide con singu-
laridades en py, p1,p2 ¥ p3. Las geodésicas mini-
mas en T sarisfacen:

1. Pueden existir a lo mas dos geodésicas
minimas y; y y; entre py y pi.

2. Si T es tal que entre py y p; existen dos
geodésicas minimas, entonces en T se
cumple que para j # i, existe una unica
Yj entre po y pj.

En este caso el hexagono que es isométrico a T\
{y1,72,y3} (ver Teorema 4) tiene 3 angulos inte-
riores no adyacentes iguales a 7, ademas la su-
ma de los otros 3 también debe ser 7. De mane-
ra que dicho hexagono se ve como un triangulo
con los puntos medios de sus aristas marcados
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(éstos provienen de las singularidades p1, p2, p3).
Podemos recuperar a T identificando las aristas
de dicho triangulo con un doblez en su pun-
to medio. Los triangulos que son isométricos a
T\ {y1,72,73} son agudos o rectangulos. Resul-
ta que los triangulos rectangulos corresponden
a disfenoides sobre los que habia 2 geodésicas
minimas, dichos disfenoides se ven como el do-
ble de dos rectangulos. Con estas observacio-

Referencias

nes llegamos al siguiente resultado:

Teorema 4.3. El espacio de disfenoides se ve
como el doble del triangulo hiperbdlico ideal con
angulos 5 y %.

Una demostracion rigurosa de este resultado se
puede consultar en [4].
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ger, 1977.

[2] R. Evan, Mostly Surfaces, Student Mathematical Library Vol.60, AMS, 2011.

[3] A. Boris & J. O’'Rourke, Nonoverlap of the Star Unfolding, Discrete Comput. Geom., vol. 8, no. 3,

pp. 219-250, 1992.
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RESUMEN. En estas notas se demuestra, siguiendo a Serge Lang, una version débil del siguiente

resultado:

TEOREMA (de las seis exponenciales). Si {1, f2} ¥ {z1, 22, z3} son subcorjuntos de C que son linealmente
independientes sobre Q, entonces al menos uno de los niimeros

eﬁlzl, eﬁlzz, eﬁlzs, eﬁzzll eﬁzzzl eﬁzzsl

es trascendente.

1. Preliminares

Lema 1.1 (C. L. Siegel, 1949). Sea

a11x1 + -+ ax, =0,
(1)

anx1+-+a,x, =0,

un sistema de r ecuaciones lineales enn incogni-
tas donde cada uno de los coeficientes a;; es un
numero entero. Supoéngase que A > 1 es tal que
la;jl < Aparacadal <i<rycadal <j<n.
Sin > r, entonces el sistema admite una solu-
cion no trivial z := (z,...,z,) € Z" que satisface
lo sig.:
llzlleo := méx |z;| < 2(nA)7=.
1<j<n

sSIsr Is)s

termina una transformacion lineal de R"” a R".
Como cada una de las entradas de C es un
numero entero, se cumple que C manda Z" en
Z'. Ahora bien, para cada H € IN, denotemos
con Z"(H) al subconjunto de Z" conformado por
aquellos x € Z" tales que ||x|l» < H. En vista de
que para todo x € Z"(H) y 1 < £ < r se verifica
que
laerxy + -+ + agnxy| < nAH,

tenemos que la imagen de Z"(H) bajo C es
un subconjunto de Z'(nAH). Luego, puesto que
|Z"(H)| = QH + 1)" y |Z'(nAH)| = 2|nAH] + 1)", se
tiene que si

(nAH + 1) < 2H +1)", 2)

entonces Clzyy) no es inyectiva. Esto permite
garantizar la existencia de x,y € Z"(H) (distin-
tos) tales que C(x) = C(y); de esta igualdad y la

linealidad de C se sigue que z := x —y €s una
solucién no trivial de (1) cuya norma infinito es

1zl < [Xlleo + llylleo < 2H. 3)

Para concluir la demostracion, basta notar que,
eligiendo 2H como el tiinico numero par tal que

(nA)77 —1 < 2H < (nA)7= +1,

se satisface la desigualdad en (2), tal como lo
constatan los calculos siguientes:

QnAH +1y < nAYQH+1);
< QH+1)""QH+1);
= (H+1)"

A

O

Lema 1.2. Sir,..., 1 son numeros complejos
distintos, entonces las funciones f;: C — C defi-
nidas por fi(t) = ¢! (para cada t € C) son lineal-
mente independientes sobre C.

Demostracion. Es un ejercicio sencillo de alge-
bra lineal. m]

Definicion 1.1. Decimos que las funciones
f,g: C — C son algebraicamente indepen-
dientes (sobre C) si para cualquier P € C[x, y]\{0}
resulta que P(f, g) no es la funcion cero.

Proposicion 1.1. Si o, € C son linealmente
independientes sobre Q, entonces las_funciones
fi(t) = e y f(t) = e son algebraicamente inde-
pendientes.
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Demostracion. Supongamos que P(xv,y) =
Lijaix'y’ € Clx,y] es tal que P(e*,eft)y = 0 pa-
ra todo t € C. Se sigue de esto que

0= P(eat’eﬂt) — Z ai’je(ai-#{ij)t.
ij

Como « y p son linealmente independientes so-
bre Q, los numeros r;j := ai + fj € C son todos
distintos. Aplicando el lema anterior, obtene-
mos que cada uno de los g4;; es igual 0, de lo
cual se concluye que P(x, y) es el elemento cero
de C[x, y]. |

Proposicion 1.2 (Principio del médulo maxi-
mo). Sean D € C una regiony f: D — C una
Juncién holomorfa. Si|f| tiene un mdximo local en
algin zo € D. ie.. si|f(zo)l = I|fllu = sup.y |fQ)l
en algun disco U centrado en zy y contenido en
D, entonces f es constante.

Demostraciéon. Supongamos que f no es cons-
tante y que |f(zo)| > 0. Puesto que, para cada
z € U se cumple que |f(z)] < |f(z0)l, se sigue

que f(U) C Bjfy(0). De esto y del hecho de que

fzo) € f(U) N I(Bjs(0)) se concluye que f(U)
no es un abierto de C, lo cual entra en contra-
diccion con lo que establece el teorema de la
aplicacion abierta. O

Corolario 1.1 (Desigualdad de Jensen). Sea f
una funciéon holomorfa en {z € C: |z] < R}. Si
f(0) # 0 y los ceros de f enBgr(0) sonzi,zy,...,2N,
entonces'

£O)] < IIflIr(z1 - - - 2n1/RY).
Demostracion. Resulta facil convencerse de que

R? -7z,
R(z - z,)

es un numero complejo de médulo 1 cuando
|z| = R. Por tanto,

N Y
- o [
n=1 n

es una funcion holomorfa en {z € C: |z| < R} y
Ig(2)| = |f(2)l si |z| = R. Aplicando el principio del
modulo maximo a la funcién g se obtiene que

Ig@)I < lIf1lz,

de lo cual se concluye que

IFO)IRY = |g(O)llz1 - - zn < IIfllRlz1 - - - 2.

[}

Corolario 1.2. Sea f como en el corolario an-
terior. Para r > 0, denétese con v(r) = v(f,r) al
niimero de ceros de f, contados con multiplici-
dad, en {z € C: |z| < r}. Se tiene entonces que

X

R
fo V() dx < logl|fllr — log|f(0)I.

Demostracién. Primeramente demostraremos

que
iledxsz@dx. (4)
=1 v znl X 0 X

Para k € {1,...,N}, definase x;: [0,R] — {0,1} co-
mo

1 six> |z

0 six< |z

Xr(x) = {

Luego, en vista de que 22]:1 xn(x) = v(x), se des-
prende que

N

R

1
Zf —dx
n=1 |Zn|x

()
[ aa,
R[N 1
\fo‘ [HZ:; Xn(x)] ; dx;
fR @ dx.
0 X

De (4) y la desigualdad de Jensen se concluye
que

fR@dx
0 X

N
) (logR ~log z.);

n=1

N
log (

|Zl'”ZN
O

El corolario 1.2 permitira establecer una cone-
xiéon entre el niumero de ceros de una funcién
en un disco y la tasa de crecimiento de la fun-
cién. Antes de enunciarla es preciso recordar
que si f es funcion entera y p, A, B son constan-
tes positivas tales que

If(z)] < AP

para todo z € C, entonces se dice que f tiene or-
den de crecimiento < p. Al infimo de todos los
p > 0 que satisfacen lo anterior se le denomina
el orden de la funcion f.

Corolario 1.3. Sea f una funcién entera distin-
ta de la funcion idénticamente 0 que tiene orden
de crecimiento < p. Existe C > 0 tal que v(r) < Cr?
para cada r suficientemente grande.

*Con || fllr denotamos en lo sucesivo al valor maximo de |f| en la frontera del circulo de radio R centrado en el origen.

|) < log I fllx — log | FO).
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Demostracion. Puede suponerse que f(0) # 0
pues, en caso contrario, f(z) = z{¢(z) para algun
¢ € Ny una funcién entera g que no se anula en
z = 0, que también tiene orden de crecimiento
< pytal que v(f,r) = v(g ) + £ para todo r > 0.

Fijemos r > 0. Al aplicar el corolario 1.2 con
R = 2r se obtiene que
2r
f Vo) g

;X
2r
vr)f lzzlx;
;X

v(r)log 2.

I\

log || fll2r — log | (0]

v

Por otro lado, de la condicién sobre el creci-
miento de f se tiene que

loglifllor < log AeP@)" =1log A + (2°B)r’.

Asi las cosas,

log A + (2°B)r? —1og|f(0)|

v(r) < log2

y la demostracién termina. O

2. Demostracion

Etapa 1. Sean 1, 52, z1,22,23 como en la formu-
lacion del teorema. Sean f, g: C — C las funcio-

nes definidas por las asignaciones ¢ N efit y

8 .
t v ¢!, Probaremos, por reductio, que al me-
nos uno de los seis niumeros siguientes

f(Zl) = eﬁlzll f(ZZ) = 6}3122, f(ZS) — 6,13123,
8(=z) = Eﬁzzll g(z2) = gﬁzzz, g(z3) = eﬁ223’

no pertenece a Z. A fines de obtener un absur-
do, supongamos lo opuesto. Sean n un cuadra-
do perfecto suficientemente grande y r := (411)%.
Apelando al lema de Siegel podemos garantizar
la existencia de x;; € Z, no todos cero, tales que
la funcion auxiliar

Fi= ) xyf'g) (5)

1<i,j<r

se anula en cada uno de los elementos del con-
junto

Ko i=1{k-z: 1<k, ko, ks <mj.

Notese que el lema de Siegel se esta aplicando
aqui a un sistema de n® ecuaciones lineales en

2 = (4n)® incognitas; luego, puesto que para los
coeficientes se tiene la estimacion

| fi(k-z)gj(k~z)| < lifrlez)tjpa(kz)]
< e/(Fil+BDIIKlIz]
< elUBil+IpDllzllrn V3
5
< CF (6)

para alguna constante C; > 1, el lema de Siegel
indica que los x;; cumplen que

5 3 5 5
il < 202C77 ) @r=R = 2((dn)’Cl*)® < (2)4N)CE (7)
para alguna constante C, > 1.

Etapa 2. Lo que se hara a continuacion, a gran-
des rasgos, es utilizar informacion sobre el com-
portamiento de la funcion F en K, para exhibir
un w € K :={k-z: ki, ky, ks € N} de tal modo que
|F(w)| sea pequerio y F(w) # 0: estos requerimien-
tos sobre w son clave pues de ellos y del hecho
de que F(w) € Z se obtendra la contradiccion
con la cual culminara la demostracion.

En primer lugar, observemos que de la inde-
pendencia algebraica de las funciones f y g
se desprende que la funcion F no es idéntica-
mente cero; por otro lado, el supuesto de que
f@), f(z2), f(z3), 8(z1), §(22), §(z3) son niumeros en-
teros implica que F(X) € Z. Mas aun, se tiene
quet:

A. Existe k- z € K tal que F(k-z) # 0.

Dem. A fines de obtener una contradic-
cién, supongamos que F(k - z) = 0 para
cada k -z € K. Para r > 0 la desigualdad
k|| < —— implica que |k - z| < |[k||||z]| < 7;

Tzl+1 ]
en consecuencia,
; 3

—| ().

{ Va(lizl + 1)J
Por otro lado, al ser F es una funcion de
orden de crecimiento < 1, el corolario 1.3
implica que v(r) < Cr para algin C > 0y
todo nuiimero r mayor que una constante
absoluta ¢ > 0. Puesto que las estimacio-
nes obtenidas para v(r) dan lugar a una
desigualdad que no tiene sentido cuando
r es suficientemente grande, el resultado
se sigue.

B. El conjunto S := {s € IN: F(k - z)
0 paratodo k = (ki,ko,k3) € N° t.q. 1
ki,kp, k3 < s} tiene un elemento maximo.

IAN I

#Vienen a continuacién dos asertos importantes. En los recuadros respectivos bosquejamos las demostraciones de cada

uno de ellos.
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Dem. En caso contrario existe una suce-
sion s; < s < s3 < --- de numeros natura-
les tales que

F(k-z)=0

para cada £ € Ny cada k-z € K,,. De esto
se colige que F(k-z) = 0 para todok-z € K
( lo cual es absurdo en vista de lo esta-
blecido en A): en efecto, sea k-z € K; si
m = max{ky, ko, k3} y € € N es tal que m < s,
entonces k - z € K;, y, en consecuencia,
F(k-z)=0.

. J

Luego, sis es el elemento maximo de S entonces
s > n; ademas, si

w:=k-z€ K

se elige de tal modo que k, = s + 1 para algan
v e{l,2,3}, se tiene que F(w) # 0.

Etapa 3. Estimaremos ahora el modulo de F(w)
utilizando la siguiente identidad

F(t) )
[Mizex.(t -k - 2)

El numero de factores de cada uno de los pro-
ductos que aparecen en la identidad es s°. La
funcion que aparece dentro de los parénte-
sis admite una extension holomorfa a todo el
plano complejo: consiguientemente, para es-
timar |F(w)| podemos aplicar el principio del

Flw) = lim(

t—w

H (@-k-z). (8

kzeK;

Referencias

- P - . 3
moédulo maximo en el circulo de radio R = s2

centrado en el origen. Si t es un numero com-
plejo de modulo R (y, digamos®, n > 4(|z1| + |z2| +
|z3])?), entonces

s3 R
lt—k-z| > R—|k-z| = 57 — s(|z1] + 20| + |z3]) = 53
y por tanto
|w =Xz _ 2(z1] + |z + |z3))s _ Cs
t-k-z| ~ R Tt

para alguna constante C; > 1. Asi pues, de (8) y
la estimacion™

PRAF)CE)(CR);

IFll <
S @E@M)E (G CT);
< @QETH)G);
< C,

se llega a que
3

C S
loglF(@)| < logl[Fllx + log(—l3 ) ;
s2

IA

(1og(C3Ce))s® — %53 logs.

Puesto que la desigualdad en la linea anterior
es absurda para s arbitrariamente grande, la
demostracion termina.

[1] S. Lang, Transcendental numbers and diophantine approximations, Bull. Amer. Math. Soc., vol.

77, number 5, pp. 635677, 1971.

[2] R. Murty & P. Rath, Transcendental numbers, Springer-Verlag, 2014.

[3] C. L. Siegel, Transcendental numbers, Annals of Mathematics Studies (number 16), Princeton

University Press, Princeton, NJ, USA, 1949.

*Aqui es donde cobra sentido el calificativo suficientemente grande con el que se adjetivo a n al inicio de esta seccion.
“La constante C, proviene de (7) y Cy4,Cs,Cg son constantes mayores que 1.
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El Grupo de Difeomorfismos del Espacio Afin
R" o C"
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Matematicas, UNAM-Morelia

RESUMEN. Los difeomorfismos o cambios de coordenadas aparecen en muchas situaciones. Por
ejemplo para el resultado de Abel-Galois sobre la imposibilidad de resolver una ecuacion general
algebraica por radicales, o al enunciar el teorema de solucion de ecuaciones diferenciales ordina-
rias. Ello ilustra una dicotomia: a veces los difeomorfismos son un lenguaje formal que nos permite
enunciar resultados, otras veces hallarlos explicitamente resulta de maximo interés. Todos los difeo-
morfismos de un objeto forman un grupo. Se consideran los grupos de difeomorfismos de los objetos

mas sencillos; los espacio afines reales o complejos, en cualquier dimension.

1. Isomorfismos

Entre otras cosas, las matematicas construyen
modelos de las ciencias naturales y sociales, e
incluso (tautologicamente) modelos de objetos
emanados de ellas mismas. El ejemplo Nean-
derthal son los numeros naturales IN.

Dos objetos matemdticos son esencialmente el
mismo cuando son iguales salvo isomorfismo.

Para fijar ideas: las distintas construcciones de
los numeros naturales IN en notacién, arabiga,
decimal, en chino, en maya, en binario etc., son
iguales salvo isomorfismo.

A priori, la existencia de un isomorfismo entre
dos objetos puede ser no trivial. Por ejemplo; al
describir todas las parejas p/q € Q que determi-
nan un mismo numero racional, vislumbramos
el lugar privilegiado de los nameros primos en
las matematicas.

Dado un objeto matematico la pregunta ¢de
cuantas maneras podemos escribirlo? De ma-
nera atingente, ello da origen a la nocion de au-
tomorfismo de un objeto fijo.

Evidentemente todos los automorfismos de un
objeto forman un grupo bajo la composicion. El
inverso es cierto naturalmente; todo grupo apa-
rece como el grupo de automorfismos de un ob-
jeto. Ver V. 1. Arnold [1].

Tres conceptos:
isomorfismo, automorfismo, grupo.

Nosotros miramos al calculo elemental, consi-
derando r € {1,..., o0} fijo y dos abiertos U,V de
R™,

Definicion. Un cambio de coordenadas o difeo-
morfismo entre los abiertos Uy V, de clase C',
es una aplicaciéon
¢:UCR" — VCR"
tal que
i) ¢ es biyeccion,
ii) ¢ es de clase (',
iii) ¢! es también de clase C'.

Para U # V, un difeomorfismo ¢ es un isomor-
fismo diferenciable.

Si U = V entonces ¢ expresa la nocién de auto-
morfismo diferenciable.

2. Los cambios de coordena-
das son utiles.

Ejemplo. Clasificacion de curvas planas.
El grupo de difeomorfismos (o cambios de coor-
denadas) lineales es

GL(m,R) = {L: R" — R™ | lineal e invertible }.

Adicionalmente el grupo de las transformacio-
nes afines es el producto semidirecto del grupo
general lineal y el grupo de translaciones, esto
es

GL(m,R) = R" = {¢ : R" — R" | X —> LX) + b }.
Una coénica en R? es

{(x, ) | amx? + axy + a3y2 +asx +asy +ag =0,

(a1,a0,a3) # 0} cR.
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La clasificacion de cénicas salvo transformacio-
e 5 )
nes afines es ¢ R e consiste de:

GLQR)=R"
un circulo 2+yr=1
una hipérbola -y =1
una parabola y—-x>=0
dos rectas que se cruzan xy=0
dos rectas paralelas ¥-1=0
una recta doble x2=0
un punto +y?=0
el vacio X+ =a,<0

Un problema muy interesante, estudiado desde
I. Newton, es el caso de cubicas.

cubicas en R?

J;Cuantas clases LA RAR"

hay?

Ejemplo. Resolucién de ecuaciones algebraicas.
Dado un grado n > 1, la aplicacion de Vieta V,
es

s OoxZ Yy

C x (" 55 C™*!' —{c, =0}

V!
—

(Cnr Z1yee- /Zﬂ) — (CW/ [er .o rzn]) — (CVII Cn—1s.-- ,C())
=(Cn,—Cn(z1+ ... +2y), ..., (=) "co(z1 - - - z1))
=cu(z—2z1) - (z—zp) =2 + ...+ (=1)"co(z1 - - - Zp).

Donde S(n) es el grupo de permutaciones. Par-
tiendo del coeficiente lider y las raices con or-
den (cy,z1,...,2z,) obtenemos:

el polinomio con raices sin orden, c(z—z1) - (z—
z,), mismo que bajo V, va en los coeficientes de
cuz"+ ...+ 1z +C.

Teorema.

1. La aplicacion

n
(Vn:UCCXC——>VCC"+1
S(n)
es un difeomorfismo (holomorfo) para ca-
da bola abierta U suficientemente pe-
quena, con centro en raices sin repeticion
(z1,.--,20)-

2. V;! no existe como funcion en todo
C"\{c, # 0}.

El teorema nos dice que V, es difeomorfismo
en ciertos dominios y que hay puntos singula-
res (donde la diferencial DV, es de rango menor
o igual a n), que provienen de las raices repeti-
das. La geometria de V, es intrincada [10].

Recordemos el siguiente resultado clasico, un
diccionario.

Ejemplo. Resolucién de ecuaciones diferencia-
les.

Teorema. E. Picard. Sobre R™ existe una corres-
pondencia biyectiva entre:

i) Campos vectoriales de clase C'

V:R" — TR™
X1,y Xm) V1(x1,...,xm)%+...
+Vm(x1,...,xm)§m.

ii) Sistemas de ecuaciones diferenciales ordina-
rias de clase C!

dx

d_tl = Vl(xlr cee rxm)
dx

d_:’ = Vm(xlr see /xm)-

iii) Flujos locales de clase C!

©:0c(RxR") — R”
(t, Gt ) > D, xn)),

donde por definicion ®(t, ) = Id en R"™ y ®(t1, )0
O(ty, ) = O(t; + tp, ) cuando ambas composicio-
nes estan bien definidas.

La correspondencia (i) — (ii) es simple notacién.
Mientras que (ii) = (iii) sigue de

posicion (xy, ..., X,:) después
de tiempo f de la trayectoria
solucion de (ii) que a tiempo
t =0 estaba en (xy,...,xy).

CD(t, (x1, . ..,xm)) =

Que descansa en la existencia y unicidad de so-
luciones como sigue.

Teorema. E. Picard. Si el campo vectorial V no
se anula en un punto (x1, ..., X), entonces existe
un difeomorfismo ¢ de clase C! en una vecindad
U del punto, tal que transforma el campo vecto-
rial V.en un nuevo campo vectorial

qLV=1i +Oi+...+0i

o g o sobre ¢(U).

La hipotesis es simple; V de clase C! en R" y no
nulo en el punto. La conclusién es muy fuerte;
la existencia y unicidad de las soluciones.

Es bien conocido que para campos vectoriales
polinomiales V en R? de grado 1, la solucién es
elemental y explicita, presentandose casi una
docena de comportamientos cualitativos. Mien-
tras que en R?, para V de grado 2 no hay espe-
ranza de hallar soluciones explicitas en lo ge-
neral y se esperan alrededor de 2500 compor-
tamientos cualitativos.
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Observacion. ;Por qué los cambios de coorde-

nadas son ttiles?

Consideremos un cambio de coordenadas
¢:UCR" — VCR"

de clase C', sucede que:

i) ¢ envia puntos p de U en puntos ¢(p) de V.

ii) ¢ envia trayectorias y C U en trayectorias

¢poycCV.

iii) ¢p envia vectores tangentes ”% de U en vecto-

res tangentes 222 de V.

iv) ¢ envia ecuaciones diferenciales de U en
ecuaciones diferenciales en V.

v) ¢ envia funciones f : U — R en funciones
fo (j)’l V—R.

vi) ¢ envia soluciones de una ecuacién diferen-
cial de U en soluciones de la ecuacion diferen-
cial respectiva en V.

Donde los puntos suspensivos nos sugieren
que esta idea puede aplicarse a todo tipo de ob-
jetos, ver Fig. 1. Dicho de manera tautolégica,
un cambio de coordenadas ¢: lleva un objeto
matematico O sobre U en otro objeto ¢.0 sobre
V, de manera fiel. Ver la introduccion de [13].
Como ilustracion en el analisis recordemos el:

Lema. Para un difeomorfismo
¢=w0v):UcC—VcCC

de clase C? son equivalentes los siguientes he-

chos.

i) ¢ lleva soluciones de la ecuacién de Laplace

Af =0 sobre U,

en soluciones de la ecuacion de Laplace sobre V.

ii) ¢ es holomorfa.

a)

b)

c)

)

Fig 1. Un difeomorfismo local ¢ transforma; a) puntos en
puntos, b) trayectorias en trayectorias, c) vectores tangen-
tes en vectores tangentes, d) funciones en funciones.

3. La conjetura Jacobiana.

Consideremos K el campo real R o complejo C
y

(P = (¢1' ce /qu) : II(Z.“Z“, - I[<$14..wm
una aplicacion polinomial. Es posible definir su
matriz Jacobiana DF y supondremos de ahora
en adelante que det(D¢) # 0 en todo punto de
]Kﬂi.
Claramente, si ¢ : R” — R" es un difeomorfis-
mo polinomial, entonces necesarimente det(D¢)
no se anula para todo punto de R™.

La corjetura Jacobiana. Si det(D¢) # 0 entonces
la aplicacion polinomial inversa

=1 . qm m
qb ']leu.wm ]Kzl“.zm

existe.

Esta conjetura fue propuesta por O. H. Keller
en 1939, [11]. La conjetura Jacobiana es falsa
para aplicaciones polinomiales en IR™, cuando
permitimos que det(DF) : R"” — R sea un poli-
nomio no nulo y no constante.

Contra-ejemplo de S. Pinchuk (1994). La apli-
cacion polinomial ¢ : R> — R?
o =(p1(x, y), pax, ) =

(x6 vt =4y + 3ty + ety - 7%y — 4y

+ 3%y + 5x%y + 2% — 3xy — x + Y, 2xy — 57x%?

+45x°y* — 100x*y® + 106>y + 50x°y* + ?x‘ly4

167
+ 50xy* — % —16x°y° + 25x7y® + 10x%4°
—5x%y* — 45x7® — 60x%y” + 60x7y” — 54x°y°

+30x°y° — 75x" 1% + 150x1°y7 — 150x°°

525 5 s 7.8
+Txy —75xy)

cumple que det(Dp) # 0 en todo punto de R?
y sin embargo ¢ no es invertible.Como conse-
cuencia del contra-ejemplo:

los difeomorfismos polinomiales de C" forman
un subgrupo propio de los difeomorfismos poli-
nomiales de R™.

4. ¢Por qué la conjetura Ja-
cobiana es dificil?

Teorema. N. H. Abel - E. Galois. Para todo abier-
to D del espacio de polinomios

{P(z) = cu2"+Cpo12" . . HC1z4co : C, — Cp} € C



si P(z) € D entonces el despeje z = P (w) es im-
posible por radicales.

Esto es, para dimension m > 2, la conjetura Ja-
cobiana en K" es dificil ya que, ella afirma que
dado el sistema algebraico

¢1(21,. . .,Zm) = wn

(Pm(zlr e Zm) = Wy

bajo la condicion det(D¢) # 0, existe el despeje
polinomial

P wr, .., ww) =2

(Pr_nl(wlr ce W) = Zge

Ejemplo afirmativo. Un movimiento de cartas en
la m—ésima direccion es
(P : (le"'lzm) ) (Z],...,Zm_],h(zl,...,Zm_z))

donde por definicion 4 es polinomial, ver Fig. 2.
Para tal ¢ el sistema de ecuaciones algebraicas

zZ1 = W
Zm-1 = Wm-1
Zm +1(z1,. . Z0m1) = Wy

puede despejarse, obteniéndose ¢! polinomial.

Fig 2. a) Un movimiento de cartas ¢ : R® — R3. b) Una
composicién ¢; o ¢; : R> — R® de movimientos de cartas
en distintas direcciones.

Observacion. Todos los movimientos de cartas
polinomiales {¢} en la j—ésima direccién forman
un grupo bajo la composicion.

ii) Todos los movimientos de cartas polinomia-
les {¢} en todas las direcciones j € 1,...,m for-
man un grupo bajo la composicion.

Esto es la conjetura pregunta si;
Jtodo automorfismo polinomial es composicion
finita de movimientos de cartas?

Es posible mostrar que la Conjetura Jacobiana
puede enunciarse usando al menos las siguien-
tes teorias sobre R" y C™:

¢ Las ecuaciones diferenciales ordinarias.

¢ El algebra conmutativa.

e La topologia de cubiertas y fibraciones.

e Las singularidades de curvas algebraicas.

e La geometria diferencial de métricas planas.
Etc.
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RESUMEN. El objetivo de estas notas es usar el Axioma de Martin para mostrar la independencia de
la proposicion que dice que la propiedad topologica de ser ccc es productiva. Para lograr el objetivo
vamos a revisar varios resultados de topologia y teoria de conjuntos primero.

En estas notas w denotara la coleccion de los
numeros naturales {0,1,2,..} y como w es un
numero ordinal y un numero cardinal también
representa su tamano. w; representa el primer
ordinal no numerable. Si X es un conjunto,
P(X) es la coleccion de todos los subconjuntos
de X. ¢ denota el tamano de IN.

1. La condicion de la cade-
na numerable y la linea de
Suslin

Definicion 1.1. Un espacio topoldgico tiene la
condicion de la cadena numerable (o es ccc) si
cualquier coleccion de subconjuntos abiertos, no
vacios y ajenos por pares es alo mds numerable.

Lema 1.1. Cada espacio topoldgico separable
tiene la ccc.

Ademas en espacios métricos las propiedades
de ser ccc y separable son equivalentes.

Definicion 1.2. Si (X,<) es un conjunto total-
mente ordenado, la topologia del orden sobre X
es la topologia que tiene como base a los inter-
valos de la forma (x, y), (x, ), (y, o) conx,y € X.

Se sabe que cualquier conjunto totalmente or-
denado sin extremos que es separable y conexo
con la topologia del orden es isomorfo a R con
su orden usual. En 1920 M. Suslin conjeturo
que si se pide que el espacio sea ccc en lugar de
separable se sigue teniendo que el espacio es
isomorfo a los reales.

Definicion 1.3. Sea (X, <) un conjunto totalmen-
te ordenado sin extremos. Decimos que (X, <) es
una linea de Suslin si es un espacio ccc con la

topologia del orden pero no es separable con la
misma.

Observamos que de existir una linea de Sus-
lin entonces la conjetura de Suslin seria fal-
sa. En topologia resulta natural preguntarse
cuando una propiedad se preserva bajo opera-
cioes de espacios, por ejemplo, bajo el producto
topologico. Por lo tanto es natural preguntarse
si el producto topolégico de espacios ccc es ccc.
El resultado mas cercano a lo que queremos
saber que se tiene en topologia general es el si-
guiente.

Teorema 1.1. Sea {X; : i € I} coleccion de es-
pacios con la ccc. Si el producto de cualquier co-
leccion finita de tales espacios es ccc entonces
entonces el producto topolégico [];., Xi es ccc.

Lema 1.2. Si(X, <) es un conjunto totalmente or-
denado que tiene la ccc pero no es separable con
la topologia del orden entonces XxX no es ccc con
la topologia producto.

Demostracion. Para cada a < w; elegiremos
Ay, b4, ¢, € X que cumplan lo siguiente:

1. a, < b, <cy;
2. (@a,by) # 0y (ba,ca) # 0
3. & < aimplica que bs ¢ (a,,b,).

Suponiendo que se pueden construir tales su-
cesiones, los conjuntos (a,,b,)x(b,, c,)son una
cantidad no numerable de conjuntos abiertos
no vacios y ajenos por pares. Ahora vamos a
construir las sucesiones. La eleccion de los a,,
ba, ¢, se hara por recursion sobre a < w;. Sea
I el conjunto de los puntos aislados de X, es
decir, de los puntos x € X tales que {x} es
un conjunto abierto. Note que como X es ccc,
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| X |< w. Primero elija ag,by,co € X de forma
que a9 < by < ¢g. Ahora tome < w; y supon-
ga que ya hemos elegido {aa}a<g, {bala<p ¥ {Cala<p-
Sea D = I U U{aa}a<o Y Ulbala<o U Ulcata<w» cO-
mo D es numerabley X no es separable se cum-
ple que X\cI(D) # 0. Como X\cl(D) es un abierto
no vacio existe un intervalo (a,,c,) € X\cl/(D) no
vacio y sin puntos aislados, por lo tanto pode-
mos elegir b, € (a,,c,) de forma que (a,,b,) #0y
(ba, ba) # 0.

Por lo tanto si existiera una linea de Suslin
tendriamos que la propiedad de ser ccc no es
productiva. En el libro Set Theory de kenneth
Kunen se prueba que la existencia de una linea
de Suslin es consistente con ZFC, por lo tanto
existe un modelo donde hay una linea de Suslin
y por lo tanto existe un modelo donde la propie-
dad de ser ccc no es productiva. O

2. Teoria de conjuntos

Ahora presentaremos el lenguaje de la teoria de
conjuntos. Los conjuntos seran términos inde-
finidos y la relacién de pertenencia sera una
relacion binaria indefinida que satisface los si-
guientes axiomas:

1. Axioma de existencia: Jdx(x = x).

2. Axioma del par: Vx, yIzVw(w € z & w =x 0
w=y).

3. Axioma de union: VxIzVw(w €z & Jyexy
w € y).

4. Axioma de potencia: YxJzVw(w € z & Vv €
w U E X).

5. Axioma de infinito: Jx(x # 0y Yy € x
yUlyl ex).

6. Axioma de extensionalidad: Vx,y(x = y ©
Yu(w e w & w € y)).

Dada wuna
libre

7. Axioma de comprension:
formula ¢ con una variable
VxdzVw(w € z © w € x y p(w)).

8. Axioma de reemplazo: Dada una féormula
¢ con dos variables libres tal que ¢(x, y) =
@(x,z) implica y = z, VxzVw(w € z & v €
xp(v, w)).

9. Axioma de eleccion: Vx(Vy € x y # 0 =
[Myey # 0).

10. Axioma de regularidad: Vx(x # 0 = Jy €
Wwexwégy).

La teoria de conjuntos es la teoria que consta
de las deducciones que se pueden hacer par-
tiendo de los axiomas anteriores. La forma de

probar que una proposicion p es independiente
de una teoria es encontrando dos modelos de
dicha teoria tales que uno satisface la proposi-
cion p y el otro su negacion.

3. El Axioma de Martin y la
Hipotesis del continuo

Primero vamos a hablar de la hipétesis del con-
tinuo. Cantor prob6é que para cualquier con-
junto X, | X |<| P(X) |. En particular, si X = w
tenemos que | w |<| P(w) |=| R |, es decir, w < ¢.
En 1878 Cantor conjetur6 que ¢ = w;, es decir,
que no existe Y € R tal que w; <| Y |< ¢. Anos
mas tarde gracias al trabajo de Cohen se su-
po que la hipoétesis del continuo no se puede
probar a partir de los axiomas de la teoria de
conjuntos y su negacion tampoco.

De ahora en adelante diremos que (P, <) es un
orden parcial para denotar que: (P, <) es un or-
den parcial y existe un elemento 1 € P tal que
paratodopelP, p<1.

Definicion 3.1. Sean (P, <) un orden parcial y
p,geP

1. Diremos quep y q son compatibles si existe
rePtalquer<pyr<q.

2. Diremos que p y q son incompatibles si no
son campatibles.

3. C € P es una cadena si cualesquiera dos
de sus elementos son compatibles.

4. A € P es una anticadena si cualesquiera
dos de sus elementos son incompatibles.

5. Diremos que P tiene la ccc si cualquier anti-
cadena es de tamarno a lo mas numerable.

6. D C P es un conjunto denso en P si para
cadap € P existe g € D tal que q < p.

Definicion 3.2. Sea P un orden parcial, G C P
es un filtro si

1. 1€G,

2. paracadap,q € G exister € G tal quer < p
yr=qy

3. pracadap € P yq € G tales que q < p se
tiene que p € G.

Ahora enunciaremos el Axioma de Martin, el
cual es consistente con que el continuo sea ar-
bitrariamente grande.
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Definicion 3.3. El Axioma de Martin es la pro-
posicion que dice que si P es un orden parcial
cce y D es una familia de menos que ¢ conjuntos
densos en [P entonces existe un filtro g C P tal
que G intersecta a cada elemento de D.

En general, si P es un orden parcial y ¥ un car-
dinal, MAp(x) es la proposicion que dice que si
D es una familia de conjuntos densos en P de
tamano a lo mas x entonces existe un fintro G
sobre IP tal que GND # @ para cada D € D. MA(k)
dice que MAp(x) ocurre para cada orden P que
es ccc. Note que el Axioma de Martin (MA) es la
proposicion que dice que para cada x < ¢, MA(k)
ocurre.

Lema 3.1. Sea P un orden parcial y D una fami-
lia numeable de conjuntos densos en P. Si fija-
mos p € P existe un filtro G sobre P tal que p € G
y G intersecta a cada denso en D.

El siguiente lema nos dice que el Axioma de
Martin implica el Teorema de la categoria de
Baire.

Lema 3.2. Sea X un espacio compacto, haus-
dorff y con la ccc. Suponga que el Axioma de
Martin se cumple y para cada a < w sea H, € X
cerrado nunca denso. Entonces | ., X, # X.

Demostracion. Sea Ox la coleccion de todos los
conjuntos abiertos no vacios de X ordenado con
la contencion y note que es un orden parcial
donde 1 = X. Ademas como X es ccc, €l orden
parcial Ox es ccc. Observe que si G es un filtro
sobre Ox entonces p,q € G implica pNg € G. Pa-
ra cada a < w sea D, = {g € Ox : cl(g) N Hy = 0}.
Cada D, es denso pues si tomamos p € P, co-
mo los H, son conjuntos nunca densos y los
espacios hausdorff compactos son regulares,
podemos encontrar g abierto no vacio tal que
cl(g) € p\H,. Por el Axioma de Martin, existe un
filtro G sobre Oy tal que G intersecta a cada D,,.
Sea F¢ = U{cl(p) : p € G}, por la compacidad de
X, Fg # 0 y note que por definicion evita a todos
los H,. o

Ahora probaremos que el Axioma de Martin im-
plica que la propiedad de ser ccc en espacios to-
pologicos es productiva.

Definicion 3.4. Si (P, <,1) es un orden parcial
ys € P, s | es el orden parcial (5,<,s) donde
S5={pelP:p<s}, <eselorden de P restrin-
gido a 5.

Observamos que si D C P es denso abajo de s
entonces DNs | esdensoens .

Lema 3.3. SiP es unorden parcialcccys € P en-
toncess | esccc. SiG C s | es un filtro en el orden
parcial s | entonces G* = {p € P: 33 € G q < p},
entonces G* es un filtro sobre P y G* Ns |= G.

Lema 3.4. MA(w;) implica que si P es un or-
den parcial ccc entonces cada vez que tomamos
una coleccion de w, elementos de P, p, € IP con
a < w1, existe B € [w1]"" tal que para cualesquie-
raa,p € B, p, Y pg son compatibles.

Demostracion. Sea {p, : @ < w1} € P. Encontra-
remos un filtro que contenga w; de los p, lo cual
es suficiente para probar que son compatibles.
Para cada a < w1, sea D, ={geP: 3 > a(g <
pp)}. Suponga que existe s € P tal que odos los
D, son densos abajo de s. Como s | es un orden
parcial ccc, MA(w;) implica que existe un filtro
G sobre s | que intersecta a todos los D, Ns |,
y por el Lema anterior existe un filtro G* sobre
P que intersecta a todos los D,. Como los fil-
tros son cerrados bajo superconjuntos y cada
a<wi, G'ND, # 0, para cada a < w; existe p > a
tal que pg € G*. Entonces el conjunto {f : pg € G*}
es de tamano wy.

Ahora suponga que no existe tal s. Entonces pa-
ra cada ¢ < wp existe az > & tal que D,, no es
denso abajo de ps, entonces existe r: < p; tal
que no es cierto que Jg < r:(g € Dy, ), lo que sig-
nifica que no es cierto que dg < 76 > as(g < pp)
entonces Yf > a; (r: es incompatible con pg), y
como rg < pg, VB = ag(rs es incompatible con
rg). Ahora, por recursion sobre v < w; elegimos
&y < w tal que p < v implica &, > ag,, entonces
p < v implica que r¢, es incompatible con r¢, lo
cual no puede ser pues X es ccc. O

Lema 3.5. Asuma MA(w1) y sean P,Q érdenes
parciales ccc. Entonces P X Q es ccc.

Demostracion. Veamos por contradiccion. Sea
{(pa,92) + @ < w1} una anticadena en P x Q.
Entonces si a # f, (pa,q) €s incompatible con
(pg,qp) y por tanto p, es incompatible con pg 0 g,
es incompatible con gp.

Fije B € [w1]*" tal que para cada o, € B g, ¥
gs son compatibles entonces {p, : @ € w1} es una
anticadena en P de tamano w; lo cual no puede
ocurrir pues P es ccc. m|

Aplicando induccion y el lema anterior se prue-
ba el siguiente teorema.

Teorema 3.1. Asuma MA(w1) y sea {IP; : i € I}
una coleccioén de érdenes parciales ccc. Entonces
[T Pi es ccc.

Para cualquier espacio topologico X ccc, el or-
den parcial de sus abiertos Ox es ccc. Entonces
si partimos de un modelo donde w; < ¢, el Axio-
ma de Martin implica que la propiedad de ser
cce es productiva.
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RESUMEN. El objetivo de estas notas es introducir al lector el concepto de un espacio moduli a
través del ejemplo de haces vectoriales sobre una superficie de Riemann compacta de género g.
Nosotros explicamos los conceptos de familias parametrizadas por una variedad, espacios moduli
fino y grueso. Por ultimo, estudiamos los problemas para tener un moduli fino en el ejemplo de haces

vectoriales.

1. Preliminares

Uno de los problemas principales en geometria
algebraica es la clasificacion de objetos, ya sean
polinomios, variedades, haces vectoriales, etc.
Tenemos una clase de objetos matematicos y
una nocién de cuando dos objetos son equiva-
lentes, entonces queremos que el conjunto de
clases de equivalencia tenga estrutura de va-
riedad.

En 1857, Riemann introdujo el concepto de es-
pacio moduli cuando demostré sobre funcio-
nes abelianas que las clases de isomorfismos
de superficies de Riemann de género g depen-
den de 3¢ — 3 parametros.

En geometria algebraica se han clasificado ob-
jetos como son: curvas algebraicas, superficies
algebraicas, varieadades abelianas, haces vec-
toriales, entre otros. Una primera clasificacion
necesitamos fijar invariantes para no tener un
espacio separado, sin embargo esto no resuelve
el problema de clasificacion.

La propuesta de Grothendieck fue categorica,
y relaciona la geometria que refleja las “fami-
lias” parametrizadas por un variedad S con los
morfismos de S a una variedad M. En estas
notas trabajamos sobre la categoria algebraica
por lo tanto damos un repaso sobre los con-
ceptos de variedades algebraicas y morfismos
algebraicos.

El proposito de esta seccion es dar una intro-
duccion a las variedades algebraicas. Defini-
mos los objetos principales de estudio en los
espacios afines o proyectivos. También introdu-
cimos los conceptos de morfismos algebraicos
y de haces vectoriales algebraicos. Considera-
mos K = K un campo algebraicamente cerra-
do. El n-espacio afin sobre K, denotado por A}

o simplemente A", es el conjunto definido por
Al = {(A, Ay, .o, A)lA; € K

La diferencia entre A" y K" es que en A" olvida-
mos la estructura de espacio vectorial de K", de
manera que ningan punto desempena un papel
destacado.

Definimos el n-espacio proyectivo sobre K, de-
notado por P} o simplemente P", como el con-
junto de clases de equivalencias de (n + 1)-adas
(x0,x1,...,x,) No todas cero, bajo la relacion de
equivalencia dada por: (xo, ..., ;) es equivalente
a (yo,...,yn) si existe A € K tal que

. AYp).

Otra manera de decir esto es que IP" como un
conjunto es el cociente del espacio afin A" bajo
la relacion de equivalencia la cual identifica los
puntos que se encuentran en la misma linea
que pasa por el origen.

Definicion 1.1. Un conjunto X C A} (o X P
es una variedad afin ( o proyectiva) si existe
un conjunto de polinomios {f,} € K[x1,xz,..., %]
(fa € Klxo, ..., X,] homogéneos) tal que

X =Z({fa}) = (x € A"(P")Ifa(x) = O}.

(x0, -, xn) = (Ayo, ..

= Por el Teorema fundamental de algebra,
las variedades afines en A! son los con-
juntos finitos. De la misma manera las va-
riedades proyectivas en P'.

= Los ejes coordenados en el plano es una
variedad afin ya que son los ceros del po-
linomio f(x,y) = xy.

= Consideramos un polinomio (homogéneo)
en Klx, y] ( K[x, y,z]) de grado d. La varie-
dad afin (proyectiva) determinada por los
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ceros de f es conocida como una curva pla-
na afin (proyectiva) de grado d.

Los conjuntos cerrados en la topologia de Zaris-
ki para el espacio afin A" (6 espacio proyectivo
IP") estan dados por variedades afines (varieda-
des proyectivas). Notemos que A" tiene menos
cerrados con la topologia de Zariski que con
la topologia usual. Una variedad sobre K es
un abierto de una variedad afin o proyectiva.
Consideremos X una variedad afin (proyectiva).
Una funcién f : X — K es regular en un punto
p € X, si existe un abierto p € U C X y poli-
nomios g, h € K[xy,...,x,] (g, h € Klxo,...,x,] ho-
mogéneos del mismo grado) tal que / no se anu-
laen Uy f = g/h en U. Decimos que f regular
en X, si es regular en cada punto p de X.

Definicion 1.2. Consideremos X, Y variedades
algebraicas. Una funcién f : X — Y es un mor-
fismo algebraico si satisface las siguientes pro-
piedades:

1. f es una funcién continua,

2. para todo V C Y abierto, induce el morfis-
mo

G:AV) - A(fT(V)
§ v gof
de K-algebras.

Claramente la composicion de dos morfismos
es un morfismo, entonces tenemos una cate-
goria, donde los objetos estan dados por varie-
dades algebraicas y los morfismos son morfis-
mos algebraicos. En particular, tenemos la no-
cion de isomorfismo de variedades algebraicas:
un isomorfismo ¢ : X — Y de dos variedades
algebraicas es un morfismo la cual admite un
morfismo ¢ :Y - Xcon oy =idyy o =idy.
Los morfismos son funciones bicontinuas y bi-
yectivas, pero funciones bicontinuas y biyecti-
vas no necesariamente son morfismos.

Definicion 1.3. Un haz vectorial de rango n so-
bre X es una pareja (E, ), donde E es una va-
riedad algebraica y  : E — X es un morfismo
algebraico que cumple con las siguientes pro-
piedades:

= para todo punto x € X, la fibra E, := n~'(x)
es un espacio vectorial complejo de di-
mension n.

= Existe una cubierta abierta {U,} de X
y una coleccion de isomorfismos {h,
n~1(U,) — U, X K"} tal que para todo x € X
haly @ Ex = {x} X K" es un isomorfismo de
espacios vectoriales.

Los isomorfismos n'(U,) — U, x K" son lla-
mados las cartas locales o trivializaciones del
haz vectorial E. Si ¢, : m;'(Uy) = U, X K' y
dp - n;l(uﬁ) — U x K" son dos cartas sobre
U, y U respectivamente entonces el cambio de
cartas definido sobre las interseccion U, N Ug
esta definido por

Gao ¢y U NUs XK' — Uy N U xK"
(X, U) - (X, ga,ﬁ(x)v)/

donde g,4 : Uy N Ug — GL(n,K) es un morfismo
de variedades algebraicas. Los morfismos g,z
son llamados funciones de transicién y satisfa-
cen las siguientes condiciones de cociclo:

" Qua =id.

= Sobre las intersecciones U, N Ug N U, no-
sotros tenemos g, = $a,85,-

Si existe una cubierta {U,} de X y morfismos
Sap : UsNUp — GL(n, K) satisfaciendo las condi-
ciones de cociclo, entonces es posible construir
un haz vectorial E sobre X (ver [2], Capitulo 1).
Los haces vectoriales de rango uno son llama-
do haces lineales. A continuaciéon damos dos
ejemplos de haces vectoriales

1. Dada una variedad algebraica X, conside-
ramos el haz vectorial (X x K", 1), donde
11 : X X K" — X es la proyeccion al primer
factor.

2. Consideramos la variedad de incidencia
O(-1):={(z, Dz el} c K*x P

La proyeccion al segundo factor m;
O(-1) — P! define un haz lineal sobre P

Cada construccion canénica en algebra li-
neal sobre espacios vectoriales da una version
geomeétrica para haces vectoriales algebraicos.
Esto quiere decir, dados dos haces vectoriales
E y F sobre X podemos contruir los siguientes
haces vectoriales: el haz dual E*, la suma direc-
ta E®F, El producto tensorial E®F, el producto
simétrico Sym"(E), el producto exterior A"E, en-
tre otros.

Definicion 1.4. Un homomorfismo entre dos
haces vectoriales (E, i) y (F, ) es un morfis-
mo h : E — F tal que el siguiente diagrama es
conmutativo

E——F,
TE
X

y para cada x € X, h, : Ey — F, es una transfor-
macion lineal.
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Un homomorfismo % : E — F es un isomorfismo
si existe un homomorfismo ¢ : F — E tal que
goh =idgy hog = idp. Consideramos un haz
vectorial E sobre Sy f : S; — S un morfismo, “el
pulback” esta definido como

f(E) = {(s1,€) € 51 X E[f(s1) = m(e)}

es un haz vectorial sobre S;.

2. Problema Moduli

Los ingredientes basicos en problemas de cla-
sificacion son: una coleccién A de objetos y una
relacion de equivalencia ~ entre los objetos, el
principal objetivo es darle estructura de varie-
dad (algebraica, compleja) al conjunto de clases
de equivalencia. Nos gustaria que la estructura
en A/ ~ refleje la estructura de los objetos de A;
esto quiere decir que si los objetos son diferen-
ciables (algebraicos) entonces el cociente A/ ~
sea diferenciable (algebraico).

Una familia F parametrizada por S consiste de
una coleccion de objetos F; € A, uno por cada
punto s € S, el cual estan “pegados” de alguna
manera que respeta la estructura de S

Para estudiar la topologia de M, estudiamos las
curvas continuas « : [0,1] = M en M. El concep-
to de familia juega un papel similar en la cons-
truccion de espacios moduli. En algun sentido,
es la manera de “deformar” los objetos de A. Es-
to quiere decir que si queremos ir de un objeto
a € A a otro objeto b € A, deberia de existir una
familia parametrizada por una variedad conexa
S y puntos sgp,s; € S tal que los objetos parame-
trizados por sy y s; son a y b respectivamente.
El concepto de familia debe de cumplir con las
siguientes propiedades:

1. Si S = {pto} es un punto, entonces la fa-
milia parametrizada por S es un punto de
A.

2. Relacién de equivalencia entre familias: Te-
nemos una relacion de equivalencia ~¢ en-
tre familias F,G parametrizadas por una
variedad S la cual respeta la relacion entre
los objetos. Esto quiere decir, si Fy G son
familias parametrizadas por Sy F ~¢ G,
entonces para cada s € S el objeto F; es
equivalente al objeto G;.

3. Familia inducida: Consideramos un mor-
fismo ¢ : S — S y una familia parame-
trizada por S, existe una familia ¢*(F) pa-
rametrizada por S;. La familia ¢*(F) es lla-
mada la familia inducida y cumple con las
siguientes propiedades

= (Poy) =yrod.

= id*(F) =F.

= Si F ~¢ G, entonces ¢*(F) ~f ¢*(G),
donde ¢ : S, — S; es un morfismo.

La cuarteta (A, ~, F, ~f) es conocida como proble-
ma moduli. Las propiedades de familia define el
siguiente funtor contravariante

¥ : {variedades} — {conjuntos}, (1)

donde a una variedad S se le asocia el con-
junto F(S) de clases de equivalencia de fami-
lias parametrizadas por S, y dado un morfismo
¢ : S — S se le asocia el morfismo

F(p): F(©S) — F(S1)
F — ¢(D).

Ejemplo 1. Consideremos el conjunto A de es-
pacios vectoriales de dimension n sobre K. Deci-
mos que V y W en A son equivalentes si existe
una transformacion lineal invertible f : V. — W.
Una familia parametrizada por S es un conjunto
de espacios vectoriales F;, uno por cada s € S,
por lo tanto definimos una familia F parametri-
zada por S, como un haz vectorial (F, ©) de rango
n sobre la variedad S (ver seccién 4). La relacion
de equivalencia entre familias es isomorfismos
de haces vectoriales, y la familia inducida es
el “pullback’. Dado que dos espacios vectoriales
sobre K de la misma dimension son isomorfos,
tenemos que A/ ~ es un punto {0}.

Ejemplo 2. Los objetos en A son parejas (V,T),
donde V es un espacio vectorial de dimension n
sobre Ky T :V — V es un endomorfismo. Dos
objetos (V,T:V = V), (V,T : V' — V') son equi-
valentes si existe un isomorfismoh:V — V' tal
que el siguiente diagrama es conmutativo

V—L.v

La clasificacion de parejas (V,T) es equivalente
a la clasificacién de matrices de n X n mediante
la forma canénica de Jordan. Una familia para-
metrizada por S es una pareja (E, T), donde E es
un haz vectorial de rangon sobre Sy T : E — E
es un endomorfismo de haces vectoriales. Dos
familias (E,T : E - E) ~ (E,T : E — E) para-
metrizadas por S son equivalentes si existe un
isomorfismo h : E — E de haces vectoriales tal
que el siguiente diagrama es conmutativo

T

—_—

E E
bk
F_T ,
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3. Lema de Yoneda

Supongamos que tenemos dos objetos By C en
una categoria C y queremos probar que son iso-
morfos. El Lema de Yoneda nos dice que bas-
ta demostrar que sus respectivos funtores de
puntos hg = Hom(—,B) y h¢ = Hom(—,C) son iso-
morfos. Una manera de expresar esto es que
para conocer un objeto M en una categoria sal-
vo isomorfismos basta conocer Hom(S, M) para
todo objeto S en la categoria C. A continuacion
explicamos el Lema de Yoneda. Consideremos
una categoria C y un elemento X en C, el funtor
de puntos de X esta definido como

hx:C — {conjuntos)
S +— Hom(S, X)

Sean ¥,G : C — D dos funtores covariantes.
Una transformacioén natural n : ¥ — G le asocia
a cada objeto X € C un morfismo nx : ¥(X) —
G(X), y para cada morfismo f : X — Y en C el
siguiente diagrama es conmutativo

Fx)—Leg (v)
nx Ny

60022 G(v)

Consideramos un funtor G : C — {conjuntos} y
un elemento X € C. Sea 1 : hxy — G una trans-
formacion natural, entonces para el objeto X se
le asocia el morfismo 1y : hx(X) = Hom(X, X) —
G(X), en Hom(X, X) existe el morfismo canénico
identidad idy, por lo tanto definimos

% 6x)
Tx(id).

Transf. Nat.(hx, G)

T B

Lema 3.1. (Yoneda) ¢ es biyectiva.

En particular, si G es el funtor identidad enton-
ces entender la geometria de X es equivalente a
entender el funtor de puntos /ix. Por lo tanto
para estudiar la geometria de una variedad X
es estudiar los morfismos de S a X para toda
variedad S.

4. Propuesta de Grothen-

dieck

En esta seccion explicamos la propuesta de
Grothendieck para resolver el problema modu-
li. Dado un problema moduli, nos gustaria im-
poner sobre el conjunto A/ ~ una estructura de
variedad la cual refleje la estructura de familias

de objetos de A. Supongamos que existe una va-
riedad M con la propiedad que M = A/ ~. Dada
una familia F parametrizada por S, la familia F
define una funcién V¢ de la siguiente manera

VFSS - M
5 = [FS]/

donde [F;] es la clase del objeto en M parame-
trizado por el punto s € S. Las familias estudian
la geometria de la variedad M, y por otro lado
el Lema de Yoneda estudiar la geometria de la
variedad M es equivalente a estudiar los mor-
fismos de S a M para toda variedad S. Entonces
nos gustaria que esta geometria sea la misma.
Esto quiere decir, para toda variedad S

O(S): F(S) — Hom(S,M) = hu(S)
F - VF/

es un isomorfismo.

Definicion 4.1. Un espacio moduli fino para
el problema moduli (4,~,F ~f) es una pareja
(M, ®), donde M es una variedad y @ es una
transformacién natural representando el fun-
tor

¥ : {variedades} — {conjuntos}.

Esto quiere decir, para cada variedad S existe
una biyeccién entre clases de familias parame-
trizadas por S y morfismos de S a M.

Si M es un espacio moduli fino tenemos las si-
guientes propiedades:

1. Supongamos que S = {pto} es un punto.
Los morfismos de {pto} a M es precisamen-
te M. Por otro lado, una familia parame-
trizada por un punto es un objeto de A, y
¥ (pto) son las clases de equivalencias de
familias parametrizadas por un punto. Por
lo tanto tenemos que ¥ (pto) = A/ ~. Si
es representable por (M,®), entonces los
puntos de M son precisamente las clases
de equivalencia de familias de objetos de
A, esto es

A/ ~= ¥ (pto) = Hom(pto, M) = M.

2. Si § = M, tenemos que en Hom(M, M) exis-
te el morfismo canoénico idy; : M — M iden-
tidad en M. Dado que tenemos el isomor-
fismo

OM) : F (M) - Hom(M, M),

entonces al morfismo idy le corresponde
una clase de familia U parametrizada por
M. Consideremos una familia F parame-
trizada por S y el morfismo Vp : S - M
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inducido por F. Sea F' = V;(U) y suponga-
mos que Vi(s) = m, entonces

Vi (s)

Vviane) s
= [VHU)];
= [Uvys)l;
= [Unl;

m.

Asi, las familias F y F corresponden al
mismo morfismo.

Lema 4.1. Supongamos que existen una varie-
dad M y una familia U parametrizada por M
tal que para cada familia F parametrizada por
S existe un unico morfismo ¢ : S — M con
F ~ ¢*(U). Entonces (M, ®) es un espacio moduli

fino.

Demostraciéon. Tenemos que demostrar que
D(S) : F(S) » Hom(S, M)

es un isomorfismo entre clases de equivalen-
cia de familias parametrizadas por una varie-
dad S y morfismos de Sa M. Sea ¢ : S - M un
morfismo, y consideramos la familia inducida,
F = ¢*(U), por U la cual esta parametrizada por
S. Supongamos que ¢(s) = m, entonces

VE(s) = [Fs] = [¢7(U)s] = [Ugs)] = [Un] = m = ¢(s).

Esto demuestra que ®(S) es sobreyectiva. Con-
sideremos dos familias F y F parametrizadas
por S tal que los morfismos correspondientes
Vry Vp son iguales, entonces

F~y ViU) =V (U)~f F.

Por lo tanto F ~¢ F'. En consecuencia tenemos
que O(S) es un isomorfismo. o

La siguiente definicién se encuentra en la lite-
ratura la cual es equivalente a la primera defi-
nicion por el Lema 4.1.

Definicion 4.2. Un espacio moduli fino para
el problema moduli (A,~,F, ~f) €s una pareja
(M,U), donde M es una variedad y U es una
familia parametrizada por M tal que para cada
familia F parametrizada por la variedad S existe
un unico morfismo ¢ : S —» M tal que F ~; ¢*(U).

La familia U de la definicion 4.2 es conocida co-
mo la familia universal para el problema moduli
(A, ~, E ~p).

Ejemplo 3. El ejemplo 1 no es un espacio moduli
fino; consideramos la esfera de Riemann S = P!
y el haz tautolégico sobre P! definido como

O(-1):={(,z) e P! x K?*|z € I}.

El haz O(-1) no es isomorfo al haz S x K> — S,
pero definen el mismo morfismo. Por lo tanto no
existe una biyeccién entre clases de _familias pa-
rametrizadas por P! y morfismos de P! a M (i.e.
®(P') no es biyectiva). En consecuencia, no es
un espacio moduli fino.

Ejemplo 4. El ejemplo 2 no es un espacio mo-
duli fino; supongamos que es un moduli fino M.
Consideramos el haz trivial K" x P! — P! de
rango n sobre S := P!. Sean F = (K" x P',id) y
F = (K" ® 0(1),id ® id) familias parametrizadas
por P'. Los morfismos Vi, Vp : P! — M estan
dados por

VE(t) = Ve(t) = (K?,id) para todot € P'.

Los haces vectoriales (K" x P') y K" ® O(1) tie-
nen grado 0 y n respectivamente. Por lo tanto, no
pueden ser isomorfos. En consecuencia, no exis-
te una biyeccion entre familias parametrizadas
por P! y morfismos de P' a M.

En general es dificil obtener los espacios moduli
finos. En algunos casos tenemos que A/ ~ tie-
ne la estructura de variedad, pero no existe una
familia universal, por lo que no tenemos un es-
pacio moduli fino. A continuacién introducimos
un concepto llamado espacio moduli grueso tal
que no depende de la relacion de equivalencia
entre las familias.

Definicion 4.3. Un espacio moduli grueso pa-
ra un problema moduli (4, ~, F, ~f) es una varie-
dad M junto con una transformacion natural

d: F — Hom(—, M)
tal que
1. ®(pto) es biyectivo.

2. Para cada variedad N y cada transforma-
cion natural

Y :F — Hom(—,N),
existe una unica transformacién natural
Q : Hom(—, M) — Hom(—,N),
tal que

w:QoCD

Si el problema moduli es grueso entonces sa-
tisface las siguientes propiedades:

» Existe una variedad M y un isomorfismo
a:Al ~— M.

» Para cada familia F parametrizada por S,
induce un morfismo Vr: S — M.
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= Existen dos familias no equivalentes indu-
ciendo el mismo morfismo.

= No necesariamente existe una familia uni-
versal que parametriza los objetos de M.

A continuacion explicamos dos conceptos para
la no existencia de un espacio moduli los cua-
les son el fenomeno del salto y la existencia de
automorfismos de los objetos.

Automorfismos: Si los objetos de A tienen au-
tomorfismos es dificil construir el espacio mo-
duli fino ya que si tomamos un objeto ¢ € A
con un automorfismo ¢ : C — C, es posible
construir una familia no trivial parametrizada
por una variedad S tal que el objeto F; parame-
trizado por s es isomorfo a ¢ para cada punto
s € S. Por lo tanto F induce el morfismo cons-
tante Vr: S — M, pero F no es trivial. Entonces
@(S) no es un isomorfismo. Sin embargo, si los
objetos tienen automorfismos es posible tener
un moduli grueso.

Fenomeno del salto: Una razén para que
no exista los espacio moduli es llamado el
fenomeno del salto. Este fenémeno consiste en
la existencia de familias parametrizadas por S
una variedad irreducible de dimension mayor a
cero y un punto sp € S tal que

1. F, ~ Fy para todo s,s" € S — {so};

2. F,, » F; para s # 5.

Supongamos que existe M un espacio moduli
grueso. La familia F parametrizada por S indu-
ce el morfismo Vr : S - M, como S es conexo
por lo tanto la imagen Vg(S) = {F;,, F;s} es cone-
x0, lo cual es imposible. En consecuencia no
existe moduli grueso.

Ejemplo 5. El ejemplo 2 no es un espacio mo-
duli grueso; consideramos F = K> x K — K el
haz trivial de rango 2 sobre K. Fijamos A € K y
definimos el endomorfismo de haces

T:-K2xK — K?xK
(v y),2) = ((Ax+zy, Ay),2).
donde z € K. La_familia (K?> x K, T) esta parame-

trizada por K, y para cadaz € K la forma canéni-
ca de Jordan para el endomorfismo T, esta dada

por
Aoz
0 A
Es bien conocido que si z # 0, las matrices T.
y Tp no son equivalentes. Mdas aun, para todo
20,21 € K* tenemos que (K?,T,) ~ (K?,T,,). Es-
te problema moduli tiene el fenémeno del salto,
entonces no es un moduli grueso.

5. Problema moduli de Haces
vectoriales

En esta seccion consideramos el problema mo-
duli de haces vectoriales sobre X una curva
suave proyectiva de género g. Primero defini-
mos la relacion de equivalencia entre los obje-
tos, el concepto de familia de los objetos para-
metrizados por una variedad S y la familia in-
ducida. Por ultimo, explicamos los principales
problemas en la construcciéon del espacio mo-
duli de haces vectoriales.

Decimos que dos haces vectoriales E y F so-
bre X son equivalentes si existe un isomorfismo
h: E — F de haces vectoriales. Notemos que un
invariante que debemos fijar es el rango del haz
vectorial.

Familias: Dada una variedad S, necesitamos
obtener un haz vectorial E; por cada puntos € S.
Por lo tanto podemos definir una familia de ha-
ces vectoriales sobre X parametrizados por una
variedad S es un haz vectorial E sobre X X S.
Consideremos un punto s € S y la inclusién
i:Xx{s} » Xx8§S, si E es un haz vectorial sobre
X x S entonces el "pullback” i*(E) define un haz
vectorial E; sobre X.

Relacion de equivalencia entre familias: Dos
familias E y F parametrizadas por S son equi-
valentes si existe un isomorfismo / : E — F de
haces vectoriales sobre X X S.

Familia inducida: Consideremos una familia E
parametrizada por Sy ¢ : S — S un morfismo.
La familia inducida esta dada por F = (idx¢)*(E).
La familia F es un haz vectorial sobre X x S.

El problema moduli de haces vectoriales no
es un espacio moduli fino: consideremos una
variedad S y un haz vectorial E sobre X x S. De-
notamos por 7 : X X S — S la proyeccion al se-
gundo factor. Sea L un haz lineal no trivial so-
bre S, entonces existe una cubierta {U,} de S tal
que L[y, es trivial. Por lo tanto 7*(L|y,) es trivial
sobre X x U,. En consecuencia

E ® 7' (L)Ixxu, = Elxxu, ® 7 (L)|xxu, = Elxxu,-

Si el problema moduli de haces vectoriales es
un espacio moduli fino, entonces existe una va-
riedad M y morfismos «, : S — M correspon-
dientes a las familias Ey E' = E® (L) respecti-
vamente. Dado que El|xxy, ¥ E'|xxy, son isomor-
fos, nosotros tenemos aly, = fly, y en conse-
cuencia a = f. Pero es posible que E 'y E' no son
isomorfas y los morfismos a y § deberian de ser
distintos.
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En este caso, con esta definicion de equivalen-
cia para familia, tenemos que dos familias no
equivalentes le corresponden el mismo morfis-
mo. Por lo tanto @(S) no seria una biyeccion y
no existe una familia universal U. En conse-
cuencia, no tenemos un espacio moduli fino.
Sin embargo, podemos cambiar la relacion de
equivalencia entre familias. Decimos que dos
familias E y F parametrizadas por una varie-
dad S son equivalentes si existe un haz lineal L
sobre S tal que E es isomorfo a F ® 7*(L) como
haces vectoriales sobre X x S.

El problema moduli de haces vectorialesde ran-
go mayor a 1 no es un espacio moduli grueso:
Mumford demostr6 que el conjunto A de haces
vectoriales de rango n > 2 no esta acotado, es-
to quiere decir, que no existe una variedad S y
un haz sobre X x S tal que A C {E|xxls € S}.
Si el conjunto A no esta acotado, entonces no
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RESUMEN. El objetivo de estas notas es dar una introduccion a la teoria matematica de campos de norma que
son utilizados (después de la cuantizacion) para describir tres interacciones fundamentales: la electromagnética,

la débil y la fuerte.

1. Preliminares

Recordamos que una variedad topologica es un espa-
cio topolégico de Hausdorff (segundo numerable) que
localmente es parecido al R” para un n € IN. Para pre-
cisar que significa parece localmente al R", usaremos
un atlas observando que conjuntos homeomorfos son
topologicamente indistinguibles.

Definicion 1.1. Una carta (U, ¢) para una variedad
M de dimensién n esta dada por un abierto U ¢ M y
un homeomorfismo ¢ : U — V C R", donde V = p(U) es
un abierto del R". Una coleccion de cartas {(Uy, Pa)lacr
tal que M = a%u“ se llama un atlas. Las funciones

Qa:UycM—-R",
Pa(p) = %a(p) = (' (p), ..., x"(p)) € R". (1)

se llaman coordenadas locales.

Un ejemplo estandar es el superficie de la tierra (apro-
ximadamente una 2-esfera) con un atlas completo,
es decir, cualquier punto del superficie esta repre-
sentado en una carta con una imagen en una hoja
de papel (subconjunto del R?). Otro ejemplo funda-
mental — porque es el caso ejemplar — es un abierto
U c R" con el atlas {(U,id)}. Por otro lado, las varieda-
des pueden ser bastante abstractos como por ejem-
plo los espacios proyectivos CP" := C"*! \ {0}/ ~, donde
x ~y e x = Ay para un A € C. Observan que un
punto en la variedad CP” es en realidad una clase de
equivalencia dado por una linea compleja en C**!.

Nuestro objetivo es aplicar el calculo diferencial e
integral del R" a variedades (abstractas). Para es-
to usaremos las coordenadas locales como en (1).
Por ejemplo, para estudiar el cambio de una funcion
f:M — Ren p e M, podemos considerar la funcion
foprt: pa(Uy) € R" > R en x,(p) € R" (siempre que
p € Uy) yaque fop,! es una funcion definida en R". Es
importante destacar el siguiente principio fundamen-
tal: jToda definicion y todo calculo que se hace en
coordenadas locales no debe depender de la carta
que eligimos! Por ejemplo, para que la diferenciabili-
dad de f o ¢! garantice la diferenciabilidad de f o (Pﬁ_l

en todo punto de ¢g(U, N Up), basta que ¢, o (pﬁgl es
diferenciable ya que f o (p; =(foprl)o(pso goﬁgl).

Definicion 1.2. Una estructura diferenciable para
una variedad M esta dada por un atlas diferenciable,
es decir, un atlas {(Ua, ¢a)}aer tal que si U, N Ug # 0,

Qg o (pgl tpa(U, NUg) € R" — R” son de clase C*. (2)

Dos atlas definen la misma estructura diferenciable si
la union es un atlas diferenciable. Sea N otra variedad
con atlas diferenciable {(V,, ¢,)},¢;, y U C M abierto.
Decimos que una funcién continua f : U ¢ M — N es
diferenciable, si las funciones (si U, N f’l(Vy) #0),

Pyofopy! : pa(UaNf1(V,)) € R" - R”" son de clase C*.
(3)

Una variedad con una estructura diferenciable llama-
mos variedad diferenciable. Es facil ver que, si My F
son variedades diferenciables, entonces M X F es una
variedad diferenciable. Los ejemplos mas importan-
tes de funciones diferenciables son las coordenadas
locales en (1).

Para poder hablar del “cambio de una funcién en di-
reccion X” o de un “movimiento en direccion X”, de-
finiremos el espacio tangente T,M que es el espacio
lineal de todas las direcciones en p € M. Si M C R”
y ¢ : (—€,¢) - M es diferencible, entonces ¢’(0) defi-
ne un vector tangente a M en p = ¢(0), por lo tanto
c’(0) € T,M, y el espacio tangente en p es el conjunto
de todas estas direcciones. Desafortunadamente, si
M no es un subconjunto de un espacio lineal, la ex-
presion %(C(l’) —¢(0)) no tiene sentido y por lo tanto no
se puede calcular el limite ¢’(0) = lti_r)%%(c(t) —¢(0)). Pa-

ra resolver este problema, usaremos simplemente la
curva misma para definir una direccién en M, obser-
vando que diferentes curvas pueden definir la misma
direccion. Nuestra definiciéon del espacio tangente es
la siguiente:
T,M = {[c] : c:(~¢&, &) — M diferenciable, c(0) = p},
donde

a~c e al0)=c0)y

(pacc1)'(0) =(paoc2)(0) paraun a €l

Por (3), la definicién no depende de la carta (U,, ¢a).
La aplicacion 0, : T,M — R", ©u([c]) = (¢a 0 ¢)'(0) es
biyectiva, por lo tanto podemos dotar a T,M una es-
tructura de un espacio vectorial por ui[ci] + pzlez] =
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0! (t11(@aocr) (0)+12(Pa0c2)’(0)), p, p2 € R. Dada la ba-
se canoénica {e; := (1,0,...,0),...,¢e, := (0,...,0,1)} Cc R,
definimos la base canénica {3%,..., %} € T,M por
2 = 0;!(e)). Si Uy, NUg # 0y si cambiamos los coor-
denadas locales x, por yg(x,) := @go@;'(x,), obtenemos

por la regla de cadena

9 _ v W) 9
=L T oy (4)

Las funciones

tga 1= D(p 0 0;") : PulUa N Up) = GL(n),

n

k
e = (282 2

se llama funciones de transicién y juegan un papel
importante en la construcciéon del llamado haz tan-
gente TM.

Observamos que T,M N T,M = 0 si p # g, y defini-
mos TM := UpemTp,M. La topologia de TM sera dada
por un atlas diferenciable (la topologia mas pequea
tal que todas las funciones de cooordenadas locales
son continuas). Para encontrar un atlas diferenciable
{(Va, Pa)}aer, definimos

Ve = | My 6)
pel,
Va (Zl X/(p) %) = (@ap), X (), ., X" ()
f=
€ p.(Uy) X R".

Usando (2), (4) y (5), se verifica facilmente que g0y}
son de clase C* para todo a,f € 1.

2. Grupos de Lie

En la fisica, una simetria es una transformacion in-
vertible que no cambia las magnitudes fisicas del sis-
tema, por ejemplo una rotaciéon o una traslacion del
espacio R” no cambia la distancia entre dos puntos.
Como la composicion de dos simetrias y el inverso
también son simetrias, las simetrias forman un gru-
po. En situaciones favorables, las simetrias dependen
de ciertos parametros continuos que permiten una
descripcion como variedad diferenciable. El concepto
matematico correspondiente es el de un grupo de Lie.
Un grupo de Lie es una variedad diferenciable G
con una estructura de un grupo tal que la multi-
plicacion G x G > (h,¢) — hg € G y mapeo del in-
verso G > ¢ — ¢! € G son diferenciables. Ejem-
plos de grupos de Lie son GL(n,R) y GL(n,C) ya
que det : Mat,(K) — K es continua y por lo tanto
GL(1,K) = det '(K \ {0}) € Mat,(K) = K" es un conjun-
to abierto. Ademas, la multiplicacién de matrices es
una funcion polinémica y el inverso A™' = gi-radj(A)
es una funcion racional, por lo tanto son diferencia-
bles. Los subgrupos

SO(n) := {A € GL(n,R) : AA* = id = A'A, det(A) = 1},
U(n) := {U e GL(n,C): U =id = U'U}, y
SU(n) := {U € Un) : det(U) = 1}

también son grupos de Lie. El grupo U(1) x SU(2) x
SU(3) se conoce en el modelo estandar como el grupo
de simetrias internas de las particulas elementales,
mientras las simetrias del espacio-tiempo (transfor-
maciones de coordenadas, rotaciones, traslaciones,
etc.) se consideran simetrias externas.

Sea G ¢ Mat,(K), K € {R,C}, un grupo de Lie. Con-
sideramos el espacio tangente g := T;4G como un
subespacio R-lineal de Mat,(K) = K" por la biyec-
cion TigG > [c] — /(0) € Mat,(K). El espacio lineal
g C Mat,(K) se vuelve un dlgebra de Lie con el cor-
chete de Lie [,] : ¢ X g = g dado por el conmutator
de matrices [A,B] := AB — BA, es decir, [,,:] es una
aplicacion bilineal y antisimétrica que cumple con la
identidad de Jacobi [A, [B, C]]+[B, [C,A]]+I[C, [A, B]] = 0.

3. Haces fibrados

Recordemos que, si M y F son variedades diferencia-
bles, entonces M X F es una variedad diferenciable.
El objetivo de esta seccion es generalizar el produc-
to M X F a construcciones menos triviales tal que la
nueva variedad solo localmente parezca a un produc-
to cartesiano.

Definicion 3.1. Decimos que una variedad diferen-
ciable E es un haz fibrado con fibra F y base M, si exis-
te una funcién diferenciable sobreyectivan : E — M tal
que para cualquier p € M existe un entorno U ¢ M de
p y un difeomorfismo Wy : n}(U) = UXF tal que
Wy(n'(p)) = (p) X F = F.

SiF y nl(p) tienen la estructura de un espacio vecto-
rial de dimensién finita sobre R o C, y Wy : n ' (p) —
{p} X F = F es un isomorfismo lineal para cada p € M,
decimos que E es un haz vectorial.

Una seccion local de un haz fibrado esta dado por una
Jfuncién diferenciable s : U ¢ M — E tal que s(p) € ' (p)
para todo p € U o, equivalente, mos =id. Si U = M,
decimos que s es una seccion global y denotamos el
espacio de todas las secciones globales por I'(E).

Observamos que, si F = K™, entonces i (U) = UxK"™,
es decir, localmente podemos asumir que E esta dado
por un producto cartesiano U X R"™ o U x C™. En este
caso, cualquier seccion local s : U — n}(U) = U x K™
se puede escribir como s(p) = (p,v(p)), donde v : U —
K™ es diferenciable. Si expresamos la misma seccion
s en diferentes cartas U, 3 p — (p,v.(p)) € Uy x K" y
Ug > p — (p,vp(p)) € Ug X K™, entonces los isomorfis-
mos Wy, o ‘I/&i determinan funciones diferenciables
tga : UaNUp — GL(n, K) tal que (p, vp(p)) = (p, tpa(p) va(p))
para todo p € U, N Ug. Estas llamadas funciones de
transicién satisfacen obviamente

(@) taq = 1id, (ii) taptpa = id, (if) taptpy tya = id, (7)
para todo «, B,y € 1.

Se puede demostrar que E es isomorfa (difeomorfa
como variedades con isomorfismos lineales en cada
fibra) a la siguiente construcciéon
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E

IR

(0 UyxK")/ ~,
a€l
(Pasva) ~ (Pp,vp) & pa=pp=p, Up=tpa(p)0a- (8)

Un ejemplo de un haz vectorial es TM con 7t : TM —
M, n(X(p)) = p para todo X(p) € T,M y las funciones de
transicion (5). En este caso, F = R", donde n = dim(M).
Como todas las aplicaciones lineales 4, (p) son inver-
tibles por (7.ii), sabemos que t3,(p) € GL(11,K). Sin em-
bargo, en casos favorables puede existir un subgrupo
de Lie mas pequeno G ¢ GL(n, K) tal que #4,(p) € G pa-
ra todo a,f € I 'y p € U, N Up. Por ejemplo, si dotamos
(de manera diferenciable) a cada fibra F = K" con un
producto interno y elegimos secciones de bases or-
tonormales en las trivializaciones locales, podemos
lograr que tg,(ps) € O(m) si K = R 0 tga(pa) € U(m) si
K = C. El grupo G c GL(n, K) se llama grupo de estruc-
tura para el haz E y cualquier metodo para encontrar
un grupo mas pequeno se llama reduccion del grupo
de estructura. .

Si reemplazamos E en (8) por PG = (HLEJI u, x G)/ ~,0b-

tenemos un haz fibrado con fibra G y una accién de la
derecha (libre y transitiva en cada fibra) <: PxG — P
dada por [(pa,ga)] < & = [(Par&eg)]. El haz PG es un
ejemplo de un haz principal y retne toda la informa-
cion necesaria para la construccion de haces como
en (8). Aunque el haz P¢ proporciona un marco ade-
cuado para la teoria de norma (y es preferido por los
matematicos), el desarrollo de la teoria de haces prin-
cipales rebasaria el alcance de estas notas.

4. El grupo de norma

Existe cierta confusién con respecto al grupo de nor-
ma porque algunos fisicos identifican inapropiada-
mente el grupo de estructura con el grupo de norma,
y se puede facilmente confundir el grupo de norma
con el espacio de secciones de P°.

Definicion 4.1. Dado un haz fibrado con base M,
grupo de estructura G y funciones de transicion tg, :
U, N Uz — G, consideramos

G = (a%uax(;)/~,
(Par82) ~ W5, 8) € Pa =P 8 = tpa(pa) S tha (Pa)-

El grupo de norma es el espacio de secciones globales
I'(G) :={s: M — G : diferenciable, mos=1id} (9)

con la multiplicacion punto a punto (s152)(p) := s1(p)s2(p)
para todop € M.

Observamos que I'(G) # 0 ya que la seccion global
constante e(p) = id € G es el elemento neutro en I'(G).
Esta situacion es muy diferente al P¢, donde seccio-
nes globales existen si y solo si P° = M x G. Ademas,
si G es abeliano, entonces G = M X G mediante la apli-
cacion bien definida G 3 [(pa, o)1 = (Pa, o) € M X G.

La importancia de I'(G) reside en que, para todo haz
fibrado isomorfa a una construccion como E en (8),

los elementos s € I'(G) definen una accién sobre E por

S(pa)([pmvzx)] = [pmhava)]r (10)

donde Sfuﬂ= [(pm ha)]r (Pm ha) €U, xG.

La formula (10) sigue siendo valida si reemplazamos
K™ en (8) por una fibra F con una accién de la izquier-
da GXF > (t,v) — tv € F. Por ejemplo, I'(G) actua sobre
PG por multiplicacién por la izquierda.

5. Derivada covariante y trans-
porte paralelo

Dado un haz vectorial E, una seccién local s : U —
n}(U) = Ux K" y un vector tangente X = [c] € T,M,
p € U, queremos calcular el “cambio de s en direc-
cion de X”, lo cual denotaremos por Vxs(p). Primero
observamos que las derivadas parciales en coordena-
das locales no sirven de mucho para este fin ya que
una seccion local s(p) = [(p;!(x),v)], vo € K", puede
ser constante en coordenadas locales x = @,(p) pero
no lo es en coordenadas locales y = @g(p), por ejem-
plo si tg.(p) = tﬁa((pgl(y)) no es constante con respeto

a la variable y, entonces s(p) = [((pgl(y), vp(y)], donde

vp(y) = t,ga(golgl(y))vo no es necesariamente una funcion
constante.

Otro intento seria definir la “derivada direccional”
Vxs(p) por el limite de un cociente diferencial de la

forma ltirrol%(s(c(t)) - S(C(O))), donde ¢ esta definido por

X = [c]. Ahora el problema es que los vectores s(c(t)) €
7 (c(t) y s(c(0)) € nl(c(0)) pertenecen a diferentes
espacios lineales: 71 (c(t)) N 7= 1(c(0)) = 0 si c(t) # c(0).
Por lo tanto la diferencia en el cociente diferencial no
esta bien definido.

Para dar sentido al cociente diferencial, debemos
transportar el vector s(c(t)) € n~!(c(t)) a la fibra 71 (c(0))
sin cambiar sus magnitudes fisicas o, en otras pa-
labras, “lo mas paralelo posible”. El problema al que
nos enfrentamos ahora es: jEl transporte paralelo a
lo largo de una curva puede depender de la curva!
Para verlo, consideramos una 2-esfera $*> ¢ R3. Si un
punto de masa se mueve sobre la $*> con velocidad
constante sin aceleracion externa, su trayectoria es
un circulo grande, y si transportamos un vector tan-
gente a lo largo de un circulo grande lo mas paralelo
posible, entonces no se cambia la magnitud del vec-
tor ni el angulo con el vector de velocidad. Como se
ve en la figura 1, el resultado es diferente si trans-
portamos el vector en C al A a lo largo de la curva
CA al que si lo transportamos primero a lo largo de
CBy después a lo largo de BA. Para que el transporte
paralelo sea bien definido, se tiene que definir para
cualquier curva diferenciable (a pedazos).

Figura 1.
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Para resolver el problema de la definicion de la deri-
vada direccional, observamos primero que el trans-
porte paralelo y la derivada covariante son notacio-
nes equivalentes. Dado una derivada covariante Vy :
I'(E) — I'(E), donde X € I'(TM), se define el transporte
paralelo de un vector sy € w7 1(c(fo)) a lo largo de una
curva diferenciable ¢ por la ecuacion diferencial de
primer orden V,s(c(t)) = 0 con condiciones iniciales
s(c(to)) = so, donde c’(t) = [c] € Ty M. Por el teorema de
existencia y unicidad, existe una tnica solucion a lo
largo de c.

Dado un transporte paralelo I, : 7~ !(c(t)) — 7 (c(to))
para cualquier curva diferenciable ¢, podemos definir

I (s(c(£))) — 5(c(0))
. ,

Vxs(p) := lim (11)
t—0

donde X = [c] € T,M. Mencionamos ademas que, sin

condiciones adicionales, la derivada covariante no es

unica, y cada derivada covariante puede correspon-

der a otra situacion fisica.

6. Campos de norma

En esta seccién queremos estudiar un sistema fisi-
co concreto (antes de la cuantizacion). La variedad
M corresponde a una region del espacio-tiempo, las
particulas elementares son representados por una
seccion en un haz vectorial E con fibra C”, donde m
se relaciona con los numeros cuanticos que carac-
terizan las particulas elementales (momento angu-
lar orbital, espin, hipercarga, etc.). Dado un produc-
to interno en cada fibra, la funcion M 5 p — |s(p)|]?
podemos interpretar como una densidad de proba-
bilidad de encontrar las particulas en cierta region
(asumiendo que la integral sobre M es 1).
Supongamos que existe una simetria, dado por un
grupo de Lie G ¢ GL(m,C), que no cambia las mag-
nitudes fisicas. Como un cambio de coordenadas no
debe cambiar las magnitudes fisicas, consideramos
G como el grupo de estructura, es decir tg(p) € G
en (8). Ademas recordemos que el grupo de norma
I'(G) actua sobre secciones de E como un grupo de
simetria.

En teoria, un fisico experimental puede determinar el
transporte paralelo por llevar una particula de prue-
ba y un aparato de medicion a lo largo de una cur-
va sin actuar con fuerzas (mecanicas) externas so-
bre la particula, por lo que suponemos que tene-
mos conocimiento completo sobre el transporte pa-
ralelo. En una carta local n;l(lla) = U, x C", iden-
tificamos una base ortonormal con la base canoéni-
ca {ei(p),...,em(p)} € C" (siempre es posible por una
transformacion unitaria). jEs importante notar que
los vectores de la base candnica no son necesa-
riamente paralelos! Ahora podemos considerar el
transporte paralelo de la base {e;(p), ..., ex(p)} a lo lar-
go de una curva ¢ con ¢(0) = p. Como las magnitudes
fisicas no cambian por el transporte paralelo, existe

para cada t una matriz g(t) := (g,]((t) /’7’,(:1 € G c GL(m,C)

tal que I (ex(c(t)) = ZT:] gi(t)e j(t). En particular, si con-
sideramos los vectores % = [c] € T,M de la base
canonica del espacio tangente, obtenemos n = dim(M)

funciones g;(t) := (gf.lk(if));f’k:1 € G tal que TI,(ex(ci(t) =

8iH(ejp) = L 8], (Vej(p) y 8i(0) = id. Aplicando (11),
obtenemos

TT, (ex(ci(t)) — ex(p)
m

Vzadp) = lin : /
i 80— D)

t—0 t

= gH0)(e(p)).

Dado que g; : (—€¢,6) — G es diferenciable, notamos
que g/(0) € TiyG = g C Mat,(C), es decir, la derivada
covariante V £ de la base canoénica {e1(p), ..., em(p)} esta
determinadoaxpor n matrices ¢(0) en el algebra de Lie
g del grupo de estructura G.

Notamos la siguiente regla de Leibniz: Dada una fun-
cién diferenciable s* : U, — C, consideramos c;(t) =
(pgl(xl,...,x,- +t,...,x,) tal que [¢;] = % € T,M. Con un
ligero abuso de notacion, escribimos st(x) := s¥(¢;!(x))
asi que ltg%%(Sk(ci(t)) —s5(ci(0)) = g—j:(x). Entonces, usan-
do que el transporte paralelo I, es una aplicacion
lineal, calculamos

m m k(. ‘ ok
Vi(ZSk(p)ek(p)) = Fnol IICi(S (Cz(t)ek(czt(t)) s (p)gk(p)’
ok - k=1
m k(. ok
= lti_l'}(')l kE:1 (MHC,(EI((Q(”))

T, (ex(ci(t)) — e(p) |

+5(6(0) t ;

= %ﬁ,’o ex(p) + kZ1Sk(x) (g{rk)’(O) ej(p).
/)=

Si redefinimos A;(p) := £¢/(0) € Mat,,(C), donde «x € R
denota una constante de acoplamiento (un escala-
miento para obtener unidades conocidas), podemos
escribir (12) brevemente

Va = 2 +ikA;, donde iA;€gcCMat,(C). (12)
Ademas, la aplicacion X — Vx es lineal, entonces
la derivada covariante esta unicamente determinado
por (12).

Recordemos que el transporte paralelo y la derivada
covariante son notaciones equivalentes. Observamos
que, si Aj(p) = 0O paratodoi =1,..,ny p € U,, en-
tonces la base canodnica {e1(p), ..., en(p)} es paralelo y el
transporte parelelo esta dado por asignar coeficientes
constantes. jEntonces no depende del camino c!
Por otro lado, si V% = % y si cambiamos las coor-

denadas por y(x) := ¢g o @3l (x) (equivalente: x(y) =
Pq © qa;l(y)], obtenemos las formulas de transforma-
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cion

n

AW L 57V 2 (s sp(w)):

Vo sg(y)

ayl

= )X ;%i%(taﬁ(y)sﬁ(y));

= LWL 25 %5 + 300 tly) X355

=ty f”“” $p(y) + 5o

= (& +tﬁa<y>f”§f; Jss(¥), (13)
at“g(y

entonces Aj(y) = tg(y)—; 7~ y posiblemente A;(y) # 0

aunque el transporte paralelo sigue siendo indepen-
diente del camino sobre U, N Uy porque no depende
de las coordenadas locales.

La Ecuacion (13) la podemos también interpretar
de la siguiente manera: ¢Tal vez la aparicion de las
matrices Aj(y) # 0 esta causada por una mala elec-
cion de coordenadas locales y siempre existen otras
coordenadas locales x = x(y) tal que A;(x) = 0? La
respuesta a esta pregunta se encuentra en el con-
cepto matematico denominado curvatura. Dado una
derivada covariante en coordenadas locales como en
(12), se define la curvatura (salvo la constante ix) en
coordenadas locales x = @,(p) por

Fij(x) = 22090 _ 9409 44 [4,(x), Aj(0)] € Mat,(©). (14)

Resulta que, si F;j(x) = 0 para todo x € ¢,(U,) y todo
i,j =1,..,n, entonces el transporte paralelo es in-
dependiente del camino sobre U,. Es una propiedad
intrinseca de la derivada covariante, es decir, no de-
pende de coordenadas locales. Puede ocurrir en cual-
quier variedad diferenciable aunque los casos mas
interesantes son los de haces vectoriales no triviales
para los cuales la topologia obliga que F;j(x) # 0 en al-
guna region. Por ejemplo no existe una seccion global
(campo vectorial) del haz tangente de la 2-esfera que
no se anula en ningun punto (teorema de la bola pe-
luda), pero si F;; = 0, podriamos construir tal campo
vectorial por transportar un vector no nulo a todas
partes.

La pregunta mas importante de estas notas es: ;Cual
es la interpretacion fisica de la curvatura? Matemati-
camente sabemos que la curvatura es una obstruc-
cion para que el transporte paralelo sea independien-
te del camino. Fisicamente interpretamos el trans-
porte paralelo como el transporte de un estado fisi-
co sin aplicar fuerzas externas a lo largo de una tra-
yectoria. Sin embargo, si la curvatura es diferente a
0, existen curvas cerradas tal que el transporte pa-
ralelo causa un cambio de estado fisico aunque las
magnitudes observables no han cambiado. ¢A qué
podemos atribuir este cambio? Aun no hemos defi-
nido que es una fuerza. Si definimos la ausencia de
fuerzas por la ausencia de cambios de estados fisicos,

es muy natural concluir que la presencia de curva-
tura es causado por una fuerza, o la curvatura esta
causando una fuerza, y como no se actuo sobre el sis-
tema durante el transporte paralelo con una fuerza
externa, consideramos la curvatura como una fuerza
interna. El principio fundamental que postulamos es:
curvatura ~ fuerza
Es interesante notar que el postulado reune las 4
fuerzas fundamentales en el mismo principio: la gra-
vedad se manifiesta en la curvatura del espacio tiem-
po. y las fuerzas electromagnéticas, débiles y fuer-
tes de las particulas elementales se explican por
una cuantizacion de los campos de curvatura de
(14) con el grupo de estructura (simetrias internas)
U(1) x SU(2) x SU(3).

7. Ejemplo: Electromagnétismo

Consideramos el ejemplo mas simple y mas promi-
nente, el electromagnétismo asociado a una teoria de
norma con el grupo de estructura U(1). Considerando
el grupo de Lie U(1) como la variedad diferenciable 1-
dimensional U(1) = $' :={z € C: |z] = 1} ¢ C = Mat;(C),
obtenemos los isomorfismos

{0) : [e()] = [e"V] € T,S"};

{iy’(0) : y:(-€,€) » R, y(0) =0};
= jR.

u(1) := TigU(1)

R

1R

Usando las coordenadas locales ¢@,(p) = x =
(ct,x1,%x2,%3) € R*, donde ¢ tiene el significado de tiem-
po y c denota la velocidad de la luz, obtenemos por
(12) cuatro funciones (Ag(x), A1(x), A2(x), As(x)) tal que
ixA;j(x) € u(1) = iR, por lo tanto A;(x) € R. Este 4-vector
es muy conocido, a saber, (A(x), A1(x), Az(x), As(x)) =
(%u(x),X(x)), donde u denota el potencial eléctrico y

A el vector potencial magnético. Este potencial no es
unico, si reemplazamos las funciones de transicion
tag €n (13) por un elemento del grupo de norma t €
r(g) donde G = U(1l) en la Definicién 4.1 y t(x) =
@, obtenemos por calculos similares a (13) que
(Ag(x), A1(x), Aa(x), A3(x)) Y (Ao(x), A1(x), Az(x), As(x)) +
(iagf P a(;/xl)' agiz), a;'x ) determinan el mismo campo
electromagnético. Como Mat;(C) = C es conmuta-
tiva, obtenemos [A;(x),A;(x)] = 0 en (14), entonces

9A;(:

Fij(x) = 209 _ 240) i (F\(x), Ex(x), Ea(x)) denota el
campo eléctrico y (Bi(x), B2(x),Bs(x)) denota el cam-
po magnético, obtemos el “tensor de campo electro-

magnético”

0 -iEi(x) -i1Ex(x) -1E5(v)
( ()) _ %El(x) 0 -Bs(x) By(x)
i), =0 1E(x)  Bs(x) 0 =By (x)

1E3(x) -Ba(x)  Bi(x) 0
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