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Prefacio

Las Lecciones Matemáticas del PCCM 2017 es una serie de minicursos impartidos por profesores y alumnos del
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para construir conocimiento.

Ası́ es como el presente documento, las Memorias Matemáticas, son la recopilación de las notas en las que se basó
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Héctor Alonzo Barriga Acosta

Israel Morales Jiménez
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Peces y una Flotilla Pesquera, un Análisis de
Bifurcación

Dr. Vı́ctor F. Breña Medina
Profesor-Investigador del Centro en Ciencias

Matemáticas, UNAM-Morelia

RESUMEN. Por medio de un modelo simplificado, en estas notas se explora uno de los impactos
ecológicos que tiene una flotilla pesquera en una población de peces. El modelo consiste en una
ecuación diferencial parcial no lineal de tipo parabólico, donde el ingrediente clave que se toma en
cuenta está relacionado con la cantidad limitada de alimento que tiene una población de peces. El
análisis que se presenta consiste en el uso de la teorı́a del análisis asintótico y la teorı́a de bifurca-
ción. Se presentan también algunos resultados numéricos.

Palabras clave: Ecuaciones de reacción-difusión, Análisis de bifurcación, Análisis asintótico.

1. Introducción

El tipo de problemas matemáticos que a me-
nudo son piezas clave para el entendimiento de
ciertos fenómenos suelen ser de naturaleza no
lineal. Algunas de las caracterı́sticas dinámicas
que se manifiestan en estos fenómenos pueden
ser representadas por medio de variables conti-
nuas y/o discretas. Asimismo, las caracterı́sti-
cas de estos fenómenos son comúnmente for-
muladas en términos de relaciones de corres-
pondencia. De este modo, estos fenómenos son
susceptibles de entenderse utilizando la teorı́a
de los sistemas dinámicos. Desde este punto de
vista, los ingredientes clave del tipo de análi-
sis que se aborda en estas notas son: (i) las
variables de estado, las cuales representan de-
terminadas propiedades de un fenómeno; estas
variables están relacionadas por medio de cier-
tas (ii) relaciones de correspondencia y un ope-
rador de evolución; finalmente, (iii) un conjunto
de parámetros caracterizan al fenómeno en es-
tudio. Estos son las componentes esenciales de
un sistema dinámico.
El enfoque que abordaremos aquı́ consistirá del
uso de variables de estado continuas. De esta
forma, echaremos mano de la teorı́a de las ecua-
ciones diferenciales (ordinarias y parciales). Un
ejemplo de esto son las ecuaciones de movimien-
to que describen la trayectoria de una partı́cula
bajo la influencia de un campo de fuerzas. Es-
tas ecuaciones con consecuencia directa de las
Leyes de Newton y pueden escribirse en la for-

ma

du
dt
= f(u;µ) , u ∈ R2n , µ ∈ Rm , (1)

donde uT ≡ (q,p) es la variable de estado. Es-
ta variable se define por la posición generaliza-
da q y el momentum generalizado p. Por otro
lado, µ es el vector de parámetros asociado a
este fenómeno fı́sico; por ejemplo, la masa de
la partı́cula, la magnitud del campo electro-
magnético, coeficientes de fricción y viscosidad,
entre otros. Nótese que los elementos que dan
pie al sistema (1) definen un sistema dinámico;
en otras palabras, este sistema está compren-
dido por: (i) una variable de estado u, (ii) un
operador de evolución d/dt, (iii) una relación de
correspondencia f y (iv) un vector de paráme-
tros µ.
El enfoque que seguiremos en estas lecciones
consistirá en considerar el problema que aquı́
se analiza como un sistema dinámico. En lugar
de la función f, trabajaremos con un funcional
F cuyo dominio es un espacio de Banach B.
De este modo, el problema a resolver tomará la
forma siguiente:

ut = F (u;µ) , u ∈ B , µ ∈ Rm , (2)

donde ut denota el operador de evolución de la
variable de estado respecto a la variable inde-
pendiente. En estas lecciones nos referiremos a
t como la variable independiente que represen-
ta el tiempo. En este sentido, ut es la razón de
cambio instantáneo de u respecto al tiempo.
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Ahora, debido a que los fenómenos en biologı́a,
quı́mica, fı́sica e ingenierı́a son no lineales, en
general F es un funcional con esta misma pro-
piedad. De este manera, los objetos matemáti-
cos que dan lugar a un modelo matemático—
e.g. funciones e integrales—generalmente no
pueden ser evaluados exactamente. Con el fin
de llevar a cabo un estudio profundo, es nece-
sario conocer algunos comportamientos apro-
ximados de estas evaluaciones. Para ello, el
análisis asintótico es una poderosa teorı́a que
es esencial para el entendimiento de problemas
no lineales. Por ejemplo, la fórmula de Stirling
para la función factorial está dada por

n! ∼
√

2πnn+1/2e−n , cuando n→∞ ; (3)

véase, por ejemplo, [1] para los detalles de la de-
ducción de (3) por medio del análisis asintótico.
La intención de estas lecciones es dar respues-
ta a interrogantes desde el punto de vista de
la teorı́a de bifurcación en un ejemplo sencillo.
Primero se exponen algunas nociones básicas
del análisis asintótico, en seguida se construye
el modelo en cuestión y procederemos al análi-
sis; se muestran algunas simulaciones numéri-
cas. En la última sección, se presentan algunos
comentarios finales.

1.1. Algunos conceptos básicos
Con el fin de comenzar el análisis del problema
que en la siguiente sub-sección se expone, re-
pasemos de manera informal algunos concep-
tos básicos.

Variando parámetros

Primero, notemos que el sistema (2) tiene la ca-
racterı́stica que todos los valores de la variable
de estado u∗ tales que no cambian respecto al
tiempo, satisfacen la ecuación F (u∗;µ) = 0. Es-
tos valores son conocidos como soluciones de
equilibrio. Por el otro lado, debido al Teorema de
la Función Implı́cita (TFImp), estas soluciones
de equilibrio dependen de los parámetros. Esto
quiere decir que para cada valor de los paráme-
tros, se tiene un valor de la solución de equili-
brio, i.e. u∗ = u∗(µ). Hacemos énfasis en el hecho
que la existencia de esta última relación depen-
de de las condiciones necesarias y suficientes
del TFImp.
El conjunto de soluciones del sistema dinámi-
co (2), ya sean de equilibrio o no, cambian al
variar uno o más parámetros. Es decir, al variar
los parámetros, las soluciones cambian de tal
manera que: (i) son topológicamente equivalen-
tes al conjunto de soluciones originales (previa-
mente a la variación de los parámetros) o (ii) su

topologı́a cambia. Cuando lo segundo ocurre,
diremos que una bifurcación es un cambio to-
pológico de las soluciones de equilibrio cuando
sus parámetros cruzan un valor crı́tico de bifur-
cación.
Arquetipos de bifurcaciones pueden encontrar-
se en la naturaleza. Por ejemplo, la velocidad
de caı́da de un paracaidista cambia respecto al
área de contacto del paracaı́das. Es decir, la ve-
locidad de caı́da sufre un cambio drástico en el
momento en que el paracaı́das se abre. Para un
estudio detallado de una amplia diversidad de
tipos de bifurcaciones, véase [2].

Aproximaciones con encanto

Ahora, el sı́mbolo ∼ utilizado en (3), indi-
ca cuando dos funciones son asintóticamente
equivalentes; dicho de otra forma, la función n!
y la función

√
2πnn+1/2e−n son aproximadamente

equivalentes cuando n� 1. Los sı́mbolos� y�
son utilizados para indicar valores asintótica-
mente por debajo o por arriba, respectivamen-
te, del valor que se está comparando.
En el sentido expuesto en el párrafo anterior,
una de las nociones más básicas y relevantes
en la teorı́a del análisis asintótico es la nota-
ción de orden. Esta notación tiene dos caras,
las cuales son:

1. f (z) = O(g(z)). Una función f (z) se dice
que es de orden O-grande de g(z) cuando
z→ z0, si ∃K, δ > 0 tales que | f | ≤ K|g| cuan-
do |z0| < |z| < δ, para algunas constantes K
y δ. Alternativamente, se puede verificar
que esta condición es equivalente al lı́mite

lı́m
z→z0

f (z)
g(z)

= L ,

donde L es finito y distinto de cero.

2. f (z) = o(g(z)). Una función f (z) se dice que
es de orden o-chica de g(z) cuando z→ z0,
si ∀ K > 0, ∃ δ > 0 tal que | f | ≤ K|g| cuando
|z0| < |z| < δ. Equivalentemente, se puede
verificar que

lı́m
z→z0

f (z)
g(z)

= 0 .

De este modo, el orden O indica que una fun-
ción está acotada o es igual a otra función,
mientras que el orden o indica que la cota es
estricta. Como consecuencia, si f (z) = o(g(z)),
entonces f (z) = O(g(z)).
A continuación definiremos tres conceptos
principales:
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1. Dos funciones f y g son asintóticamente
equivalentes si

lı́m
z→z0

f (z)
g(z)

= 1 ;

esta comparación se denota como f (z) ∼
g(z) cuando z→ z0.

2. Una sucesión {ϕn(z)}n∈N se dice que es una
sucesión asintótica si ∀ n ∈N,

ϕn+1(z) = o(ϕn(z)) , cuando z→ z0 .

3. Para una sucesión asintótica ϕn(z) cuando
z → z0, la serie

∑N
n=1 anϕn(z) es una expan-

sión asintótica de f (z), si ∀N ∈N,

f (z) =
N∑

n=1

anϕn(z) + o(ϕN(z)) , cuando z→ z0 .

Una de las herramientas más útiles para obte-
ner expansiones asintóticas de funciones es el
Teorema de Taylor. Por ejemplo, la serie de Tay-
lor de la exponencial cuando z → z0 está dada
por

ez = 1 + (z − z0) +
(z − z0)2

2!
+

(z − z0)3

3!
+ . . . ,

para todo z ∈ C. A partir de la definición dada
en el inciso 3, vemos que la expansión anterior
es una serie asintótica válida para z → z0 de-
bido a que los órdenes de los términos decre-
cen gradualmente. De esta manera, la expan-
sión asintótica de ez de orden 3 se denota como

ez = 1 + (z − z0) +
(z − z0)2

2!
+ O

(
(z − z0)3

)
.

Para mayores detalles sobre los métodos que
se utilizarán a continuación, véanse [3, 4, 5].
A continuación veremos un ejemplo para ate-
rrizar estas ideas en el tipo de problemas que
interesan en estas lecciones.

1.2. Un problema de calentamiento
En una amplia diversidad de problemas necesi-
tamos construir soluciones a problemas de va-
lores a la frontera (PVF) no lineales; estas solu-
ciones se encuentran cercanas a valores crı́ti-
cos de un parámetro. Por ejemplo, considere-
mos el PVF

(P1)


u′′ = λ f (u) , 0 < x < π ,

u(0) = u(π) = 0 , λ: parámetro ,

donde f (u) es una función no lineal tal que
f (0) = 0, f ′(0) < 0, f ′′(0) = 0, f ′′′(0) > 0.
Notemos que u ≡ 0 en 0 ≤ x ≤ π es una solu-
ción para cualquier valor de λ. De este modo,
estamos interesados en dar respuesta a las si-
guientes preguntas:

¿Habrá valores especiales de λ tales que
una solución no trivial emerja (o bifurque)
de la solución trivial u ≡ 0?

En el caso de ser afirmativa la respuesta
a la pregunta anterior, ¿cuál es el compor-
tamiento local de la rama1 que bifurca?

¿Qué forma tienen las ramas de bifurca-
ción lejos de los puntos de bifurcación?

Para responder las dos primeras preguntas, su-
pongamos que u � 1. Debido a esto, tenemos
que el problema linealizado es u′′0 − λ f ′(0)u0 = 0
para 0 ≤ x ≤ π. La solución a este problema es

u0(x) = A sin(nx) , con λ = − n2

f ′(0)
> 0 , n ∈N .

(4)

En la Figura 1.2, se encuentran el diagrama
de bifurcación linealizado del problema (P1). Un
diagrama de bifurcación consiste en la repre-
sentación de las soluciones de equilibrio que
corresponden a cada valor del parámetro de bi-
furcación. En esta representación, los distin-
tos conjuntos de soluciones de equilibrio que
son topológicamente equivalentes son coleccio-
nados en porciones del diagrama conocidos co-
mo ramas. En la Figura 1.2, la rama trivial y
los puntos de bifurcación para cada valor de
n están dibujados por una lı́nea sólida gruesa
y circunferencias, respectivamente. Las lı́neas
punteadas corresponden a las ramas que con-
tienen a las soluciones no triviales u0(x) para
cada valor de λ.
Ahora, para responder la última pregunta, su-
pongamos un parámetro ε � 1 y la expansión
asintótica de la forma

u = εu0 + ε
2u1 + ε

3u2 + . . . ,

λ = λ0 + ελ1 + ε
2λ2 + . . . . (5)

1Se conoce como rama al conjunto de puntos que representan las soluciones de equilibrio para cada valor del parámetro
de bifurcación.
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Fig. 1: (a) Diagrama de bifurcación linealizado. (b) Diagra-
ma de bifurcación no lineal a orden O

(
ε3

)
. La rama trivial

es dibujada por la lı́nea sólida en el eje horizontal, cada bi-
furcación está indicado por una circunferencia y las lı́neas
punteadas indican ramas de soluciones no triviales.

Al sustituir (5) en (P1), el término derecho está
dado por

λ f (u) =
(
λ0 + ελ1 + ε

2λ2 + . . .
)

f (εu0 + ε
2u1 + ε

3u2 + . . . ),

=
(
λ0 + ελ1 + ε

2λ2 + . . .
) [(
εu0 + ε

2u1 + ε
3u2

)
f ′(0)

+
ε3

6
u3

0 f ′′′(0) + . . .
]
,

= ελ0u0 f ′(0) + ε2 (λ0u1 + λ1u0) f ′(0)

+ ε3
[
(λ0u2 + λ1u1 + λ2u0) f ′(0) +

1
6
λ0u3

0 f ′′′(0)
]
+ . . . ;

el término de la izquierda está dado por u′′ =
εu0′′ + ε2u1′′ + ε2u2′′ + . . . . Al colectar los térmi-
nos en potencias de ε, obtenemos

O(1) : Lu0 = u′′0 − λ0 f ′(0)u0 = 0 , u0(0) = u0(π) = 0 ,

(6a)
O(ε) : Lu1 = u′′1 − λ0 f ′(0)u1 = λ1 f ′(0)u0 ,

u1(0) = u1(π) = 0 , (6b)
O(ε2) : Lu2 = u′′2 − λ0 f ′(0)u2 = (λ1u1 + λ2u0) f ′(0)

+
1
6
λ0u3

0 f ′′′(0) , u2(0) = u2(π) = 0 , (6c)

...

El operador L es conocido como el operador de
linealización, el cual es lineal. De esta mane-

ra, primero tenemos que encontrar un elemen-
to del núcleo de L y, en seguida, encontramos
elementos del rango sucesivamente. En otras
palabras, resolvemos las ecuaciones para cada
término de la expansión asintótica (5).
La solución para la ecuación de O(1) está dada
por (4). Entonces, podemos utilizar la identidad
de Lagrange 〈u0,Lu1〉 − 〈Lu0,u1〉 = u0u′1 − u′0u1

]π
0
,

donde utilizamos el producto usual en L2;
véase, por ejemplo, [1].
Dado que se satisface (6a), entonces a partir de
la identidad de Lagrange, tenemos que

λ1 〈u0,u0〉 f ′(0) = 〈u0,Lu1〉 = 0 ,

lo cual implica que λ1 = 0.
Utilizando la misma identidad en (6c), obtene-
mos que 〈u0,Lu2〉 = 0, entonces obtenemos que

λ2 〈u0,u0〉 f ′(0) +
λ0

6

〈
u0,u3

0

〉
f ′′′(0) = 0 ;

utilizando el valor de λ0 y calculando las inte-
grales correspondientes para u0, encontramos
que

λ2 =
n2

8
f ′′′(0)
f ′(0)2 A2 .

Por lo tanto, una aproximación asintótica de or-
den O

(
ε3

)
para el parámetro de bifurcación y la

función asociada es

λ ∼ λ0 +
n2

8
f ′′′(0)
f ′(0)2

(εA)2 , u ∼ εA sin(nx) . (7)

donde λ0 está dada por (4). De esta manera, ob-
tenemos la Figura 1.2; si f ′′′(0) < 0, las parábo-
las cambian de concavidad, como puede verse
a partir de la aproximación asintótica para λ
en (7).

Ejercicio. Se tiene una columna de algún ma-
terial y longitud R. En sus extremos hay una
fuerza P actuando. Haciendo una parametriza-
ción respecto a la longitud de arco s y tomando
en cuenta que I es el momento de inercia y E es
el módulo de Young, el problema de valores a la
frontera que satisface el ángulo ϕ(s) respecto a
la vertical en cada punto sobre la columna está
dado por

(P2)



d2ϕ
ds2 + λ sin(ϕ) = 0 , 0 < s < R ,

ϕ(0) = ϕ(R) = 0 , λ := P
EI ,

¿Cuál es el valor crı́tico de P para el cual la co-
lumna se dobla?
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2. Peces y una flotilla pesque-
ra

El siguiente problema pretende dar respuesta a
la siguiente pregunta: una flotilla pesquera se
encuentra a una distancia H de la playa y, en-
tre la región donde está la flotilla y la orilla del
mar, hay una población de peces cuyo alimen-
to es limitado. ¿Cuál es la distancia H óptima
para pescar sin que la población de peces se
extinga?
Este es un problema que puede formularse des-
de el punto de vista de la teorı́a de bifurcación.
En este sentido, las preguntas que estamos in-
teresados en responder son las siguientes:

¿Existe una solución de equilibrio no tri-
vial? ¿Es esta solución estable? ¿Cuál es
el valor de H para que la solución de equi-
librio trivial no es la única solución esta-
ble?

¿Cuál es el diagrama de bifurcación y la
estabilidad de las distintas ramas de so-
luciones de equilibrio?

Consideremos que la densidad de peces es su-
ficientemente grande y que la orilla del mar es
plana. Debido a estas suposiciones, sea X ∈
[0,H] y u(T,X) la densidad de peces al tiempo
T en la posición X. Supongamos, además, que
cada pez se mueve de manera aleatoria, esto
permite suponer que la densidad de peces si-
gue un proceso de difusión; esta es una con-
secuencia de la versión más simple de la ecua-
ción Fokker–Planck; véase, por ejemplo, [6]. Por
el otro lado, el alimento de los peces es limita-
do y que cada individuo no puede escapar del
cerco formado por la flotilla. De esta manera, la
densidad máxima de peces que la región [0,H]
puede contener está dada por el parámetro um y
se cumple que uX(T, 0) = uX(T,H) = 0. Con estos
ingredientes, tenemos el siguiente problema de
Cauchy

(P3)


uT = ν2uXX + γg(u) , 0 < X < H , T > 0 ,

uX(0) = uX(H) = 0 , γ > 0 ,

donde ν2 es el coeficiente de difusión y γ es
un parámetro relacionado con el crecimiento
intrı́nseco de la densidad de población. La fun-
ción g(u) tomará la forma logı́stica, i.e. g(0) =
g(um) = 0, g′(0) = 1, entonces

g(u) = u
(
1 − u

um

)
.

Re-escalamiento

Sea x = X/H, T = αt y u = umw; esto conduce a
la ecuación

1
α

wt =
ν2

H2 wxx + γw (1 − w) .

Al tener la igualdad α = 1/γ, obtenemos el pro-
blema

(PP)



wt = Dwxx + f (w), 0 < x < 1 , t > 0 , f (w) = w(1 − w),

wx(t, 0) = wx(t, 1) = 0 , w(0, x) = ϕ0(x) ,D := ν2

H2γ
.

El parámetro D recibe el nombre de coeficien-
te de difusión efectiva. Notemos que: (i) w = 0
es solución de equilibrio y (ii) si ν � 1, H � 1
o γ � 1, entonces D � 1. Estas dos observa-
ciones indican que a través del parámetro D,
encontraremos el valor crı́tico Hc para el cual
la solución de equilibrio trivial no es única. Es-
ta una condición indispensable debido a que la
solución w(t) ≡ 0 representa la extinción de pe-
ces.

Problema de equilibrio

El problema (PP) puede ser considerado como
un sistema dinámico, donde el funcional F es
una ecuación diferencial de segundo orden no
lineal. Ahora, si tomamos a = 1/

√
D y busca-

mos las soluciones de equilibrio, obtenemos el
problema

(PE)


vxx + a2 f (v) = 0 , 0 < x < 1

vx(0) = vx(1) = 0 , f (v) = v(1 − v)

2.1. Análisis de bifurcación
Una vez definido el problema (PE), al linealizar
la ecuación para v, se satisface que v0xx + a2v0 =
0. Esto conduce a que v0(x) = cos (ax), donde
v0(1) = 0; por lo tanto, a = π/2. Esto quiere decir
que existe una solución de equilibrio no trivial
asintótica. Ahora, construiremos una rama de
soluciones por medio de un análisis débil no li-
neal.
Expandimos asintóticamente el parámetro a y
la variable de estado v como sigue:

a =
π
2

(1 + εa1 + . . . ) , v = εv1 + ε
2v2 + . . . , ε� 1 .

De esta manera, tenemos que

a2 f (v) =
π2

4
(1 + 2εa1 + . . . )



(
εv1 + ε

2v2
)

f ′(0) +
ε2v2

0

2
f ′′(0) . . .




=
π2

4


εv0 f ′(0) + ε2


2a1v0 f ′(0) + v1 f ′(0) +

v2
0

2
f ′′(0)


 + . . .


 ;

entonces, debido a la estructura de f , al co-
lectar los coeficientes de las potencias de ε y
al definir el operador de linealización Lφ :=
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φ′′ + π2/4φ, el problema anterior se puede ex-
presar de manera equivalente a como se obtu-
vieron los problemas (6). En este caso, a partir
de los primeros dos términos, se obtiene que:

(PE1)


Lv0 = 0 , 0 < x < 1 ,

v0x(0) = v0x(1) = 0

(PE2)


Lv1 = −π

2

4
(
2a1v0 − v2

0

)
, 0 < x < 1 ,

v1x(0) = v1x(1) = 0

La solución al problema (PE1) está dada por
v0(x) = A cos(πx/2). Ahora, utilizando de nueva
cuenta la identidad de Lagrange, tenemos que
el operador L es efectivamente autoadjunto y,
debido a que Lv0 = 0, entonces encontramos la
ecuación

A2
∫ 1

0
cos3

(
π
2

x
)

dx = 2a1A
∫ 1

0
cos2

(
π
2

x
)

dx ,

lo cual implica que a1 = 4/(3π). Por lo tanto,

a ∼ π2
(
1 + 4

3πεA + . . .
)
,

v ∼ εA cos
(
π
2 x

)
+ . . .


⇒ a ∼ π

2

(
1 +

4
3π

v(0) + . . .
)
,

(8)

cuando v(0) � 1. Se requiere que εA > 0 co-
mo consecuencia de v ≥ 0. Entonces, si εA� 1,
existe una rama que contiene soluciones no tri-
viales que emerge del punto a = π/2 con una
pendiente de 2/3.
Queremos ahora construir las soluciones de
equilibrio para amplitudes grandes. Al multi-
plicar por vx la ecuación en el problema (PE),
obtenemos que

1
2

v2
x +

a2

2
F(v) = C , donde F(v) = 2

∫ v

0
f (ξ) dξ ,

(9)

donde C es una constante. Ahora, si etiqueta-
mos v0 = v(0) y buscamos que v sea decreciente
y acotada, es decir vx < 0 y v(x) ≤ v0. A partir
de (9), obtenemos

vx = −a
√

F(v) − F(v0) ⇒ ax =
∫ v0

v

dξ√
F(v) − F(v0)

.

Debido a que v(1) = 0 y la integral en (9), en-
contramos que

a =
∫ v0

0

dξ√
F(v) − F(v0)

, donde F(v) = v2 − 2
3

v3 .

(10)

Debido a las aproximaciones asintóticas en (8),
buscamos ahora se cumpla que a → π/2 con-
forme v0 → 0. Esto es posible solamente si (10)

es singular cuando v0 → 0. Primero, F(v0) ∼
F′′(0)v02

/2 + . . . y F′′(0) = 2; como consecuencia,
vemos que

a ∼
∫ v0

0

dξ√
v02 − ξ2

= arcsin
(
ξ

v0

)]v0

0
=
π
2
.

Es decir, a → π/2 cuando v0 → 0. En el punto
a∗ = π/2 ocurre una bifurcación transcrı́tica, lo
cual quiere decir que cuando a = a∗, la solución
de equilibrio trivial y una no trivial coinciden.
La estabilidad de las ramas de soluciones que
ahı́ convergen sufren un cambio de estabilidad
respecto al tiempo. Antes de verificar que efec-
tivamente el cambio de estabilidad ocurre en a∗,
notemos que

1. Si a < π/2, entonces H < Hc = πν/(2
√
γ) y

v(t) ≡ 0 es la única solución de equilibrio;
esto implica que la población de peces se
extingue.

2. Si H > Hc, entonces existen dos solucio-
nes, una indicando la extinción y otra que
indica que la densidad de peces es distinta
de cero.

Una vez encontradas las soluciones de equili-
brio, ahora nos enfocaremos en determinar la
estabilidad de las soluciones de equilibrio para
cada valor del parámetro a.

Estabilidad de soluciones

Regresemos al problema (PP) con las condicio-
nes a la frontera ux(t, 0) = u(t, 1) = 0. Examinare-
mos la estabilidad de la solución de equilibrio
trivial. Sea w = v� 1 y linealizamos la ecuación
en (PP) alrededor del cero para obtener

(PL1)


vt = Dvxx + f ′(0)v , 0 < x < 1 ,

vx(t, 0) = vx(t, 1) = 0 .

Ahora, sustituimos v = eλtϕ(x) en (PL1) y obte-
nemos

(PL2)


ϕxx +

1
D

(
f ′(0) − λ)ϕ = 0 , 0 < x < 1 ,

ϕx(0) = ϕx(1) = 0 .

Por medio del método de separación de varia-
bles, el problema (PL2) tiene una familia de so-
luciones

ϕ j(x) = cos
(
κ jx

)
, λ j = 1 − κ2

j D , κ j =
(2 j − 1)π

2
, j ∈N .

Por lo tanto, dado que (PL1) es un problema
lineal, la solución está dada por

v(t, x) =
∞∑

j=1

A j exp
(
λ jt

)
cos(κ jx) .
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Concluimos que v(t, x) → 0 para cualquier con-
dición inicial, si y sólo si λ j < 0 para j ∈N. Note-
mos que λ1 > λ j para todo j = 2, 3, . . . ; esto quiere
decir que una condición necesaria y suficiente
para la estabilidad lineal es que λ1 < 0; esto es,
cuando 1 − π2/4D < 0. Es decir, en términos de
las parámetros originales, la única solución de
equilibrio estable es la solución trivial cuando
H < Hc. Esto indica que esta solución pierde es-
tabilidad si H > Hc, lo cual sugiere que la rama
de soluciones no triviales que emerge del valor
H = Hc posiblemente esté conformada por so-
luciones estables. Verificar esta última afirma-
ción equivalente a analizar a un problema de
valores a la frontera no autónomo de la forma

(PNA)


ϕxx + a2 f ′(u∗(x))ϕ = λϕ , 0 < x < 1 ,

ϕx(t, 0) = ϕx(t, 1) = 0 ,

donde u∗(x) es una solución de equilibrio de la
rama no trivial. En general, estos problemas
son difı́ciles de abordar analı́ticamente. Sin em-
bargo, con el fin de construir numéricamente la
rama no trivial el uso de herramientas numéri-
cas es indispensable.
El problema (P3) tiene soluciones del tipo on-
da viajera; esto quiere decir que las soluciones
son tales que u(T,X) = ũ(X − cT). Aquı́ no pro-
fundizaremos en esta dirección. El análisis que
muestra la existencia de este tipo de soluciones
puede consultarse en [7]. En la Figura 2.1 se
muestran un frente de onda a distintos tiem-
pos, esta solución tiene un perfil que conecta
los estados de equilibrio dados por el término
logı́stico y viaje en la dirección positiva a una
rapidez c > 0. ¿Qué ocurrirı́a en el caso donde
c < 0?

30 20 10 0 10 20 30

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

t=0

x

u(x)

c>0

Fig. 2: Solución del tipo onda viajera para el problema (P3),
donde γ = 0,5, ν2 = 0,1 y um = 1. El intervalo es simétrico
con respecto al origen y de longitud 2H con H = 30.

3. Comentarios finales
En estas notas se ha dado un breve recorrido en
los elementos más básicos del análisis asintóti-
co. De esta manera, se construyó aproximada-
mente el diagrama de bifurcación para un sis-
tema de valor a la frontera no lineal. Conclui-
mos que, cuando se tiene un sistema de este
tipo, existe una colección numerable e infinita
de valores propios, donde los términos no linea-
les producen que las ramas de soluciones de
equilibrio no triviales se doblan. De igual mo-
do, al analizar el problema (P3), encontramos
que existe una bifurcación primaria transcrı́ti-
ca para el caso de crecimiento logı́stico para la
población de peces. Esta bifurcación mostró la
existencia de una longitud Hc que garantiza que
la solución de equilibrio trivial sufre un cam-
bio de estabilidad. En este valor crı́tico, emerge
una rama de soluciones de equilibrio distintas
de cero. Más aún, hemos establecido argumen-
tos heurı́sticos que confirman que estas solu-
ciones son estables. La Figura 2.1 es una mues-
tra numérica de soluciones estables no trivia-
les. Para profundizar en el análisis numérico de
bifurcación de soluciones de este tipo, véase [8].
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Vectores Quasi-analı́ticos y Operadores
Autoadjuntos

M. C. Fredy Dı́az Garcı́a
Posgrado Conjunto en Ciencias

Matemáticas UNAM-UMSNH

RESUMEN. Iniciaremos con algunas nociones básicas sobre operadores no acotados sobre espacios
de Hilbert H y veremos una de las muchas aplicaciones del teorema espectral la cual usaremos para
demostrar el teorema de Nelson y Nussbaum que nos dan condiciones suficientes para saber si un
operador simétrico T es o no autoadjunto en términos de la densidad de cierta clase de vectores del
dominio D(T) de T.

1. Operadores no acotados
sobre espacios de Hilbert

Empezaremos con algunas nociones básicas
sobre operadores lineales no acotados que se
utilizaran en el desarrollo de las notas. De aho-
ra en adelante H denotara un espacio de Hilbert
con producto escalar 〈·, ·〉 y asumimos que todos
nuestros operadores T : D(T) ⊂ H→ H son den-
samente definidos, es decir, D(T) es denso en
H.

Teorema 1.1. Sean H un espacio de Hilbert y
T : D(T) ⊂ H → H un operador lineal densamen-
te definido, entonces existe un operador lineal
T∗ : D(T∗) ⊂ H → H llamado el adjunto de T cu-
yo dominio está dado por D(T∗) = {y ∈ H : ∃u ∈
H tal que 〈Tx, y〉 = 〈x,u〉 ∀x ∈ D(T)}. El vector u es
único y por lo tanto podemos definir T∗y = u.

Definición 1.1. Sea H en espacio de Hilbert.
Sea T : D(T) ⊂ H→ H un operador lineal.

1. Decimos que el operador T es cerrado si y
sólo si satisface lo siguiente: si (xn)n∈N es
una sucesión en D(T) tal que xn → x en H y
Txn → y, entonces x ∈ D(T) y y = Tx.

2. Decimos que el operador T es cerrable si y
sólo si cumple lo siguiente: si (xn)n∈N es una
sucesión en D(T) tal que xn → 0 y Txn = y
en H, entonces y = 0.

Decimos que T es simétrico si T ⊂ T∗ y auto-
adjunto si T = T∗. Puede demostrarse que el
operador T∗ es siempre cerrado, por lo tanto si
T es simétrico es cerrable. Un operador T es
esencialmente autoadjunto si T es autoadjunto.

De ahora en adelante supongamos que todos
nuestros operadores T son densamente defini-
dos y simétricos.

Ejemplo 1.

1. T = −i d
dx : C∞c (R) ⊂ L2(R) → L2(R) es densa-

mente definido simétrico y cerrable,

2. T = Mx : D(T) ⊂ L2(R) → L2(R), D(T) = { f ∈
L2(R) : x f ∈ L2(R)} es densamente definido
cerrado simétrico.

Puede demostrarse que dim N(T∗ − zI) es cons-
tante sobre el semiplano superior Im z > 0 y
constante sobre el semiplano inferior Im z < 0,
ver por ejemplo en [2]. Entonces podemos dar
la siguiente definición.

Definición 1.2. Si T es un operador simétrico
densamente definido, sus ı́ndices de deficiencia
son los números cardinales

d+(T) = dim N(T∗ − λI) = dim N(T∗ − iI) Im λ > 0,

d−(T) = dim N(T∗ − λI) = dim N(T∗ + iI) Im λ < 0.

Teorema 1.2 (Formula de von Neumann). Sea
T un operador simétrico densamente definido.
Entonces

D(T∗) = D(T) +̇ N(T∗ − λI) +̇ N(T∗ − λI), (1)

para λ ∈ C \R, y

dimD(T∗)/D(T) = d+(T) + d−(T). (2)

Demostración. Ver en [2]. �
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2. Teorema espectral para
operadores autadjuntos

Sea B(R) la σ-álgebra de Borel de R y H un es-
pacio de Hilbert.

Definición 2.1 (Medida espectral). Una medi-
da espectral sobre B(R) es un mapeo E de B(R)
al conjunto de proyecciones ortogonales de H tal
que

1. E(R) = I,

2. E es numerablemente aditiva, es decir,
E(

⋃∞
n=1 Mn)) =

∑∞
n=1 E(Mn) para toda suce-

sión (Mn) de conjuntos disjuntos por pares
en B(R).

Las sumas infinitas son siempre en el sentido
de convergencia en operador fuerte, es decir,

E



∞⋃

n=1

Mn


 x = lı́m

k→∞

k∑

n=1

E(Mn)x para x ∈ H.

Es fácil demostrar que si E es una medida es-
pectral sobre la σ-álgebra B(R) en H, entonces
para cada vector x ∈ H esta nos da una medida
Ex sobre B(R) por Ex(M) := 〈E(M)x, x〉 = ‖E(M)x‖2.
Teorema 2.1 (Teorema espectral). Sea A un
operador autoadjunto sobre un espacio de Hil-
bert H. Entonces existe una única medida espec-
tral E = EA sobre la σ-álgebra de Borel B(R) tal
que

A =
∫

R

λ dEA(λ). (3)

Además supp EA = σ(A).

Demostración. Ver en [2]. �

Ahora procederemos a definir el cálculo funcio-
nal del operador autoadjunto A. Sea f : R →
C∪ {∞} una función Borel EA-a.e. finia, denote-
mos este conjunto de funciones por S. Defini-
mos

f (A) :=
∫

R

f (λ)dEA(λ) (4)

con dominio denso

D( f (A)) :=
{

x ∈ H :
∫

R

| f (λ)|2d〈EA(λ)x, x〉 < ∞
}
.

(5)

Teorema 2.2 (Propiedades del cálculo funcio-
nal). Sean f , g ∈ S, α, β ∈ C, x, y ∈ D( f (A)), enton-
ces

1. 〈 f (A)x, y〉 =
∫
R

f (λ)d〈EAx, y〉.

2. ‖ f (A)‖2 =
∫
R
| f (λ)|2d〈EA(λ)x, x〉.

3. f (A) es acotado si y sólo si f ∈ L∞(R,EA), en
este caso, ‖ f (A)‖ = ‖ f ‖∞.

4. f (A)∗ = f (A).

5. (α f + βg)(A) = α f (A) + βg(A).

6. f g(A) = f (A)g(A).

7. p(A) =
∑

n αnAn para cualquier polinomio
p(t) =

∑
n αntn ∈ C[t].

8. χM(A) = EA(M).

9. Si f (t) , 0 EA-a.e. sobre R, entonces
f (A)−1 = (1/ f )(A).

3. Grupos uni-paramétri-
cos unitarios fuertemente
continuos sobre un espa-
cio de Hilbert

Definición 3.1. Un grupo unitario uni-
paramétrico fuertemente continuo es una familia
{U(t) : t ∈ R} de mapeos unitarios sobre un espa-
cio de Hilbert H tal que

1. U(t)U(h) = U(t + h) para todo t, h ∈ R,

2. limh→tU(t + h)x = U(t)x para todo x ∈ H.

Ejemplo 2. 1. H = L2(R), (U(t) f )(x) = f (x + t).

2. Sea A un operador autadjunto sobre un
espacio de Hilbert H con medida espectral
E, por el cálculo funcional podemos definir

eitA =

∫

R

eitλdE(λ), t ∈ R. (6)

Entonces el siguiente teorema afirma que U =
{U(t) := eitA} es un grupo unitario.

Teorema 3.1. Sea A un operador autoadjun-
to sobre un espacio de Hilbert H. Entones U :=
{U(t) = eitA} es un grupo unitario uni-paramétrico
fuertemente continuo. El operador A esta única-
mente determinado por U, es decir,

D(A) =

{
x ∈ H :

d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

U(t)x := lı́m
h→0

h−1(U(h) − I)x

existe
}
,

iAx =
d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

U(t)x, x ∈ D(A).

Además, para x ∈ D(A) y t ∈ R, tenemos U(t)x ∈
D(A) y

d
dt

U(t)x = iAU(t)x = iU(t)Ax. (7)
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Demostración. Puede demostrarse usando el
cálculo funcional de A o puede verse en [4]. �

Observación 1. Supongamos que x ∈ D(An) pa-
ra todo n ∈ N, entonces f (t) = U(t)x = eitAx es
infinitamente diferenciable.

4. Ecuación de onda abstrac-
to sobre un espacio de Hil-
bert

Sea A un operador autoadjunto sobre un es-
pacio de Hilbert H. Supongamos que A ≥ 0 y
N(A) = {0}. Sea u0 ∈ D(A) y u1 ∈ H, entonces
podemos considerar el siguiente problema de
Cauchy para la ecuación de onda abstracta

u′′(t) = −Au(t), t ∈ R, u(0) = u0, u′(0) = u1,

donde u ∈ C2(R,H) y u(t) ∈ D(A) para todo t ∈ R.

Teorema 4.1. Supongamos que u0 ∈ D(A) y
u1 ∈ D(A1/2). Entonces

u(t) := (cos A1/2t)u0 + (A−1/2sen A1/2t)u1, t ∈ R,
es la única solución para la ecuación de onda
abstracta. Además

u′(t) = −A1/2(sen A1/2t)u0 + (cos A1/2t)u1, t ∈ R.
Demostración. Puede demostrarse usando el
cálculo funcional para el operador A o ver en
[4]. �

Observación 2. Notemos que si u1 = 0 y u0 ∈
D(An) para todo n ∈ N, entonces u es infinita-
mente diferenciable.

Clases quasi-analı́ticas de fun-
ciones
Sea (mn)n∈N0 una sucesión positiva, J ⊂ R un
intervalo abierto. Denotamos por C{mn} el con-
junto de las funciones f ∈ C∞(J) para las cuales
existe una constante K f > 0 tal que

| f (n)(t)| ≤ Kn
f mn para todo n ∈N0, t ∈ J. (8)

Un subespacio lineal C de C∞(J) es llamado
quasi-analı́tico si se cumple lo siguiente: si f ∈
C es una función y existe un t0 ∈ J tal que
f (n)(t0) = 0 para todo n ∈ N0, entonces f (t) ≡ 0
en J.

Teorema 4.2 (Denjoy-Carleman). C{mn} es
quasi-analı́tica si y sólo si

∞∑

n=1

(
infk≥nm1/k

k

)−1
= ∞.

Demostración. Ver en [3]. �

Para las demostraciones que veremos más ade-
lante sólo necesitamos tener el siguiente:

Corolario 4.1. Sea (mn)n∈N0 una sucesión posi-
tiva tal que

∞∑

n=1

m−1/n
n = ∞. (9)

Supongamos que f ∈ C∞(J) y existe una constan-
te K f > 0 tal que (8) se cumple. Si existe un t0 ∈ J
tal que f (n)(t0) = 0 para toda n ∈ N0, entonces
f (t) ≡ 0 sobre J.

Ejemplo 3. C{n!} es una clase quasi-analı́tica
sobre R. Además cualquier f ∈ C{n!} es la res-
tricción a R de una función holomorfa F sobre
{z ∈ C : |Im z| < c} para algún c > 0(ver en [3]).
Sea T un operador lineal sobre un espacio de
Hilbert H. Un vector x ∈ H es en C∞-vector de T
si

x ∈ D∞(T) :=
∞⋂

n=1

D(Tn).

Definición 4.1. Sea x ∈ D∞(T). Decimos que
x ∈ Db(T) y x es acotado para T si y sólo si existe
una constante Bx > 0 tal que

‖Tnx‖ ≤ Bn
x para todo n ∈N,

x ∈ Da(T) y x es analı́tico para T si y sólo si existe
una constante Cx > 0 tal que

‖Tnx‖ ≤ Cn
xn! para todo n ∈N0,

x ∈ Dqa(T) y x es quasi-analı́tico para T si

∞∑

n=1

‖Tnx‖−1/n = ∞,

x ∈ Ds(T) y x es un vector Stieltjes para T si

∞∑

n=1

‖Tnx‖−1/2n = ∞.

Observación 3. Notemos que Db(T) y Da(T) son
subespacios lineales de D∞(T) y tenemos

Db(T) ⊂ Da(T) ⊂ Dqa(T) ⊂ Ds(T).

Ejemplo 4.

1. Eigenvectores de T son siempre vectores
acotados

2. Sea A un operador autoadjunto sobre un
espacio de Hilbert H, α > 0 y u, v ∈ H, en-
tonces x := e−α|A| y y := e−αA2 son vectores
analı́ticos para A.
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Lema 4.1. Sea (rn) una sucesión de números po-
sitivos y sea mn = αrn+β para n ∈N, donde α > 0
y β > 0. Si

∑
n r−1/n

n = ∞, entonces
∑

n m−1/n
n = ∞

Demostración. Sea M := {n ∈ N : αrn ≤ β}. Pa-
ra n ∈ M tenemos mn ≤ 2β y m−1/n

n ≥ (2β)−1/n ≥
(1 + 2β)−1, por lo tanto

∑
n m−1/n

n = ∞ si M es in-
finito. Si M es finito, entonces existe k tal que
mn ≤ 2αrn para n ≥ k y por lo tanto

∑
n≥k m−1/n

n ≥∑
n≥k(2α)−1/n(rn)−1/n ≥ (1 + 2α)−1 ∑

n≥k r−1/n
n = ∞. �

Lema 4.2. Si T es un operador simétrico, enton-
ces Ds(T) ⊂ Ds(T + zI) para z ∈ C.

Demostración. Sin perdida de generalidad po-
demos suponer que Tx , 0 y ‖x‖ = 1. Usando
que ‖Tkx‖1/k ≤ ‖Tnx‖1/n para k ≤ n, tenemos

‖(T + zI)nx‖ ≤
n∑

k=0

(
n
k

)
|z|n−k‖Tnx‖k/n

= (‖Tnx‖1/n + |z|)n

≤ ‖Tnx‖(1 + |z|‖Tn‖−1/n)n

≤ ‖Tnx‖(1 + |z|‖Tx‖−1)n.

�

Lema 4.3. Si T es operador autoadjunto, enton-
ces Db(T) es denso en H.

Demostración. Notemos que si a > 0 y x ∈
E([−a, a])H, entonces x ∈ Db(T). �

Teorema 4.3 (A.E. Nussbaum). Sea T un ope-
rador simétrico densamente definido sobre un
espacio de Hilbert H tal que el subespacio li-
neal generado por Dqa(T) es denso. Entonces T
es esencialmente autoadjunto.

Demostración. Demostremos que N(T∗−iI) = {0}.
Por contradicción supongamos que y ∈ N(T∗− iI)
es no nulo y sea x ∈ Dqa(T), x , 0. Sea A una ex-
tensión autadjunto de T sobre un espacio de
Hilbert posiblemente más grande G ⊇ H. Defi-
nimos f sobre R por f (t) = 〈eitAx, y〉 − et〈x, y〉. Por
teorema 3.1 se tiene que f ∈ C∞(R) y

f (n)(t) = 〈eitA(iA)nx, y〉 − et〈x, y〉 (10)

para t ∈ R y n ∈ N. De donde se sigue que
f (n)(0) = 0 para todo n ∈ N0. Sea a > 0 y
J = (−a, a). Consideremos α = ‖y‖, β = ea‖x‖‖y‖ y
mn = α‖Tnx‖+β para n ∈N0. Ya que x ∈ Dqa(T), te-
nemos

∑
n ‖Tnx‖−1/n = ∞ y entonces

∑
n m−1/n

n = ∞
por lema 4.1. De (10) obtenemos

| f n(t)| ≤ ‖Anx‖‖y‖ + ea‖x‖‖y‖ ≤ α‖Tnx‖ + β = mn

para t ∈ J, n ∈N0, por lo tanto f satistace (8) con
K f = 1. Como f (n)(0) = 0 para todo n ∈N0, enton-
ces por el teorema de Denjoy-Carleman (teore-
ma 4.2) tenemos f (t) ≡ 0 sobre (−a, a) y por lo

tanto sobre todo R pues a es arbitrario. Por lo
tanto tenemos

〈eitAx, y〉 = et〈x, y〉 para todo t ∈ R,
lo cual a su vez implica que 〈x, y〉 = 0. Entonces
tenemos probado que Dqa(T) ⊥ y. Ya el genera-
do lineal de Dqa(T) es denso en H, obtenemos
y = 0, lo cual es una contradicción. Por un ra-
zonamiento similar se tiene que N(T + iI) = {0}.
Por lo tanto T es esencialmente autoadjunto por
fórmula de von Neumann (1). �

Teorema 4.4. Sea T un operador lineal simétri-
co semiacotado por abajo sobre H. Si el genera-
do lineal de Ds(T) es denso en H, entonces T es
esencialmente autoadjunto.

Demostración. Por lema 4.2 podemos suponer
que T ≥ I, entonces 0 ∈ π(T) y por lo tanto es
suficiente probar que N(T∗) = {0}. Procedemos
por contradicción supongamos que y es un vec-
tor unitario en N(T∗). Sea x ∈ Ds(T), x , 0. Por
teorema de la extension de Friedrichs, existe
una extension autadjunta A de T tal que A ≥ I.
Por teorema 4.1, u(t) := (cos A1/2t)x resuelve el
problema de Cauchy u(0) = x, u′(0) = 0 para
la ecuación de onda abstracta u′′(t) = −Au(t) y
u′(t) = −(A−1/2sen A1/2t)x para t ∈ R. Definimos
una función sobre R por f (t) := 〈u(t)x, y〉 − 〈x, y〉.
Ya que x ∈ D∞(T) ⊂ D∞(A), por el cálculo fun-
cional para el operador autoadjunto A se tiene
que

u(2k)(t) = (−A)ku(t) y u(2k−1)(t) = (−A)k−1u′(t)

para k ∈N. Por lo tanto u ∈ C∞(R,H) y entonces
f ∈ C∞(R). Ya que ‖y‖ = 1 y A ≥ I, tenemos

| f (2k−1)(t)| ≤ ‖Tkx‖, | f (2k)(t)| ≤ ‖Tkx‖ para k ∈N.
Además | f (t)| ≤ ‖x‖ sobre R. Ahora si conside-
ramos m0 = 2‖x‖, m2k−1 = ‖Tkx‖ y m2k = ‖Tkx‖,
entonces | f (n)(t)| ≤ mn para todo n ∈ N y t ∈ R.
Es claro que

∑

n

m−1/n
n ≥

∑

n

‖Tnx‖−1/2n = ∞.

Ya que u′(0) = 0, u(0) = x y T∗y = 0, obtenemos

f (2k−1)(0) = 〈(−A)ku′(0), y〉
= 0,

f (2k)(0) = 〈(−A)ku(0), y〉
= 〈(−T)kx, y〉
= 〈−(−T)k−1x,T∗y〉
= 0,

f (0) = 〈u(0), y〉 − 〈x, y〉
= 0,
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para k ∈ N, es decir, tenemos mostrado que
f (n)(0) = 0 para todo n ∈ N0. Por lo tanto por
el teorema de Denjoy-Carleman 4.2 conluimos
que f (t) ≡ 0 sobre R. Ya que cos A1/2t es aco-
tado para t ∈ R tenemos 〈x, y〉 = 〈u(t)x, y〉 =
〈(cos A1/2t)x, y〉 = 〈x, (cos A1/2t)y〉. Por lo tanto
〈x, y − (cos A1/2t)y〉 = 0 para todo x ∈ Ds(T). Ya
que el generado lineal de Ds(T) es denso en H
se sigue que y − (cos A1/2t)y = 0, lo que a su
vez implica que y = 0, lo cual es una contradic-
ción. �

5. Aplicación a operadores
Jacobi

Sea {en : n ∈ N0} una base un ortonormal pa-
ra el espacio de Hilbert H. Sean (an) una su-
cesión de números complejos y (bn) una suce-
sión de números reales, definimos T con domi-
nio D(T) = gen{en : n ∈N0} por

Ten = an−1en−1 + bnen + anen+1, n ∈N0, (11)

donde e−1 = 0. Es fácil ver que T es simétrico.
Afirmación: Supongamos que existen constan-
tes positivas α y β tal que |ak| ≤ αk+β y |bk| ≤ αn+β
para k ≤ n, k,n ∈ N. Entonces el operador T es
esencialmente autoadjunto.

Ejemplo 5. Los operadores aniquilación A y
creador A+ cuya acción sobre la base ortonor-
mal {en : n ∈N0} de H = l2(N0) es dada por

Aen =
√

nen−1 y A+en =
√

n + 1en+1 n ∈N,
donde e−1 = 0. Ya que A∗ = A+, entonces los ope-
radores

P0 =
1√
2i

(A − A+) y Q0 =
1√
2

(A + A+)

son simétricos sobre l2(N0) y sus restricciones
a D0 = gen{en : n ∈ N0} son esencialmente auto-
adjuntos. Además existe U : L2(R)→ l2(N0) uni-
tario tal que U(−i d

dx )U∗z = P0z y UMxU∗z = Q0z
para z ∈ D0.
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Singularidades Cónicas en Superficies
Planas

Dr. Juan Ahtziri González Lemus
Posdoctorado de UMSNH

RESUMEN. Comenzaremos con las definiciones de superficie plana y de singularidad cónica en una
superficie plana. Veremos que una superficie cerrada, orientable y de género g > 1 admite métrica
plana con una singularidad cónica de ángulo (4g−2)π. Después estudiaremos con detalle los espacios
de métricas planas sobre la esfera con 3 singularidades cónicas y con 4 singularidades cónicas de
ángulos iguales a π. Terminamos mencionando algunas propiedades topológicas del espacio global
de métricas planas sobre la esfera con 4 singularidades cónicas.

El objetivo de estas notas es dar una breve in-
troducción al minicurso que se impartirá en
el Centro en Ciencias Matemáticas en UNAM
campus Morelia. Debido a ello este texto se cen-
tra sólo en las ideas y ejemplos y no está escrito
de manera rigurosa. La mayorı́a de los resulta-
dos mencionados aquı́ no serán demostrados,
los lectores interesados pueden consultar las
referencias para profundizar más sobre el te-
ma.

1. Superficies topológicas
Definición 1.1. Una superficie S es un espacio
topológico Hausdorff, 2do numerable (tiene ba-
se numerable para su topologı́a) y tal que pa-
ra todo p ∈ S existe una pareja (U, φ) tal que
U ⊂ S es abierto, p ∈ U y φ : U → V es un ho-
meomorfismo con un abierto V ⊂ R2. A las pa-
rejas que satisfacen esta condición les llamare-
mos cartas. Si dos cartas (U1, φ1) y (U2, φ2) sa-
tisfacen U1∩U2 , ∅, entonces al homeomorfismo
φ2 ◦ φ−1

1 : φ1(U1 ∩ U2) → φ2(U1 ∩ U2) le llamamos
cambio de coordenadas.

Ejemplo 1. Ejemplos de superficies.

1. El plano euclideano R2. Claramente R2 es
Hausdorff y 2do numerable. Para la terce-
ra condición basta tomar la carta (R2, IdR2 )
(IdR2 denota la identidad en R2) para todo
p ∈ R2.

2. La esfera S2 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1}.
Nuevamente es claro que S2 es Hausdorff y
2do numerable. En este caso no es posible
dar una sola pareja (U, φ) que cumpla con
la condición 3, ya que por compacidad S2

no es homeomorfo a ningún abierto en R2.
Dos cartas sobre S2 son las siguientes:

(U+
x , φ

+
x ) =

{
U+

x = {(x, y, z) ∈ S2 | x > 0},
φ+

x (x, y, z) = (y, z).

(U−x , φ
−
x ) =

{
U−x = {(x, y, z) ∈ S2 | x < 0},
φ−x (x, y, z) = (y, z).

Análogamente se construyen las cartas
(U+

y , φ
+
y ), (U−y , φ−y ), (U+

z , φ
+
z ) y (U−z , φ−z ) y con

estas 6 cartas cubrimos a todo punto en
S2.

En estas notas sólo estudiaremos superficies
conexas y compactas (cerradas). El siguiente
resultado se conoce como el Teorema de Cla-
sificación de Superficies Compactas y se puede
consultar en [1, Cap.1].

Teorema 1.1. Si S es una superficie conexa y
compacta, entonces S es homeomorfa a la esfe-
ra, a una suma conexa de toros o a una suma
conexa de planos proyectivos.

2. Superficies planas
Definición 2.1. Una estructura plana sobre
una superficie orientable S es un conjunto de car-
tas {(Ui, φi)}i∈I tal que ∪i∈IUi es cubierta de S y pa-
ra todas i, j ∈ I, el cambio de coordenadas φi◦φ−1

j

es una isometrı́a de R2. A una superfice con una
estructura plana le llamamos superficie plana.

Sobre una superficie plana S podemos medir
longitudes de curvas de la siguiente manera:
Si α : [0, 1] → S es una curva diferenciable tal
que α([0, 1]) ⊂ Ui con Ui en una carta (Ui, φi) de
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la estructura plana, entonces φi◦α([0, 1]) es una
curva en R2, de manera que podemos medir su
longitud por medio de la conocida fórmula

L
(
φi ◦ α

)
=

∫ 1

0
||
(
φi ◦ α

)′
(t)|| dr.

Si sucede que α([0, 1]) ⊂ U j con U j en la car-
ta (U j, φ j) de la estructura plana distinta de
(Ui, φi), entonces L

(
φi ◦ α

)
= L

(
φ j ◦ α

)
son igua-

les ya que el cambio de coordenadas φi ◦ φ−1
j

es una isometrı́a. Si α([0, 1]) no está contenida
en una carta (Ui, φi), entonces podemos medir
su longitud por pedazos contenidos en cartas,
después, al sumar las longitudes de dichos pe-
dazos obtendremos la longitud de α. De mane-
ra que para toda α : [0, 1]→ S diferenciable está
bien definida su longitud L(α).
Una vez que podemos medir longitudes de cur-
vas en S, definimos una distancia dS en la su-
perficie de la siguiente manera: Si p, q ∈ S, en-
tonces

dS(p, q) = ı́nf
{
L(α) | α : [0, 1]→ S, α(0) = p, α(1) = q

}
.

De manera que en una superficie plana pode-
mos medir distancias justo como lo hacemos
en el plano euclideano. Además, es claro que
en superficies planas también podemos medir
ángulos ya que éstos también son preservados
por isometrı́as de R2.
Procedemos a mencionar un resultado que
muestra que sólo existen 2 superficies planas.
En la demostración de dicho resultado utiliza-
remos que toda superficie plana se puede trian-
gular con geodésicas (curvas que minimizan
longitud) [2, Part4].

Teorema 2.1. Si S es una superficie plana co-
nexa y compacta, entonces S es homeomorfa al
toro o a la botella de Klein.

Demostración. Supongamos que tenemos una
triangulación con geodésicas sobre S. La carac-
terı́stica de Euler de S se define como χ(S) =
v−a+ t, donde v es el número de vértices, a es el
número de aristas y t es el número de triángu-
los en la triangulación. Por un lado a = 3t

2 ya
que cada triángulo tiene 3 aristas y cada arista
pertenece a 2 triángulos. Por otro lado v = t

2 ya
que los ángulos totales deben sumar 2πv = πt.
Concluimos que

χ(S) = v − a + t =
t
2
− 3t

2
+ t = 0

y por lo tanto S es el toro o la botella de
Klein. �

3. Singularidades cónicas
Aquı́ sólo mencionaremos la definición de una
singularidad con ángulo cónico menor que 2π.
Para una definición general se puede consultar
[2, Pág.207].

Definición 3.1. El cono de ángulo θ ∈ [0, 2π]
es la superficie topológica Cθ que se obtiene al
cocientar {z ∈ C | 0 ≤ arg(z) ≤ θ} por la acción
z 7→ eiθz. A la clase 0 ∈ Cθ le llamamos el ápice
de Cθ.

Se puede probar que si los ángulos θ y β son
distintos, entonces Cθ y Cβ no son isométricos.
Notar que C2π es el plano euclideano.

Definición 3.2. Supongamos que S es una su-
perficie y p1, p2, ..., pl ∈ S. Si S r {p1, p2, ..., pl} es su-
perficie plana y para cada i, existe θi > 0 tal
que las vecindades pequeñas de pi son isométri-
cas a vecindades del ápice en Cθi , entonces de-
cimos que los puntos p1, p2, ..., pl son singularida-
des cónicas de S y a los θi les llamamos ángulos
cónicos.

Ejemplo 2. Ejemplos de superficies planas con
singularidades cónicas.

1. El cono Cθ. Es claro de la definición.

2. El tetraedro platónico T. Llamemos
v0, v1, v2, v3 ∈ T a los vértices. Es claro que
T r {v0, v1, v2, v3} es superficie plana (sobre
las aristas también hay cartas planas) y
que las vecindades de los vi son isométri-
cas a vecindades del ápice en Cπ.

3. El doble de un triángulo equilátero. Este es-
pacio se obtiene pegando dos triángulos
equiláteros por sus fronteras correspon-
dientes. En este caso hay 3 singularidades
de ángulos cónicos el doble de los ángulos
interiores del triángulo.

Teorema 3.1. Toda superficie conexa y com-
pacta S admite una estructura plana con singu-
laridades cónicas.

Demostración. Dividiremos la demostración en
los siguientes 3 casos.
1. S � S2. En los ejemplos 2 y 3 se muestran dos
estructuras distintas para este caso.
2. S homeomorfa a una suma conexa de g to-
ros. En este caso S se puede obtener pegando
las aristas de un 4g-ágono regular B utilizan-
do traslaciones del plano. Cada arista de B se
identifica con exactamente otra arista, de ma-
nera que los puntos de las aristas sı́ adminten
una carta plana. La única singularidad en este
caso proviene de los vértices de B, ya que todos
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ellos se identifican en uno solo y por lo tanto,
obtenemos una singularidad de ángulo cónico
(4g − 2)π.
3. S homeomorfa a una suma conexa de g pla-
nos proyectivos. En este caso S se obtiene pe-
gando las aristas de un 2g-ágono regular uti-
lizando traslaciones. Nuevamente la única sin-
gularidad es la que proviene de los vértices del
polı́gono, en este caso el ángulo cónico es de
2(g − 1)π. �

Si S es una superficie plana con singularida-
des cónicas en {p1, p2, ..., pl} de ángulos cónicos
θ1, θ2, ..., θl, entonces se satisface la siguiente
relación conocida como el Teorema de Gauss-
Bonnet poliédrico:

l∑

i=1

θi = 2π(l − χ(S)) (1)

Una demostración de este hecho se puede con-
sultar en [2, Pág.107].

4. Estructuras planas con
singularidades cónicas so-
bre S2

De la relación (1) se sigue que el mı́nimo núme-
ro de singularidades cónicas que puede haber
en la esfera es 3. En esta última sección estu-
diaremos el espacio que parametriza las distin-
tas formas que hay de otorgarle a S2 una métri-
ca plana con 3 singularidades cónicas (de cua-
lesquiera ángulos) y con 4 singularidades cóni-
cas con ángulos cónicos iguales a π. En ambos
casos utilizaremos el siguiente resultado que se
puede consultar en [3].

Teorema 4.1. Supongamos que T es una métri-
ca plana en la esfera con singularidades en
p0, p1, ..., pl de ángulos cónicos menores que 2π.
Si para toda i, γi ⊂ T denota la geodésica mı́ni-
ma que une a p0 con pi, entonces T r {γ1, γ2, ..., γl}
es isométrico al interior de un 2l-ágono simple en
C.

Aquı́ sólo estudiaremos la forma de las métri-
cas planas sobre S2 y no el tamaño, de manera
que podemos pensar que todas son de área 1.

4.1. Tres singularidades cónicas
Supongamos que T es una métrica plana en
S2 con singularidades en p0, p1 y p2 de ángulos
cónicos θ0, θ1 y θ2. Si γ1, γ2 ⊂ T son las geodési-
cas mı́nimas que unen p0 con p1 y p2 y Q es el
cuadrilátero que es isométrico a T r {γ1, γ2} (ver

Teorema 4), entonces Q tiene ángulos interiores
θ1, θ0/2, θ2 y θ0/2. Además Q está dividido en dos
triángulos congruentes por la diagonal que une
los vértices de ángulos θ1 y θ2. Para recuperar
a Q basta identificar las aristas de Q mediate
la reflexión en la recta determinada por dicha
diagonal, de manera que Q se ve como el doble
de un triángulo (empanada).
Es sabido que dados 3 números θ0, θ1, θ2 tales
que θ0 + θ1 + θ2 = 2π existe un único triángulo
módulo semejanza. De aquı́ se sigue el siguien-
te resultado:

Teorema 4.2. El espacio de métricas planas so-
bre S2 con 3 singularidades cónicas se corres-
ponde con Θ (3) = {(θ0, θ1, θ2) ∈ R3 | θ0 ≥ θ1 ≥
θ2 > 0, θ0 + θ1 + θ2 = 2π}.

4.2. Cuatro singularidades de ángu-
los cónicos iguales a π

Durante esta sección llamaremos disfenoide a
una métrica plana en S2 con cuatro singulari-
dades cónicas y denotaremos con pq ⊂ C al seg-
mento que une a p con q. Comenzamos introdu-
ciendo el espacio de triángulos módulo seme-
janza orientada el cual utilizaremos para mo-
delar a los disfenoides.
Si a cada punto Z = (z1, z2, z3) ∈ C3 le asociamos
el conjunto {z1z2 ∪ z2z3 ∪ z3z1} ⊂ C, entonces po-
demos pensar a C3 como el espacio de triángu-
los contenidos en C. Decimos que los triángulos
Z = (z1, z2, z3) y W = (w1,w2,w3) son equivalentes
(escribimos Z ∼ W) si existen a, b ∈ C con a , 0,
tales que para toda i, wi = azi + b. Es claro que
∼ define una relación de equivalencia C3. Para
calcular el cociente C3/∼, basta notar que dos
triángulos Z,W en el subespacio V = {(0, z2, z3)}
son equivalentes si y sólo si W = aZ con a , 0.
De manera que C3/∼� PCV = CP1 � S2, aquı́ te-
nemos que olvidar el triángulo en el que todos
los puntos coinciden (el 0 ∈ V).
Supongamos que T es un disfenoide con singu-
laridades en p0, p1, p2 y p3. Las geodésicas mı́ni-
mas en T sarisfacen:

1. Pueden existir a lo más dos geodésicas
mı́nimas γi y γ′i entre p0 y pi.

2. Si T es tal que entre p0 y pi existen dos
geodésicas mı́nimas, entonces en T se
cumple que para j , i, existe una única
γ j entre p0 y p j.

En este caso el hexágono que es isométrico a Tr
{γ1, γ2, γ3} (ver Teorema 4) tiene 3 ángulos inte-
riores no adyacentes iguales a π, además la su-
ma de los otros 3 también debe ser π. De mane-
ra que dicho hexágono se ve como un triángulo
con los puntos medios de sus aristas marcados
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(éstos provienen de las singularidades p1, p2, p3).
Podemos recuperar a T identificando las aristas
de dicho triángulo con un doblez en su pun-
to medio. Los triángulos que son isométricos a
T r {γ1, γ2, γ3} son agudos o rectángulos. Resul-
ta que los triángulos rectángulos corresponden
a disfenoides sobre los que habı́a 2 geodésicas
mı́nimas, dichos disfenoides se ven como el do-
ble de dos rectángulos. Con estas observacio-

nes llegamos al siguiente resultado:

Teorema 4.3. El espacio de disfenoides se ve
como el doble del triángulo hiperbólico ideal con
ángulos π

2 y π
3 .

Una demostración rigurosa de este resultado se
puede consultar en [4].

Referencias
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Un Teorema de Trascendencia en Números
M. C. José Hernández Santiago

Posgrado Conjunto en Ciencias
Matemáticas UNAM-UMSNH

RESUMEN. En estas notas se demuestra, siguiendo a Serge Lang, una versión débil del siguiente
resultado:

Teorema (de las seis exponenciales). Si {β1, β2} y {z1, z2, z3} son subconjuntos de C que son linealmente
independientes sobre Q, entonces al menos uno de los números

eβ1z1 , eβ1z2 , eβ1z3 , eβ2z1 , eβ2z2 , eβ2z3 ,

es trascendente.

1. Preliminares
Lema 1.1 (C. L. Siegel, 1949). Sea



a11x1 + · · · + a1nxn = 0,
· · ·

ar1x1 + · · · + ar nxn = 0,
(1)

un sistema de r ecuaciones lineales en n incógni-
tas donde cada uno de los coeficientes ai j es un
número entero. Supóngase que A ≥ 1 es tal que
|ai j| ≤ A para cada 1 ≤ i ≤ r y cada 1 ≤ j ≤ n.
Si n > r, entonces el sistema admite una solu-
ción no trivial z := (z1, . . . , zn) ∈ Zn que satisface
lo sig.:

‖z‖∞ := máx
1≤ j≤n

|z j| ≤ 2(nA)
r

n−r .

Demostración. La matriz C := (ai j)1≤i≤r, 1≤ j≤n de-
termina una transformación lineal de Rn a Rr.
Como cada una de las entradas de C es un
número entero, se cumple que C manda Zn en
Zr. Ahora bien, para cada H ∈ N, denotemos
conZn(H) al subconjunto deZn conformado por
aquellos x ∈ Zn tales que ‖x‖∞ ≤ H. En vista de
que para todo x ∈ Zn(H) y 1 ≤ ` ≤ r se verifica
que

|a`1x1 + · · · + a`nxn| ≤ nAH,

tenemos que la imagen de Zn(H) bajo C es
un subconjunto de Zr(nAH). Luego, puesto que
|Zn(H)| = (2H + 1)n y |Zr(nAH)| = (2bnAHc + 1)r, se
tiene que si

(2nAH + 1)r < (2H + 1)n, (2)

entonces C|Zn(H) no es inyectiva. Esto permite
garantizar la existencia de x,y ∈ Zn(H) (distin-
tos) tales que C(x) = C(y); de esta igualdad y la

linealidad de C se sigue que z := x − y es una
solución no trivial de (1) cuya norma infinito es

‖z‖∞ ≤ ‖x‖∞ + ‖y‖∞ ≤ 2H. (3)

Para concluir la demostración, basta notar que,
eligiendo 2H como el único número par tal que

(nA)
r

n−r − 1 ≤ 2H < (nA)
r

n−r + 1,

se satisface la desigualdad en (2), tal como lo
constatan los cálculos siguientes:

(2nAH + 1)r < (nA)r(2H + 1)r ;
≤ (2H + 1)n−r(2H + 1)r ;
= (2H + 1)n.

�

Lema 1.2. Si r1, . . . , rk son números complejos
distintos, entonces las funciones fi : C → C defi-
nidas por fi(t) = erit (para cada t ∈ C) son lineal-
mente independientes sobre C.

Demostración. Es un ejercicio sencillo de álge-
bra lineal. �

Definición 1.1. Decimos que las funciones
f , g : C → C son algebraicamente indepen-
dientes (sobre C) si para cualquier P ∈ C[x, y]\{0}
resulta que P( f , g) no es la función cero.

Proposición 1.1. Si α, β ∈ C son linealmente
independientes sobre Q, entonces las funciones
f1(t) = eαt y f2(t) = eβt son algebraicamente inde-
pendientes.
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Demostración. Supongamos que P(x, y) =∑
i, j ai, jxiy j ∈ C[x, y] es tal que P(eαt, eβt) = 0 pa-

ra todo t ∈ C. Se sigue de esto que

0 = P(eαt, eβt) =
∑

i, j

ai, je(αi+β j)t.

Como α y β son linealmente independientes so-
bre Q, los números ri j := αi + β j ∈ C son todos
distintos. Aplicando el lema anterior, obtene-
mos que cada uno de los ai j es igual 0, de lo
cual se concluye que P(x, y) es el elemento cero
de C[x, y]. �

Proposición 1.2 (Principio del módulo máxi-
mo). Sean D ⊆ C una región y f : D → C una
función holomorfa. Si | f | tiene un máximo local en
algún z0 ∈ D, i.e., si | f (z0)| = ‖ f ‖U := supζ∈U | f (ζ)|
en algún disco U centrado en z0 y contenido en
D, entonces f es constante.

Demostración. Supongamos que f no es cons-
tante y que | f (z0)| > 0. Puesto que, para cada
z ∈ U se cumple que | f (z)| ≤ | f (z0)|, se sigue
que f (U) ⊆ B| f (z0)|(0). De esto y del hecho de que
f (z0) ∈ f (U) ∩ ∂(B| f (z0)|(0)) se concluye que f (U)
no es un abierto de C, lo cual entra en contra-
dicción con lo que establece el teorema de la
aplicación abierta. �

Corolario 1.1 (Desigualdad de Jensen). Sea f
una función holomorfa en {z ∈ C : |z| ≤ R}. Si
f (0) , 0 y los ceros de f en BR(0) son z1, z2, . . . , zN,
entonces†

| f (0)| ≤ ‖ f ‖R(|z1 · · · zN |/RN).

Demostración. Resulta fácil convencerse de que

R2 − zzn

R(z − zn)

es un número complejo de módulo 1 cuando
|z| = R. Por tanto,

g(z) = f (z)
N∏

n=1

R2 − zzn

R(z − zn)

es una función holomorfa en {z ∈ C : |z| ≤ R} y
|g(z)| = | f (z)| si |z| = R. Aplicando el principio del
módulo máximo a la función g se obtiene que

|g(z)| ≤ ‖ f ‖R,
de lo cual se concluye que

| f (0)|RN = |g(0)||z1 · · · zN | ≤ ‖ f ‖R|z1 · · · zN |.
�

Corolario 1.2. Sea f como en el corolario an-
terior. Para r > 0, denótese con ν(r) = ν( f , r) al
número de ceros de f , contados con multiplici-
dad, en {z ∈ C : |z| < r}. Se tiene entonces que

∫ R

0

ν(x)
x

dx ≤ log ‖ f ‖R − log | f (0)|.

Demostración. Primeramente demostraremos
que

N∑

n=1

∫ R

|zn |

1
x

dx =
∫ R

0

ν(x)
x

dx. (4)

Para k ∈ {1, . . . ,N}, defı́nase χk : [0,R] → {0, 1} co-
mo

χk(x) =
{

1 si x > |zk|
0 si x ≤ |zk|.

Luego, en vista de que
∑N

n=1 χn(x) = ν(x), se des-
prende que

N∑

n=1

∫ R

|zn |

1
x

dx =

N∑

n=1

∫ R

0

χn(x)
x

dx ;

=

∫ R

0




N∑

n=1

χn(x)




1
x

dx ;

=

∫ R

0

ν(x)
x

dx.

De (4) y la desigualdad de Jensen se concluye
que

∫ R

0

ν(x)
x

dx =

N∑

n=1

(log R − log |zn|) ;

= log
(

RN

|z1 · · · zN |
)
≤ log ‖ f ‖R − log | f (0)|.

�

El corolario 1.2 permitirá establecer una cone-
xión entre el número de ceros de una función
en un disco y la tasa de crecimiento de la fun-
ción. Antes de enunciarla es preciso recordar
que si f es función entera y ρ,A,B son constan-
tes positivas tales que

| f (z)| ≤ AeB|z|ρ

para todo z ∈ C, entonces se dice que f tiene or-
den de crecimiento ≤ ρ. Al ı́nfimo de todos los
ρ > 0 que satisfacen lo anterior se le denomina
el orden de la función f .

Corolario 1.3. Sea f una función entera distin-
ta de la función idénticamente 0 que tiene orden
de crecimiento ≤ ρ. Existe C > 0 tal que ν(r) ≤ Crρ

para cada r suficientemente grande.
†Con ‖ f ‖R denotamos en lo sucesivo al valor máximo de | f | en la frontera del cı́rculo de radio R centrado en el origen.
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Demostración. Puede suponerse que f (0) , 0
pues, en caso contrario, f (z) = z`g(z) para algún
` ∈N y una función entera g que no se anula en
z = 0, que también tiene orden de crecimiento
≤ ρ y tal que ν( f , r) = ν(g, r) + ` para todo r > 0.

Fijemos r > 0. Al aplicar el corolario 1.2 con
R = 2r se obtiene que

log ‖ f ‖2r − log | f (0)| ≥
∫ 2r

r

ν(x)
x

dx ;

≥ ν(r)
∫ 2r

r

1
x

dx ;

= ν(r) log 2.

Por otro lado, de la condición sobre el creci-
miento de f se tiene que

log ‖ f ‖2r ≤ log AeB(2r)ρ = log A + (2ρB)rρ.

Ası́ las cosas,

ν(r) ≤ log A + (2ρB)rρ − log | f (0)|
log 2

y la demostración termina. �

2. Demostración
Etapa 1. Sean β1, β2, z1, z2, z3 como en la formu-
lación del teorema. Sean f , g : C→ C las funcio-

nes definidas por las asignaciones t
f7−→ eβ1t y

t
g7−→ eβ2t. Probaremos, por reductio, que al me-

nos uno de los seis números siguientes

f (z1) = eβ1z1 , f (z2) = eβ1z2 , f (z3) = eβ1z3 ,

g(z1) = eβ2z1 , g(z2) = eβ2z2 , g(z3) = eβ2z3 ,

no pertenece a Z. A fines de obtener un absur-
do, supongamos lo opuesto. Sean n un cuadra-
do perfecto suficientemente grande y r := (4n)

3
2 .

Apelando al lema de Siegel podemos garantizar
la existencia de xi j ∈ Z, no todos cero, tales que
la función auxiliar

F :=
∑

1≤i, j≤r

xi j f ig j (5)

se anula en cada uno de los elementos del con-
junto

Kn := {k · z : 1 ≤ k1, k2, k3 ≤ n}.
Nótese que el lema de Siegel se está aplicando
aquı́ a un sistema de n3 ecuaciones lineales en

r2 = (4n)3 incógnitas; luego, puesto que para los
coeficientes se tiene la estimación

| f i(k · z)g j(k · z)| ≤ e|iβ1(k·z)+ jβ2(k·z)|

≤ er(|β1 |+|β2 |)‖k‖‖z‖

≤ e(|β1 |+|β2 |)‖z‖rn
√

3

≤ Cn
5
2

1 (6)

para alguna constante C1 ≥ 1, el lema de Siegel
indica que los xi j cumplen que

|xi j| ≤ 2(r2Cn
5
2

1 )
n3

(4n)3−n3 = 2((4n)3Cn
5
2

1 )
1

63 ≤ (2)(4
1
21 )Cn

5
2

2 (7)

para alguna constante C2 ≥ 1.

Etapa 2. Lo que se hará a continuación, a gran-
des rasgos, es utilizar información sobre el com-
portamiento de la función F en Kn para exhibir
un ω ∈ K := {k · z : k1, k2, k3 ∈ N} de tal modo que
|F(ω)| sea pequeño y F(ω) , 0: estos requerimien-
tos sobre ω son clave pues de ellos y del hecho
de que F(ω) ∈ Z se obtendrá la contradicción
con la cual culminará la demostración.

En primer lugar, observemos que de la inde-
pendencia algebraica de las funciones f y g
se desprende que la función F no es idéntica-
mente cero; por otro lado, el supuesto de que
f (z1), f (z2), f (z3), g(z1), g(z2), g(z3) son números en-
teros implica que F(K ) ⊆ Z. Más aún, se tiene
que‡:

A. Existe k · z ∈ K tal que F(k · z) , 0.

Dem. A fines de obtener una contradic-
ción, supongamos que F(k · z) = 0 para
cada k · z ∈ K . Para r > 0 la desigualdad
‖k‖ ≤ r

‖z‖+1 implica que |k · z| ≤ ‖k‖‖z‖ < r;
en consecuencia,

⌊
r√

3(‖z‖ + 1)

⌋3

≤ ν(r).

Por otro lado, al ser F es una función de
orden de crecimiento ≤ 1, el corolario 1.3
implica que ν(r) ≤ Cr para algún C > 0 y
todo número r mayor que una constante
absoluta c > 0. Puesto que las estimacio-
nes obtenidas para ν(r) dan lugar a una
desigualdad que no tiene sentido cuando
r es suficientemente grande, el resultado
se sigue.

B. El conjunto S := {s ∈ N : F(k · z) =
0 para todo k = (k1, k2, k3) ∈ N3 t. q. 1 ≤
k1, k2, k3 ≤ s} tiene un elemento máximo.

‡Vienen a continuación dos asertos importantes. En los recuadros respectivos bosquejamos las demostraciones de cada
uno de ellos.
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Dem. En caso contrario existe una suce-
sión s1 < s2 < s3 < · · · de números natura-
les tales que

F(k · z) = 0

para cada ` ∈N y cada k ·z ∈ Ks` . De esto
se colige que F(k ·z) = 0 para todo k ·z ∈ K
( lo cual es absurdo en vista de lo esta-
blecido en A): en efecto, sea k · z ∈ K ; si
m = máx{k1, k2, k3} y ` ∈N es tal que m < s`,
entonces k · z ∈ Ks` y, en consecuencia,
F(k · z) = 0.

Luego, si s es el elemento máximo de S entonces
s ≥ n; además, si

ω := k · z ∈ Ks+1

se elige de tal modo que kν = s + 1 para algún
ν ∈ {1, 2, 3}, se tiene que F(ω) , 0.
Etapa 3. Estimaremos ahora el módulo de F(ω)
utilizando la siguiente identidad

F(ω) = lı́m
t→ω

(
F(t)∏

k·z∈Ks
(t − k · z)

) ∏

k·z∈Ks

(ω − k · z). (8)

El número de factores de cada uno de los pro-
ductos que aparecen en la identidad es s3. La
función que aparece dentro de los parénte-
sis admite una extensión holomorfa a todo el
plano complejo: consiguientemente, para es-
timar |F(ω)| podemos aplicar el principio del

módulo máximo en el cı́rculo de radio R = s
3
2

centrado en el origen. Si t es un número com-
plejo de módulo R (y, digamos∗, n ≥ 4(|z1| + |z2| +
|z3|)2), entonces

|t−k ·z| ≥ R− |k ·z| = s
3
2 − s(|z1|+ |z2|+ |z3|) ≥ s

3
2

2
=

R
2

y por tanto

|ω − k · z|
|t − k · z| ≤

2(|z1| + |z2| + |z3|)s
R

≤ C3

s
1
2

para alguna constante C3 > 1. Ası́ pues, de (8) y
la estimación∗∗

‖F‖R ≤ r2(2)(4
1

21 )(Cn
5
2

2 )(CrR
4 ) ;

≤ (2)(4
1
21 )(4n)3(Cs

5
2

2 )(C(4n)
3
2 ·s 3

2

4 ) ;

≤ (2)(43+ 1
21 )(Cs3

5 ) ;

≤ Cs3

6 ,

se llega a que

log |F(ω)| ≤ log ‖F‖R + log
(

C3

s
1
2

)s3

;

= (log(C3C6))s3 − 1
2

s3 log s.

Puesto que la desigualdad en la lı́nea anterior
es absurda para s arbitrariamente grande, la
demostración termina.

Referencias
[1] S. Lang, Transcendental numbers and diophantine approximations, Bull. Amer. Math. Soc., vol.

77, number 5, pp. 635–677, 1971.

[2] R. Murty & P. Rath, Transcendental numbers, Springer-Verlag, 2014.

[3] C. L. Siegel, Transcendental numbers, Annals of Mathematics Studies (number 16), Princeton
University Press, Princeton, NJ, USA, 1949.

∗Aquı́ es donde cobra sentido el calificativo suficientemente grande con el que se adjetivó a n al inicio de esta sección.
∗∗La constante C2 proviene de (7) y C4,C5,C6 son constantes mayores que 1.
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El Grupo de Difeomorfismos del Espacio Afı́n
Rn o Cn

Dr. Jesús Muciño Raymundo
Profesor-Investigador del Centro en Ciencias

Matemáticas, UNAM-Morelia

RESUMEN. Los difeomorfismos o cambios de coordenadas aparecen en muchas situaciones. Por
ejemplo para el resultado de Abel-Galois sobre la imposibilidad de resolver una ecuación general
algebraica por radicales, o al enunciar el teorema de solución de ecuaciones diferenciales ordina-
rias. Ello ilustra una dicotomı́a: a veces los difeomorfismos son un lenguaje formal que nos permite
enunciar resultados, otras veces hallarlos explı́citamente resulta de máximo interés. Todos los difeo-
morfismos de un objeto forman un grupo. Se consideran los grupos de difeomorfismos de los objetos
mas sencillos; los espacio afines reales o complejos, en cualquier dimensión.

1. Isomorfismos
Entre otras cosas, las matemáticas construyen
modelos de las ciencias naturales y sociales, e
incluso (tautológicamente) modelos de objetos
emanados de ellas mismas. El ejemplo Nean-
derthal son los números naturales N.

Dos objetos matemáticos son esencialmente el
mismo cuando son iguales salvo isomorfismo.

Para fijar ideas: las distintas construcciones de
los números naturales N en notación, arábiga,
decimal, en chino, en maya, en binario etc., son
iguales salvo isomorfismo.
A priori, la existencia de un isomorfismo entre
dos objetos puede ser no trivial. Por ejemplo; al
describir todas las parejas p/q ∈ Q que determi-
nan un mismo número racional, vislumbramos
el lugar privilegiado de los números primos en
las matemáticas.
Dado un objeto matemático la pregunta ¿de
cuántas maneras podemos escribirlo? De ma-
nera atingente, ello da origen a la noción de au-
tomorfismo de un objeto fijo.
Evidentemente todos los automorfismos de un
objeto forman un grupo bajo la composición. El
inverso es cierto naturalmente; todo grupo apa-
rece como el grupo de automorfismos de un ob-
jeto. Ver V. I. Arnold [1].
Tres conceptos:

isomorfismo, automorfismo, grupo.
Nosotros miramos al cálculo elemental, consi-
derando r ∈ {1, . . . ,∞} fijo y dos abiertos U,V de
Rm.

Definición. Un cambio de coordenadas o difeo-
morfismo entre los abiertos U y V, de clase Cr,
es una aplicación

φ : U ⊆ Rm −→ V ⊆ Rm

tal que
i) φ es biyección,
ii) φ es de clase Cr,
iii) φ−1 es también de clase Cr.

Para U , V, un difeomorfismo φ es un isomor-
fismo diferenciable.
Si U = V entonces φ expresa la noción de auto-
morfismo diferenciable.

2. Los cambios de coordena-
das son útiles.

Ejemplo. Clasificación de curvas planas.
El grupo de difeomorfismos (o cambios de coor-
denadas) lineales es

GL(m,R) = {L : Rm −→ Rm | lineal e invertible }.
Adicionalmente el grupo de las transformacio-
nes afines es el producto semidirecto del grupo
general lineal y el grupo de translaciones, esto
es

GL(m,R) o Rm = {φ : Rm −→ Rm | x 7−→ L(x) + b }.
Una cónica en R2 es

{(x, y) | a1x2 + a2xy + a3y2 + a4x + a5y + a6 = 0,

(a1, a2, a3) , 0 } ⊂ R2.
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La clasificación de cónicas salvo transformacio-
nes afines es cónicas en R2

GL(2,R)oRm que consiste de:

un cı́rculo x2 + y2 = 1
una hipérbola x2 − y2 = 1
una parábola y − x2 = 0
dos rectas que se cruzan xy = 0
dos rectas paralelas x2 − 1 = 0
una recta doble x2 = 0
un punto x2 + y2 = 0
el vacı́o x2 + y2 = a6 < 0.

Un problema muy interesante, estudiado desde
I. Newton, es el caso de cúbicas.

¿Cuántas clases cúbicas en R2

GL(2,R)oRm hay?

Ejemplo. Resolución de ecuaciones algebraicas.
Dado un grado n ≥ 1, la aplicación de Vièta Vn
es

C∗ × Cn −→ C∗ × Cn

S(n)
Vn−−→ Cn+1 − {cn = 0}
V−1

n←−−−

(cn, z1, . . . , zn) 7−→ (cn, [z1, . . . , zn]) 7−→ (cn, cn−1, . . . , c0)
= (cn,−cn(z1 + . . . + zn), . . . , (−1)nc0(z1 · · · zn))

= cn(z − z1) · · · (z − zn) = cnzn + . . . + (−1)nc0(z1 · · · zn).

Donde S(n) es el grupo de permutaciones. Par-
tiendo del coeficiente lider y las raı́ces con or-
den (cn, z1, . . . , zn) obtenemos:

el polinomio con raı́ces sin orden, c(z−z1) · · · (z−
zn), mismo que bajoVn va en los coeficientes de
cnzn + . . . + c1z + c0.

Teorema.

1. La aplicación

Vn : U ⊂ C × C
n

S(n)
−→ V ⊂ Cn+1

es un difeomorfismo (holomorfo) para ca-
da bola abierta U suficientemente pe-
queña, con centro en raı́ces sin repetición
(z1, . . . , zn).

2. V−1
n no existe como función en todo
Cn+1\{cn , 0}.

El teorema nos dice que Vn es difeomorfismo
en ciertos dominios y que hay puntos singula-
res (donde la diferencial DVn es de rango menor
o igual a n), que provienen de las raı́ces repeti-
das. La geometrı́a de Vn es intrincada [10].

Recordemos el siguiente resultado clásico, un
diccionario.
Ejemplo. Resolución de ecuaciones diferencia-
les.

Teorema. E. Picard. Sobre Rm existe una corres-
pondencia biyectiva entre:

i) Campos vectoriales de clase C1

V : Rm −→ TRm

(x1, . . . , xm) 7−→ V1(x1, . . . , xm) ∂
∂x1

+ . . .

+Vm(x1, . . . , xm) ∂
∂xm
.

ii) Sistemas de ecuaciones diferenciales ordina-
rias de clase C1



dx1

dt
= V1(x1, . . . , xm)
...

dxm

dt
= Vm(x1, . . . , xm).

iii) Flujos locales de clase C1

Φ : Ω ⊆
(
Rt ×Rm

)
−→ Rm

(
t, (x1, . . . , xm)

)
7−→ Φ(t, (x1, . . . , xm)),

donde por definición Φ(t, ) = Id enRm y Φ(t1, )◦
Φ(t2, ) = Φ(t1 + t2, ) cuando ambas composicio-
nes están bien definidas.

La correspondencia (i)− (ii) es simple notación.
Mientras que (ii)⇒ (iii) sigue de

Φ
(
t, (x1, . . . , xm)

)
=



posición (x1t, . . . , xmt) después
de tiempo t de la trayectoria

solución de (ii) que a tiempo
t = 0 estaba en (x1, . . . , xm).

Que descansa en la existencia y unicidad de so-
luciones como sigue.

Teorema. E. Picard. Si el campo vectorial V no
se anula en un punto (x1, . . . , xm), entonces existe
un difeomorfismo φ de clase C1 en una vecindad
U del punto, tal que transforma el campo vecto-
rial V en un nuevo campo vectorial

φ∗V = 1
∂
∂x1

+ 0
∂
∂x2

+ . . . + 0
∂
∂xm

sobre φ(U).

La hipótesis es simple; V de clase C1 en Rm y no
nulo en el punto. La conclusión es muy fuerte;
la existencia y unicidad de las soluciones.

Es bien conocido que para campos vectoriales
polinomiales V en R2 de grado 1, la solución es
elemental y explı́cita, presentándose casi una
docena de comportamientos cualitativos. Mien-
tras que en R2, para V de grado 2 no hay espe-
ranza de hallar soluciones explı́citas en lo ge-
neral y se esperan alrededor de 2500 compor-
tamientos cualitativos.
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Observación. ¿Por qué los cambios de coorde-
nadas son útiles?
Consideremos un cambio de coordenadas

φ : U ⊂ Rm −→ V ⊂ Rm

de clase Cr, sucede que:
i) φ envı́a puntos p de U en puntos φ(p) de V.
ii) φ envı́a trayectorias γ ⊂ U en trayectorias
φ ◦ γ ⊂ V.
iii) φ envı́a vectores tangentes dγ

dt de U en vecto-
res tangentes d(φ◦γ)

dt de V.
iv) φ envı́a ecuaciones diferenciales de U en
ecuaciones diferenciales en V.
v) φ envı́a funciones f : U −→ R en funciones
f ◦ φ−1 : V −→ R.
vi) φ envı́a soluciones de una ecuación diferen-
cial de U en soluciones de la ecuación diferen-
cial respectiva en V.
...

Donde los puntos suspensivos nos sugieren
que esta idea puede aplicarse a todo tipo de ob-
jetos, ver Fig. 1. Dicho de manera tautológica,
un cambio de coordenadas φ: lleva un objeto
matemático O sobre U en otro objeto φ∗O sobre
V, de manera fiel. Ver la introducción de [13].
Como ilustración en el análisis recordemos el:

Lema. Para un difeomorfismo
φ = (u, v) : U ⊆ C −→ V ⊂ C

de clase C2 son equivalentes los siguientes he-
chos.
i) φ lleva soluciones de la ecuación de Laplace
∆ f = 0 sobre U,
en soluciones de la ecuación de Laplace sobre V.
ii) φ es holomorfa.

a)

b)

c)

d)

Fig 1. Un difeomorfismo local φ transforma; a) puntos en
puntos, b) trayectorias en trayectorias, c) vectores tangen-
tes en vectores tangentes, d) funciones en funciones.

3. La conjetura Jacobiana.
Consideremos K el campo real R o complejo C
y

φ = (φ1, . . . , φm) : Km
z1...zm

−→ Km
w1...wm

una aplicación polinomial. Es posible definir su
matriz Jacobiana DF y supondremos de ahora
en adelante que det(Dφ) , 0 en todo punto de
Km.
Claramente, si φ : Rm −→ Rm es un difeomorfis-
mo polinomial, entonces necesarimente det(Dφ)
no se anula para todo punto de Rm.

La conjetura Jacobiana. Si det(Dφ) , 0 entonces
la aplicación polinomial inversa

φ−1 : Km
w1...wm

−→ Km
z1...zm

existe.

Esta conjetura fue propuesta por O. H. Keller
en 1939, [11]. La conjetura Jacobiana es falsa
para aplicaciones polinomiales en Rm, cuando
permitimos que det(DF) : Rm −→ R sea un poli-
nomio no nulo y no constante.

Contra–ejemplo de S. Pinchuk (1994). La apli-
cación polinomial φ : R2 −→ R2

φ =
(
φ1(x, y), φ2(x, y)

)
=

(
x6y4 − 4x5y3 + 3x4y3 + 6x4y2 − 7x3y2 − 4x3y

+ 3x2y2 + 5x2y + x2 − 3xy − x + y, 2xy − 57x2y2

+ 45x5y4 − 100x4y3 + 106x3y3 + 50x3y2 +
39
2

x4y4

+ 50xy2 − 167
4
− 16x5y5 + 25x7y6 + 10x6y5

− 5x3y4 − 45x9y8 − 60x8y7 + 60x7y7 − 54x6y6

+ 30x5y6 − 75x11y10 + 150x10y9 − 150x9y9

+
525

4
x8y8 − 75x7y8

)

cumple que det(Dφ) , 0 en todo punto de R2

y sin embargo φ no es invertible.Como conse-
cuencia del contra–ejemplo:

los difeomorfismos polinomiales de Cm forman
un subgrupo propio de los difeomorfismos poli-
nomiales de Rm.

4. ¿Por qué la conjetura Ja-
cobiana es difı́cil?

Teorema. N. H. Abel – E. Galois. Para todo abier-
to D del espacio de polinomios

{P(z) = cnzn+cn−1zn−1+. . .+c1z+c0 : Cz −→ Cw} ⊂ Cn+1,
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si P(z) ∈ D entonces el despeje z = P−1(w) es im-
posible por radicales.

Esto es, para dimensión m ≥ 2, la conjetura Ja-
cobiana en Km es difı́cil ya que, ella afirma que
dado el sistema algebraico



φ1(z1, . . . , zm) = w1
...

φm(z1, . . . , zm) = wm

bajo la condición det(Dφ) , 0, existe el despeje
polinomial



φ−1
1 (w1, . . . ,wm) = z1

...
φ−1

m (w1, . . . ,wm) = zm.

Ejemplo afirmativo. Un movimiento de cartas en
la m–ésima dirección es

φ : (z1, . . . , zm) 7−→
(
z1, . . . , zm−1, h(z1, . . . , zm−z)

)

donde por definición h es polinomial, ver Fig. 2.
Para tal φ el sistema de ecuaciones algebraicas



z1 = w1
...

zm−1 = wm−1
zm + h(z1, . . . , zm−1) = wm

puede despejarse, obteniéndose φ−1 polinomial.

Fig 2. a) Un movimiento de cartas φ : R3 −→ R3. b) Una
composición φ j ◦ φi : R3 −→ R3 de movimientos de cartas
en distintas direcciones.

Observación. Todos los movimientos de cartas
polinomiales {φ} en la j–ésima dirección forman
un grupo bajo la composición.
ii) Todos los movimientos de cartas polinomia-
les {φ} en todas las direcciones j ∈ 1, . . . ,m for-
man un grupo bajo la composición.

Esto es la conjetura pregunta si;
¿todo automorfismo polinomial es composición
finita de movimientos de cartas?

Es posible mostrar que la Conjetura Jacobiana
puede enunciarse usando al menos las siguien-
tes teorı́as sobre Rn y Cm:
• Las ecuaciones diferenciales ordinarias.
• El álgebra conmutativa.
• La topologı́a de cubiertas y fibraciones.
• Las singularidades de curvas algebraicas.
• La geometrı́a diferencial de métricas planas.
Etc.
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El Uso del Axioma de Martin en Pruebas de
Independencia

M. C. Sonia Navarro Flores
Posgrado Conjunto en Ciencias

Matemáticas UNAM-UMSNH

RESUMEN. El objetivo de estas notas es usar el Axioma de Martin para mostrar la independencia de
la proposición que dice que la propiedad topológica de ser ccc es productiva. Para lograr el objetivo
vamos a revisar varios resultados de topologı́a y teorı́a de conjuntos primero.

En estas notas ω denotará la colección de los
números naturales {0, 1, 2, ...} y como ω es un
número ordinal y un número cardinal también
representa su tamaño. ω1 representa el primer
ordinal no numerable. Si X es un conjunto,
P(X) es la colección de todos los subconjuntos
de X. c denota el tamaño de N.

1. La condición de la cade-
na numerable y la lı́nea de
Suslin

Definición 1.1. Un espacio topológico tiene la
condición de la cadena numerable (o es ccc) si
cualquier colección de subconjuntos abiertos, no
vacı́os y ajenos por pares es a lo más numerable.

Lema 1.1. Cada espacio topológico separable
tiene la ccc.

Además en espacios métricos las propiedades
de ser ccc y separable son equivalentes.

Definición 1.2. Si (X, <) es un conjunto total-
mente ordenado, la topologı́a del orden sobre X
es la topologı́a que tiene como base a los inter-
valos de la forma (x, y), (x,∞), (y,∞) con x, y ∈ X.

Se sabe que cualquier conjunto totalmente or-
denado sin extremos que es separable y conexo
con la topologı́a del orden es isomorfo a R con
su orden usual. En 1920 M. Suslin conjeturó
que si se pide que el espacio sea ccc en lugar de
separable se sigue teniendo que el espacio es
isomorfo a los reales.

Definición 1.3. Sea (X, <) un conjunto totalmen-
te ordenado sin extremos. Decimos que (X, <) es
una lı́nea de Suslin si es un espacio ccc con la

topologı́a del orden pero no es separable con la
misma.

Observamos que de existir una lı́nea de Sus-
lin entonces la conjetura de Suslin serı́a fal-
sa. En topologı́a resulta natural preguntarse
cuándo una propiedad se preserva bajo opera-
cioes de espacios, por ejemplo, bajo el producto
topológico. Por lo tanto es natural preguntarse
si el producto topológico de espacios ccc es ccc.
El resultado más cercano a lo que queremos
saber que se tiene en topologı́a general es el si-
guiente.

Teorema 1.1. Sea {Xi : i ∈ I} colección de es-
pacios con la ccc. Si el producto de cualquier co-
lección finita de tales espacios es ccc entonces
entonces el producto topológico

∏
i∈ω Xi es ccc.

Lema 1.2. Si (X, <) es un conjunto totalmente or-
denado que tiene la ccc pero no es separable con
la topologı́a del orden entonces XxX no es ccc con
la topologı́a producto.

Demostración. Para cada α < ω1 elegiremos
aα, bα, cα ∈ X que cumplan lo siguiente:

1. aα < bα < cα;

2. (aα, bα) , ∅ y (bα, cα) , ∅;
3. ξ < α implica que bξ < (aα, bα).

Suponiendo que se pueden construir tales su-
cesiones, los conjuntos (aα, bα)x(bα, cα)son una
cantidad no numerable de conjuntos abiertos
no vacı́os y ajenos por pares. Ahora vamos a
construir las sucesiones. La elección de los aα,
bα, cα se hará por recursión sobre α < ω1. Sea
I el conjunto de los puntos aislados de X, es
decir, de los puntos x ∈ X tales que {x} es
un conjunto abierto. Note que como X es ccc,
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| X |≤ ω. Primero elija a0, b0, c0 ∈ X de forma
que a0 < b0 < c0. Ahora tome β < ω1 y supon-
ga que ya hemos elegido {aα}α<β, {bα}α<β y {cα}α<β.
Sea D = I ∪ ⋃{aα}α<ω ∪ ⋃{bα}α<ω ∪ ⋃{cα}α<ω, co-
mo D es numerabley X no es separable se cum-
ple que X\cl(D) , ∅. Como X\cl(D) es un abierto
no vacı́o existe un intervalo (aα, cα) ⊆ X\cl(D) no
vacı́o y sin puntos aislados, por lo tanto pode-
mos elegir bα ∈ (aα, cα) de forma que (aα, bα) , ∅ y
(bα, bα) , ∅.
Por lo tanto si existiera una lı́nea de Suslin
tendrı́amos que la propiedad de ser ccc no es
productiva. En el libro Set Theory de kenneth
Kunen se prueba que la existencia de una lı́nea
de Suslin es consistente con ZFC, por lo tanto
existe un modelo donde hay una lı́nea de Suslin
y por lo tanto existe un modelo donde la propie-
dad de ser ccc no es productiva. �

2. Teorı́a de conjuntos
Ahora presentaremos el lenguaje de la teorı́a de
conjuntos. Los conjuntos serán términos inde-
finidos y la relación de pertenencia será una
relación binaria indefinida que satisface los si-
guientes axiomas:

1. Axioma de existencia: ∃x(x = x).

2. Axioma del par: ∀x, y∃z∀w(w ∈ z ⇔ w = x o
w = y).

3. Axioma de unión: ∀x∃z∀w(w ∈ z⇔ ∃y ∈ x y
w ∈ y).

4. Axioma de potencia: ∀x∃z∀w(w ∈ z ⇔ ∀v ∈
w v ∈ x).

5. Axioma de infinito: ∃x(x , ∅ y ∀y ∈ x
y ∪ {y} ∈ x).

6. Axioma de extensionalidad: ∀x, y(x = y ⇔
∀w(w ∈ w⇔ w ∈ y)).

7. Axioma de comprensión: Dada una
fórmula ϕ con una variable libre
∀x∃z∀w(w ∈ z⇔ w ∈ x y ϕ(w)).

8. Axioma de reemplazo: Dada una fórmula
ϕ con dos variables libres tal que ϕ(x, y) =
ϕ(x, z) implica y = z, ∀x∃z∀w(w ∈ z ⇔ ∃v ∈
xϕ(v,w)).

9. Axioma de elección: ∀x(∀y ∈ x y , ∅ ⇒∏
y∈x y , ∅).

10. Axioma de regularidad: ∀x(x , ∅ ⇒ ∃y ∈
x∀w ∈ x w < y).

La teorı́a de conjuntos es la teorı́a que consta
de las deducciones que se pueden hacer par-
tiendo de los axiomas anteriores. La forma de

probar que una proposición p es independiente
de una teorı́a es encontrando dos modelos de
dicha teorı́a tales que uno satisface la proposi-
ción p y el otro su negación.

3. El Axioma de Martin y la
Hipótesis del continuo

Primero vamos a hablar de la hipótesis del con-
tinuo. Cantor probó que para cualquier con-
junto X, | X |<| P(X) |. En particular, si X = ω
tenemos que | ω |<| P(ω) |=| R |, es decir, ω < c.
En 1878 Cantor conjeturó que c = ω1, es decir,
que no existe Y ⊆ R tal que ω1 <| Y |< c. Años
más tarde gracias al trabajo de Cohen se su-
po que la hipótesis del continuo no se puede
probar a partir de los axiomas de la teorı́a de
conjuntos y su negación tampoco.

De ahora en adelante diremos que (P, <) es un
orden parcial para denotar que: (P, <) es un or-
den parcial y existe un elemento 1 ∈ P tal que
para todo p ∈ P, p ≤ 1.

Definición 3.1. Sean (P, <) un orden parcial y
p, q ∈ P

1. Diremos que p y q son compatibles si existe
r ∈ P tal que r ≤ p y r ≤ q.

2. Diremos que p y q son incompatibles si no
son campatibles.

3. C ⊆ P es una cadena si cualesquiera dos
de sus elementos son compatibles.

4. A ⊆ P es una anticadena si cualesquiera
dos de sus elementos son incompatibles.

5. Diremos que P tiene la ccc si cualquier anti-
cadena es de tamaño a lo más numerable.

6. D ⊆ P es un conjunto denso en P si para
cada p ∈ P existe q ∈ D tal que q ≤ p.

Definición 3.2. Sea P un orden parcial, G ⊆ P
es un filtro si

1. 1 ∈ G,

2. para cada p, q ∈ G existe r ∈ G tal que r ≤ p
y r ≤ q y

3. pra cada p ∈ P y q ∈ G tales que q ≤ p se
tiene que p ∈ G.

Ahora enunciaremos el Axioma de Martin, el
cual es consistente con que el continuo sea ar-
bitrariamente grande.
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Definición 3.3. El Axioma de Martin es la pro-
posición que dice que si P es un orden parcial
ccc y D es una familia de menos que c conjuntos
densos en P entonces existe un filtro g ⊆ P tal
que G intersecta a cada elemento de D.

En general, si P es un orden parcial y κ un car-
dinal, MAP(κ) es la proposición que dice que si
D es una familia de conjuntos densos en P de
tamaño a lo más κ entonces existe un fintro G
sobre P tal que G∩D , ∅ para cada D ∈ D. MA(κ)
dice que MAP(κ) ocurre para cada orden P que
es ccc. Note que el Axioma de Martin (MA) es la
proposición que dice que para cada κ < c, MA(κ)
ocurre.

Lema 3.1. Sea P un orden parcial yD una fami-
lia numeable de conjuntos densos en P. Si fija-
mos p ∈ P existe un filtro G sobre P tal que p ∈ G
y G intersecta a cada denso en D.

El siguiente lema nos dice que el Axioma de
Martin implica el Teorema de la categorı́a de
Baire.

Lema 3.2. Sea X un espacio compacto, haus-
dorff y con la ccc. Suponga que el Axioma de
Martin se cumple y para cada α < ω sea Hα ⊆ X
cerrado nunca denso. Entonces

⋃
α<ω Xα , X.

Demostración. Sea OX la colección de todos los
conjuntos abiertos no vacı́os de X ordenado con
la contención y note que es un orden parcial
donde 1 = X. Además como X es ccc, el orden
parcial OX es ccc. Observe que si G es un filtro
sobre OX entonces p, q ∈ G implica p∩ q ∈ G. Pa-
ra cada α < ω sea Dα = {q ∈ OX : cl(q) ∩ Hα = ∅}.
Cada Dα es denso pues si tomamos p ∈ P, co-
mo los Hα son conjuntos nunca densos y los
espacios hausdorff compactos son regulares,
podemos encontrar q abierto no vacı́o tal que
cl(q) ⊆ p\Hα. Por el Axioma de Martin, existe un
filtro G sobre OX tal que G intersecta a cada Dα.
Sea FG =

⋃{cl(p) : p ∈ G}, por la compacidad de
X, FG , ∅ y note que por definición evita a todos
los Hα. �

Ahora probaremos que el Axioma de Martin im-
plica que la propiedad de ser ccc en espacios to-
pológicos es productiva.

Definición 3.4. Si (P,≤, 1) es un orden parcial
y s ∈ P, s ↓ es el orden parcial (S,≤, s) donde
S = {p ∈ P : p ≤ s}, ≤ es el orden de P restrin-
gido a S.

Observamos que si D ⊆ P es denso abajo de s
entonces D ∩ s ↓ es denso en s ↓.
Lema 3.3. SiP es un orden parcial ccc y s ∈ P en-
tonces s ↓ es ccc. Si G ⊆ s ↓ es un filtro en el orden
parcial s ↓ entonces G∗ = {p ∈ P : ∃q ∈ G q ≤ p},
entonces G∗ es un filtro sobre P y G∗ ∩ s ↓= G.

Lema 3.4. MA(ω1) implica que si P es un or-
den parcial ccc entonces cada vez que tomamos
una colección de ω1 elementos de P, pα ∈ P con
α < ω1, existe B ∈ [ω1]ω1 tal que para cualesquie-
ra α, β ∈ B, pα y pβ son compatibles.

Demostración. Sea {pα : α < ω1} ⊆ P. Encontra-
remos un filtro que contenga ω1 de los pα lo cual
es suficiente para probar que son compatibles.
Para cada α < ω1, sea Dα = {q ∈ P : ∃β ≥ α(q ≤
pβ)}. Suponga que existe s ∈ P tal que odos los
Dα son densos abajo de s. Como s ↓ es un orden
parcial ccc, MA(ω1) implica que existe un filtro
G sobre s ↓ que intersecta a todos los Dα ∩ s ↓,
y por el Lema anterior existe un filtro G∗ sobre
P que intersecta a todos los Dα. Como los fil-
tros son cerrados bajo superconjuntos y cada
α < ω1, G∗∩Dα , ∅, para cada α < ω1 existe β ≥ α
tal que pβ ∈ G∗. Entonces el conjunto {β : pβ ∈ G∗}
es de tamaño ω1.

Ahora suponga que no existe tal s. Entonces pa-
ra cada ξ < ω1 existe αξ > ξ tal que Dαξ no es
denso abajo de pξ, entonces existe rξ ≤ pξ tal
que no es cierto que ∃q ≤ rξ(q ∈ Dαξ ), lo que sig-
nifica que no es cierto que ∃q ≤ rξ∃β ≥ αξ(q ≤ pβ)
entonces ∀β ≥ αξ (rξ es incompatible con pβ), y
como rβ ≤ pβ, ∀β ≥ αξ(rξ es incompatible con
rβ). Ahora, por recursión sobre ν < ω1 elegimos
ξν < ω1 tal que µ < ν implica ξν > αξµ , entonces
µ < ν implica que rξν es incompatible con rξµ lo
cual no puede ser pues X es ccc. �

Lema 3.5. Asuma MA(ω1) y sean P,Q órdenes
parciales ccc. Entonces P ×Q es ccc.

Demostración. Veamos por contradicción. Sea
{(pα, qα) : α < ω1} una anticadena en P × Q.
Entonces si α , β, (pα, qα) es incompatible con
(pβ, qβ) y por tanto pα es incompatible con pβ o qα
es incompatible con qβ.
Fije B ∈ [ω1]ω1 tal que para cada α, β ∈ B qα y
qβ son compatibles entonces {pα : α ∈ ω1} es una
anticadena en P de tamaño ω1 lo cual no puede
ocurrir pues P es ccc. �

Aplicando inducción y el lema anterior se prue-
ba el siguiente teorema.

Teorema 3.1. Asuma MA(ω1) y sea {Pi : i ∈ I}
una colección de órdenes parciales ccc. Entonces∏

i∈I Pi es ccc.

Para cualquier espacio topológico X ccc, el or-
den parcial de sus abiertos OX es ccc. Entonces
si partimos de un modelo donde ω1 < c, el Axio-
ma de Martin implica que la propiedad de ser
ccc es productiva.
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Sobre el Espacio Moduli de Haces Vectoriales
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RESUMEN. El objetivo de estas notas es introducir al lector el concepto de un espacio moduli a
través del ejemplo de haces vectoriales sobre una superficie de Riemann compacta de género g.
Nosotros explicamos los conceptos de familias parametrizadas por una variedad, espacios moduli
fino y grueso. Por último, estudiamos los problemas para tener un moduli fino en el ejemplo de haces
vectoriales.

1. Preliminares

Uno de los problemas principales en geometrı́a
algebraica es la clasificación de objetos, ya sean
polinomios, variedades, haces vectoriales, etc.
Tenemos una clase de objetos matemáticos y
una noción de cuando dos objetos son equiva-
lentes, entonces queremos que el conjunto de
clases de equivalencia tenga estrutura de va-
riedad.

En 1857, Riemann introdujo el concepto de es-
pacio moduli cuando demostró sobre funcio-
nes abelianas que las clases de isomorfismos
de superficies de Riemann de género g depen-
den de 3g − 3 parámetros.
En geometrı́a algebraica se han clasificado ob-
jetos como son: curvas algebraicas, superficies
algebraicas, varieadades abelianas, haces vec-
toriales, entre otros. Una primera clasificación
necesitamos fijar invariantes para no tener un
espacio separado, sin embargo esto no resuelve
el problema de clasificación.
La propuesta de Grothendieck fue categórica,
y relaciona la geometrı́a que refleja las “fami-
lias” parametrizadas por un variedad S con los
morfismos de S a una variedad M. En estas
notas trabajamos sobre la categorı́a algebraica
por lo tanto damos un repaso sobre los con-
ceptos de variedades algebraicas y morfismos
algebraicos.

El propósito de esta sección es dar una intro-
ducción a las variedades algebraicas. Defini-
mos los objetos principales de estudio en los
espacios afines o proyectivos. También introdu-
cimos los conceptos de morfismos algebraicos
y de haces vectoriales algebraicos. Considera-
mos K = K̄ un campo algebraicamente cerra-
do. El n-espacio afı́n sobre K, denotado por An

k

o simplemente An, es el conjunto definido por

An
k := {(λ1, λ2, . . . , λn)|λi ∈ K}.

La diferencia entreAn y Kn es que enAn olvida-
mos la estructura de espacio vectorial deKn, de
manera que ningún punto desempeña un papel
destacado.
Definimos el n-espacio proyectivo sobre K, de-
notado por Pn

k o simplemente Pn, como el con-
junto de clases de equivalencias de (n + 1)-adas
(x0, x1, . . . , xn) no todas cero, bajo la relación de
equivalencia dada por: (x0, . . . , xn) es equivalente
a (y0, . . . , yn) si existe λ ∈ K∗ tal que

(x0, . . . , xn) = (λy0, . . . , λyn).

Otra manera de decir esto es que Pn como un
conjunto es el cociente del espacio afı́n An bajo
la relación de equivalencia la cual identifica los
puntos que se encuentran en la misma lı́nea
que pasa por el origen.

Definición 1.1. Un conjunto X ⊂ An
k (o X ⊂ Pn)

es una variedad afı́n ( o proyectiva) si existe
un conjunto de polinomios { fα} ∈ K[x1, x2, . . . , xn]
( fα ∈ K[x0, . . . ,Xn] homogéneos) tal que

X = Z({ fα}) := {x ∈ An(Pn)| fα(x) = 0}.
Por el Teorema fundamental de álgebra,
las variedades afines en A1 son los con-
juntos finitos. De la misma manera las va-
riedades proyectivas en P1.

Los ejes coordenados en el plano es una
variedad afı́n ya que son los ceros del po-
linomio f (x, y) = xy.

Consideramos un polinomio (homogéneo)
en K[x, y] ( K[x, y, z]) de grado d. La varie-
dad afı́n (proyectiva) determinada por los
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ceros de f es conocida como una curva pla-
na afı́n (proyectiva) de grado d.

Los conjuntos cerrados en la topologı́a de Zaris-
ki para el espacio afı́n An (ó espacio proyectivo
Pn) están dados por variedades afines (varieda-
des proyectivas). Notemos que An tiene menos
cerrados con la topologı́a de Zariski que con
la topologı́a usual. Una variedad sobre K es
un abierto de una variedad afı́n o proyectiva.
Consideremos X una variedad afı́n (proyectiva).
Una función f : X → K es regular en un punto
p ∈ X, si existe un abierto p ∈ U ⊂ X y poli-
nomios g, h ∈ K[x1, . . . , xn] (g, h ∈ K[x0, . . . , xn] ho-
mogéneos del mismo grado) tal que h no se anu-
la en U y f = g/h en U. Decimos que f regular
en X, si es regular en cada punto p de X.

Definición 1.2. Consideremos X,Y variedades
algebraicas. Una función f : X → Y es un mor-
fismo algebraico si satisface las siguientes pro-
piedades:

1. f es una función continua,

2. para todo V ⊂ Y abierto, induce el morfis-
mo

φ : A(V) → A( f−1(V))
g 7→ g ◦ f

de K-álgebras.

Claramente la composición de dos morfismos
es un morfismo, entonces tenemos una cate-
gorı́a, donde los objetos están dados por varie-
dades algebraicas y los morfismos son morfis-
mos algebraicos. En particular, tenemos la no-
ción de isomorfismo de variedades algebraicas:
un isomorfismo φ : X → Y de dos variedades
algebraicas es un morfismo la cual admite un
morfismo φ : Y→ X con φ ◦ψ = idY y ψ ◦φ = idX.
Los morfismos son funciones bicontinuas y bi-
yectivas, pero funciones bicontinuas y biyecti-
vas no necesariamente son morfismos.

Definición 1.3. Un haz vectorial de rango n so-
bre X es una pareja (E, π), donde E es una va-
riedad algebraica y π : E → X es un morfismo
algebraico que cumple con las siguientes pro-
piedades:

para todo punto x ∈ X, la fibra Ex := π−1(x)
es un espacio vectorial complejo de di-
mensión n.

Existe una cubierta abierta {Uα} de X
y una colección de isomorfismos {hα :
π−1(Uα)→ Uα ×Kn} tal que para todo x ∈ X
hα|x : Ex → {x} × Kn es un isomorfismo de
espacios vectoriales.

Los isomorfismos π−1(Uα) → Uα × Kn son lla-
mados las cartas locales o trivializaciones del
haz vectorial E. Si φα : π−1

α (Uα) → Uα × Kn y
φβ : π−1

β (Uβ) → Uβ × Kn son dos cartas sobre
Uα y Uβ respectivamente entonces el cambio de
cartas definido sobre las intersección Uα ∩ Uβ

está definido por

φα ◦ φ−1
β : Uα ∩Uβ ×Kn → Uα ∩Uβ ×Kn

(x, v) → (x, gα,β(x)v),

donde gα,β : Uα ∩ Uβ → GL(n,K) es un morfismo
de variedades algebraicas. Los morfismos gα,β
son llamados funciones de transición y satisfa-
cen las siguientes condiciones de cociclo:

gα,α = id.

Sobre las intersecciones Uα ∩ Uβ ∩ Uγ no-
sotros tenemos gα,γ = gα,βgβ,γ.

Si existe una cubierta {Uα} de X y morfismos
gα,β : Uα∩Uβ → GL(n,K) satisfaciendo las condi-
ciones de cociclo, entonces es posible construir
un haz vectorial E sobre X (ver [2], Capı́tulo 1).
Los haces vectoriales de rango uno son llama-
do haces lineales. A continuación damos dos
ejemplos de haces vectoriales

1. Dada una variedad algebraica X, conside-
ramos el haz vectorial (X × Kn, π1), donde
π1 : X ×Kn → X es la proyección al primer
factor.

2. Consideramos la variedad de incidencia

O(−1) := {(z, l)|z ∈ l} ⊂ K2 × P1.

La proyección al segundo factor π2 :
O(−1)→ P1 define un haz lineal sobre P1.

Cada construcción canónica en álgebra li-
neal sobre espacios vectoriales da una versión
geométrica para haces vectoriales algebraicos.
Esto quiere decir, dados dos haces vectoriales
E y F sobre X podemos contruir los siguientes
haces vectoriales: el haz dual E∗, la suma direc-
ta E ⊕ F, El producto tensorial E ⊗ F, el producto
simétrico Symn(E), el producto exterior ∧nE, en-
tre otros.

Definición 1.4. Un homomorfismo entre dos
haces vectoriales (E, πE) y (F, πF) es un morfis-
mo h : E → F tal que el siguiente diagrama es
conmutativo

E h //

πE ��

F,

πF

��
X

y para cada x ∈ X, hx : Ex → Fx es una transfor-
mación lineal.

33



Un homomorfismo h : E → F es un isomorfismo
si existe un homomorfismo g : F → E tal que
g ◦ h = idE y h ◦ g = idF. Consideramos un haz
vectorial E sobre S y f : S1 → S un morfismo, “el
pulback” está definido como

f ∗(E) := {(s1, e) ∈ S1 × E| f (s1) = π(e)}
es un haz vectorial sobre S1.

2. Problema Moduli
Los ingredientes básicos en problemas de cla-
sificación son: una colección A de objetos y una
relación de equivalencia ∼ entre los objetos, el
principal objetivo es darle estructura de varie-
dad (algebraica, compleja) al conjunto de clases
de equivalencia. Nos gustarı́a que la estructura
en A/ ∼ refleje la estructura de los objetos de A;
esto quiere decir que si los objetos son diferen-
ciables (algebraicos) entonces el cociente A/ ∼
sea diferenciable (algebraico).
Una familia F parametrizada por S consiste de
una colección de objetos Fs ∈ A, uno por cada
punto s ∈ S, el cual están “pegados” de alguna
manera que respeta la estructura de S
Para estudiar la topologı́a de M, estudiamos las
curvas continuas α : [0, 1]→M en M. El concep-
to de familia juega un papel similar en la cons-
trucción de espacios moduli. En algún sentido,
es la manera de “deformar” los objetos de A. Es-
to quiere decir que si queremos ir de un objeto
a ∈ A a otro objeto b ∈ A, deberı́a de existir una
familia parametrizada por una variedad conexa
S y puntos s0, s1 ∈ S tal que los objetos parame-
trizados por s0 y s1 son a y b respectivamente.
El concepto de familia debe de cumplir con las
siguientes propiedades:

1. Si S = {pto} es un punto, entonces la fa-
milia parametrizada por S es un punto de
A.

2. Relación de equivalencia entre familias: Te-
nemos una relación de equivalencia ∼ f en-
tre familias F,G parametrizadas por una
variedad S la cual respeta la relación entre
los objetos. Esto quiere decir, si F y G son
familias parametrizadas por S y F ∼ f G,
entonces para cada s ∈ S el objeto Fs es
equivalente al objeto Gs.

3. Familia inducida: Consideramos un mor-
fismo φ : S1 → S y una familia parame-
trizada por S, existe una familia φ∗(F) pa-
rametrizada por S1. La familia φ∗(F) es lla-
mada la familia inducida y cumple con las
siguientes propiedades

(φ ◦ ψ)∗ = ψ∗ ◦ φ∗.
id∗(F) = F.
Si F ∼ f G, entonces φ∗(F) ∼ f φ∗(G),

donde ψ : S2 → S1 es un morfismo.

La cuarteta (A,∼,F,∼ f ) es conocida como proble-
ma moduli. Las propiedades de familia define el
siguiente funtor contravariante

F : {variedades} → {conjuntos}, (1)

donde a una variedad S se le asocia el con-
junto F (S) de clases de equivalencia de fami-
lias parametrizadas por S, y dado un morfismo
φ : S1 → S se le asocia el morfismo

F (φ) : F (S) → F (S1)
F 7→ φ∗(F).

Ejemplo 1. Consideremos el conjunto A de es-
pacios vectoriales de dimensión n sobre K. Deci-
mos que V y W en A son equivalentes si existe
una transformación lineal invertible f : V → W.
Una familia parametrizada por S es un conjunto
de espacios vectoriales Fs, uno por cada s ∈ S,
por lo tanto definimos una familia F parametri-
zada por S, como un haz vectorial (F, π) de rango
n sobre la variedad S (ver sección 4). La relación
de equivalencia entre familias es isomorfismos
de haces vectoriales, y la familia inducida es
el “pullback’. Dado que dos espacios vectoriales
sobre K de la misma dimensión son isomorfos,
tenemos que A/ ∼ es un punto {0}.
Ejemplo 2. Los objetos en A son parejas (V,T),
donde V es un espacio vectorial de dimensión n
sobre K y T : V → V es un endomorfismo. Dos
objetos (V,T : V → V), (V′

,T′ : V′ → V′
) son equi-

valentes si existe un isomorfismo h : V → V′ tal
que el siguiente diagrama es conmutativo

V T //

h
��

V

h
��

V′ T′ //V′

.

La clasificación de parejas (V,T) es equivalente
a la clasificación de matrices de n × n mediante
la forma canónica de Jordan. Una familia para-
metrizada por S es una pareja (E,T), donde E es
un haz vectorial de rango n sobre S y T : E → E
es un endomorfismo de haces vectoriales. Dos
familias (E,T : E → E) ∼ (E′ ,T′ : E′ → E′ ) para-
metrizadas por S son equivalentes si existe un
isomorfismo h : E → E′ de haces vectoriales tal
que el siguiente diagrama es conmutativo

E T //

h
��

E

h
��

E′ T′ //E′

.
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3. Lema de Yoneda
Supongamos que tenemos dos objetos B y C en
una categorı́a C y queremos probar que son iso-
morfos. El Lema de Yoneda nos dice que bas-
ta demostrar que sus respectivos funtores de
puntos hB = Hom(−,B) y hC = Hom(−,C) son iso-
morfos. Una manera de expresar esto es que
para conocer un objeto M en una categorı́a sal-
vo isomorfismos basta conocer Hom(S,M) para
todo objeto S en la categorı́a C. A continuación
explicamos el Lema de Yoneda. Consideremos
una categorı́a C y un elemento X en C, el funtor
de puntos de X está definido como

hX : C → {conjuntos}
S 7→ Hom(S,X)

Sean F ,G : C → D dos funtores covariantes.
Una transformación natural η : F → G le asocia
a cada objeto X ∈ C un morfismo ηX : F (X) →
G(X), y para cada morfismo f : X → Y en C el
siguiente diagrama es conmutativo

F (X)
F ( f ) //

ηX

��

F (Y)

ηY

��G(X)
G( f ) //G(Y)

.

Consideramos un funtor G : C → {conjuntos} y
un elemento X ∈ C. Sea τ : hX → G una trans-
formación natural, entonces para el objeto X se
le asocia el morfismo τX : hX(X) = Hom(X,X) →
G(X), en Hom(X,X) existe el morfismo canónico
identidad idX, por lo tanto definimos

Transf. Nat.(hX,G)
φ→ G(X)

τ 7→ τX(id).

Lema 3.1. (Yoneda) φ es biyectiva.

En particular, si G es el funtor identidad enton-
ces entender la geometrı́a de X es equivalente a
entender el funtor de puntos hX. Por lo tanto
para estudiar la geometrı́a de una variedad X
es estudiar los morfismos de S a X para toda
variedad S.

4. Propuesta de Grothen-
dieck

En esta sección explicamos la propuesta de
Grothendieck para resolver el problema modu-
li. Dado un problema moduli, nos gustarı́a im-
poner sobre el conjunto A/ ∼ una estructura de
variedad la cual refleje la estructura de familias

de objetos de A. Supongamos que existe una va-
riedad M con la propiedad que M = A/ ∼. Dada
una familia F parametrizada por S, la familia F
define una función VF de la siguiente manera

VF : S → M
s 7→ [Fs],

donde [Fs] es la clase del objeto en M parame-
trizado por el punto s ∈ S. Las familias estudian
la geometrı́a de la variedad M, y por otro lado
el Lema de Yoneda estudiar la geometrı́a de la
variedad M es equivalente a estudiar los mor-
fismos de S a M para toda variedad S. Entonces
nos gustarı́a que esta geometrı́a sea la misma.
Esto quiere decir, para toda variedad S

Φ(S) : F (S) → Hom(S,M) = hM(S)
F 7→ VF,

es un isomorfismo.

Definición 4.1. Un espacio moduli fino para
el problema moduli (A,∼,F,∼ f ) es una pareja
(M,Φ), donde M es una variedad y Φ es una
transformación natural representando el fun-
tor

F : {variedades} → {conjuntos}.
Esto quiere decir, para cada variedad S existe
una biyección entre clases de familias parame-
trizadas por S y morfismos de S a M.

Si M es un espacio moduli fino tenemos las si-
guientes propiedades:

1. Supongamos que S = {pto} es un punto.
Los morfismos de {pto} a M es precisamen-
te M. Por otro lado, una familia parame-
trizada por un punto es un objeto de A, y
F (pto) son las clases de equivalencias de
familias parametrizadas por un punto. Por
lo tanto tenemos que F (pto) = A/ ∼. Si F
es representable por (M,Φ), entonces los
puntos de M son precisamente las clases
de equivalencia de familias de objetos de
A, esto es

A/ ∼= F (pto) = Hom(pto,M) = M.

2. Si S = M, tenemos que en Hom(M,M) exis-
te el morfismo canónico idM : M→M iden-
tidad en M. Dado que tenemos el isomor-
fismo

Φ(M) : F (M)→ Hom(M,M),

entonces al morfismo idM le corresponde
una clase de familia U parametrizada por
M. Consideremos una familia F parame-
trizada por S y el morfismo VF : S → M
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inducido por F. Sea F′ = V∗F(U) y suponga-
mos que VF(s) = m, entonces

VF′ (s) = VV∗F(U)(s) ;
= [V∗F(U)s] ;
= [UVF(s)] ;
= [Um] ;
= m.

Ası́, las familias F y F′ corresponden al
mismo morfismo.

Lema 4.1. Supongamos que existen una varie-
dad M y una familia U parametrizada por M
tal que para cada familia F parametrizada por
S existe un único morfismo φ : S → M con
F ∼ φ∗(U). Entonces (M,Φ) es un espacio moduli
fino.

Demostración. Tenemos que demostrar que

Φ(S) : F (S)→ Hom(S,M)

es un isomorfismo entre clases de equivalen-
cia de familias parametrizadas por una varie-
dad S y morfismos de S a M. Sea φ : S → M un
morfismo, y consideramos la familia inducida,
F = φ∗(U), por U la cual está parametrizada por
S. Supongamos que φ(s) = m, entonces

VF(s) = [Fs] = [φ∗(U)s] = [Uφ(s)] = [Um] = m = φ(s).

Esto demuestra que Φ(S) es sobreyectiva. Con-
sideremos dos familias F y F′ parametrizadas
por S tal que los morfismos correspondientes
VF y VF′ son iguales, entonces

F ∼ f V∗F(U) = V∗F′ (U) ∼ f F
′
.

Por lo tanto F ∼ f F′ . En consecuencia tenemos
que Φ(S) es un isomorfismo. �

La siguiente definición se encuentra en la lite-
ratura la cual es equivalente a la primera defi-
nición por el Lema 4.1.

Definición 4.2. Un espacio moduli fino para
el problema moduli (A,∼,F,∼ f ) es una pareja
(M,U), donde M es una variedad y U es una
familia parametrizada por M tal que para cada
familia F parametrizada por la variedad S existe
un único morfismo φ : S→M tal que F ∼ f φ∗(U).

La familia U de la definición 4.2 es conocida co-
mo la familia universal para el problema moduli
(A,∼,F,∼ f ).

Ejemplo 3. El ejemplo 1 no es un espacio moduli
fino; consideramos la esfera de Riemann S = P1

y el haz tautológico sobre P1 definido como

O(−1) := {(l, z) ∈ P1 ×K2|z ∈ l}.

El haz O(−1) no es isomorfo al haz S × K2 → S,
pero definen el mismo morfismo. Por lo tanto no
existe una biyección entre clases de familias pa-
rametrizadas por P1 y morfismos de P1 a M (i.e.
Φ(P1) no es biyectiva). En consecuencia, no es
un espacio moduli fino.
Ejemplo 4. El ejemplo 2 no es un espacio mo-
duli fino; supongamos que es un moduli fino M.
Consideramos el haz trivial Kn × P1 → P1 de
rango n sobre S := P1. Sean F = (Kn × P1, id) y
F̃ = (Kn ⊗ O(1), id ⊗ id) familias parametrizadas
por P1. Los morfismos VF,VF′ : P1 → M están
dados por

VF(t) = VF̃(t) = (K2, id) para todo t ∈ P1.

Los haces vectoriales (Kn × P1) y Kn ⊗ O(1) tie-
nen grado 0 y n respectivamente. Por lo tanto, no
pueden ser isomorfos. En consecuencia, no exis-
te una biyección entre familias parametrizadas
por P1 y morfismos de P1 a M.
En general es difı́cil obtener los espacios moduli
finos. En algunos casos tenemos que A/ ∼ tie-
ne la estructura de variedad, pero no existe una
familia universal, por lo que no tenemos un es-
pacio moduli fino. A continuación introducimos
un concepto llamado espacio moduli grueso tal
que no depende de la relación de equivalencia
entre las familias.

Definición 4.3. Un espacio moduli grueso pa-
ra un problema moduli (A,∼,F,∼ f ) es una varie-
dad M junto con una transformación natural

Φ : F → Hom(−,M)

tal que

1. Φ(pto) es biyectivo.

2. Para cada variedad N y cada transforma-
ción natural

ψ : F → Hom(−,N),

existe una única transformación natural

Ω : Hom(−,M)→ Hom(−,N),

tal que

ψ = Ω ◦Φ

Si el problema moduli es grueso entonces sa-
tisface las siguientes propiedades:

Existe una variedad M y un isomorfismo
α : A/ ∼→M.

Para cada familia F parametrizada por S,
induce un morfismo VF : S→M.
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Existen dos familias no equivalentes indu-
ciendo el mismo morfismo.

No necesariamente existe una familia uni-
versal que parametriza los objetos de M.

A continuación explicamos dos conceptos para
la no existencia de un espacio moduli los cua-
les son el fenómeno del salto y la existencia de
automorfismos de los objetos.

Automorfismos: Si los objetos de A tienen au-
tomorfismos es difı́cil construir el espacio mo-
duli fino ya que si tomamos un objeto c ∈ A
con un automorfismo φ : C → C, es posible
construir una familia no trivial parametrizada
por una variedad S tal que el objeto Fs parame-
trizado por s es isomorfo a c para cada punto
s ∈ S. Por lo tanto F induce el morfismo cons-
tante VF : S→M, pero F no es trivial. Entonces
Φ(S) no es un isomorfismo. Sin embargo, si los
objetos tienen automorfismos es posible tener
un moduli grueso.

Fenómeno del salto: Una razón para que
no exista los espacio moduli es llamado el
fenómeno del salto. Este fenómeno consiste en
la existencia de familias parametrizadas por S
una variedad irreducible de dimensión mayor a
cero y un punto s0 ∈ S tal que

1. Fs ∼ Fs′ para todo s, s′ ∈ S − {s0};

2. Fs0 / Fs para s , s0.

Supongamos que existe M un espacio moduli
grueso. La familia F parametrizada por S indu-
ce el morfismo VF : S → M, como S es conexo
por lo tanto la imagen VF(S) = {Fs0 ,Fs} es cone-
xo, lo cual es imposible. En consecuencia no
existe moduli grueso.
Ejemplo 5. El ejemplo 2 no es un espacio mo-
duli grueso; consideramos F = K2 × K → K el
haz trivial de rango 2 sobre K. Fijamos λ ∈ K y
definimos el endomorfismo de haces

T : K2 ×K → K2 ×K
((x, y), z)) 7→ ((λx + zy, λy), z).

donde z ∈ K. La familia (K2 ×K,T) está parame-
trizada porK, y para cada z ∈ K la forma canóni-
ca de Jordan para el endomorfismo Tz está dada
por (

λ z
0 λ

)

Es bien conocido que si z , 0, las matrices Tz
y T0 no son equivalentes. Más aún, para todo
z0, z1 ∈ K∗ tenemos que (K2,Tz0 ) ∼ (K2,Tz1 ). Es-
te problema moduli tiene el fenómeno del salto,
entonces no es un moduli grueso.

5. Problema moduli de Haces
vectoriales

En esta sección consideramos el problema mo-
duli de haces vectoriales sobre X una curva
suave proyectiva de género g. Primero defini-
mos la relación de equivalencia entre los obje-
tos, el concepto de familia de los objetos para-
metrizados por una variedad S y la familia in-
ducida. Por último, explicamos los principales
problemas en la construcción del espacio mo-
duli de haces vectoriales.

Decimos que dos haces vectoriales E y F so-
bre X son equivalentes si existe un isomorfismo
h : E→ F de haces vectoriales. Notemos que un
invariante que debemos fijar es el rango del haz
vectorial.

Familias: Dada una variedad S, necesitamos
obtener un haz vectorial Es por cada punto s ∈ S.
Por lo tanto podemos definir una familia de ha-
ces vectoriales sobre X parametrizados por una
variedad S es un haz vectorial E sobre X × S.
Consideremos un punto s ∈ S y la inclusión
i : X × {s} → X × S, si E es un haz vectorial sobre
X × S entonces el ”pullback“ i∗(E) define un haz
vectorial Es sobre X.

Relación de equivalencia entre familias: Dos
familias E y F parametrizadas por S son equi-
valentes si existe un isomorfismo h : E → F de
haces vectoriales sobre X × S.

Familia inducida: Consideremos una familia E
parametrizada por S y φ : S1 → S un morfismo.
La familia inducida está dada por F = (id×φ)∗(E).
La familia F es un haz vectorial sobre X × S.

El problema moduli de haces vectoriales no
es un espacio moduli fino: consideremos una
variedad S y un haz vectorial E sobre X× S. De-
notamos por π : X × S → S la proyección al se-
gundo factor. Sea L un haz lineal no trivial so-
bre S, entonces existe una cubierta {Uα} de S tal
que L|Uα es trivial. Por lo tanto π∗(L|Uα ) es trivial
sobre X ×Uα. En consecuencia

E ⊗ π∗(L)|X×Uα = E|X×Uα ⊗ π∗(L)|X×Uα = E|X×Uα .

Si el problema moduli de haces vectoriales es
un espacio moduli fino, entonces existe una va-
riedad M y morfismos α, β : S → M correspon-
dientes a las familias E y E′ = E⊗π∗(L) respecti-
vamente. Dado que E|X×Uα y E′ |X×Uα son isomor-
fos, nosotros tenemos α|Uα = β|Uα y en conse-
cuencia α = β. Pero es posible que E y E′ no son
isomorfas y los morfismos α y β deberı́an de ser
distintos.
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En este caso, con esta definición de equivalen-
cia para familia, tenemos que dos familias no
equivalentes le corresponden el mismo morfis-
mo. Por lo tanto Φ(S) no serı́a una biyección y
no existe una familia universal U. En conse-
cuencia, no tenemos un espacio moduli fino.
Sin embargo, podemos cambiar la relación de
equivalencia entre familias. Decimos que dos
familias E y F parametrizadas por una varie-
dad S son equivalentes si existe un haz lineal L
sobre S tal que E es isomorfo a F ⊗ π∗(L) como
haces vectoriales sobre X × S.
El problema moduli de haces vectorialesde ran-
go mayor a 1 no es un espacio moduli grueso:
Mumford demostró que el conjunto A de haces
vectoriales de rango n ≥ 2 no está acotado, es-
to quiere decir, que no existe una variedad S y
un haz sobre X × S tal que A ⊂ {E|X×{s}|s ∈ S}.
Si el conjunto A no está acotado, entonces no

podemos tener un espacio moduli grueso.

En 1962, Mumford en su plática del Congreso
Internacional de Matemáticas introduce el con-
cepto de haz vectorial estable sobre una curva
suave proyectiva de género g y demostró que
los haces estables de rango y grado fijos sobre
una curva suave proyectiva irreducible de géne-
ro g son parametrizados por un espacio modu-
li grueso casi-proyectivo. Esta definición ha si-
do extendida a variedades de dimensión supe-
rior, y uno demuestra la existencia de un es-
pacio moduli grueso existe para haces vecto-
riales estables bajo ciertos invariantes fijos. Al
público interesado en conocer la definición y la
construcción del espacio moduli grueso de ha-
ces vectoriales estables les recomiendo (ver[1],
Capı́tulo 5).
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Introducción a la Teorı́a de Campos de Norma
Dr. Elmar Wagner

Profesor-Investigador de UMSNH

RESUMEN. El objetivo de estas notas es dar una introducción a la teorı́a matemática de campos de norma que
son utilizados (después de la cuantización) para describir tres interacciones fundamentales: la electromagnética,
la débil y la fuerte.

1. Preliminares
Recordamos que una variedad topológica es un espa-
cio topológico de Hausdorff (segundo numerable) que
localmente es parecido al Rn para un n ∈N. Para pre-
cisar que significa parece localmente al Rn, usaremos
un atlas observando que conjuntos homeomorfos son
topológicamente indistinguibles.
Definición 1.1. Una carta (U, ϕ) para una variedad
M de dimensión n está dada por un abierto U ⊂ M y
un homeomorfismo ϕ : U→ V ⊂ Rn, donde V = ϕ(U) es
un abierto del Rn. Una colección de cartas {(Uα, ϕα)}α∈I
tal que M = ∪

α∈I
Uα se llama un atlas. Las funciones

ϕα : Uα ⊂M→ Rn,

ϕα(p) =: xα(p) = (x1(p), . . . , xn(p)) ∈ Rn. (1)

se llaman coordenadas locales.
Un ejemplo estándar es el superficie de la tierra (apro-
ximadamente una 2-esfera) con un atlas completo,
es decir, cualquier punto del superficie está repre-
sentado en una carta con una imagen en una hoja
de papel (subconjunto del R2). Otro ejemplo funda-
mental – porque es el caso ejemplar – es un abierto
U ⊂ Rn con el atlas {(U, id)}. Por otro lado, las varieda-
des pueden ser bastante abstractos como por ejem-
plo los espacios proyectivos CPn := Cn+1 \ {0}/∼, donde
x ∼ y ⇔ x = λy para un λ ∈ C. Observan que un
punto en la variedad CPn es en realidad una clase de
equivalencia dado por una lı́nea compleja en Cn+1.
Nuestro objetivo es aplicar el cálculo diferencial e
integral del Rn a variedades (abstractas). Para es-
to usaremos las coordenadas locales como en (1).
Por ejemplo, para estudiar el cambio de una función
f : M → R en p ∈ M, podemos considerar la función
f ◦ ϕ−1

α : ϕα(Uα) ⊂ Rn → R en xα(p) ∈ Rn (siempre que
p ∈ Uα) ya que f ◦ϕ−1

α es una función definida enRn. Es
importante destacar el siguiente principio fundamen-
tal: ¡Toda definición y todo cálculo que se hace en
coordenadas locales no debe depender de la carta
que eligimos! Por ejemplo, para que la diferenciabili-
dad de f ◦ϕ−1

α garantice la diferenciabilidad de f ◦ϕ−1
β

en todo punto de ϕβ(Uα ∩ Uβ), basta que ϕα ◦ ϕ−1
β es

diferenciable ya que f ◦ ϕ−1
β = ( f ◦ ϕ−1

α ) ◦ (ϕα ◦ ϕ−1
β ).

Definición 1.2. Una estructura diferenciable para
una variedad M está dada por un atlas diferenciable,
es decir, un atlas {(Uα, ϕα)}α∈I tal que si Uα ∩Uβ , ∅,
ϕβ ◦ ϕ−1

α : ϕα(Uα ∩Uβ) ⊂ Rn → Rn son de clase C∞. (2)

Dos atlas definen la misma estructura diferenciable si
la unión es un atlas diferenciable. Sea N otra variedad
con atlas diferenciable {(Vγ, φγ)}γ∈J, y U ⊂ M abierto.
Decimos que una función continua f : U ⊂ M → N es
diferenciable, si las funciones (si Uα ∩ f−1(Vγ) , ∅),
φγ◦ f◦ϕ−1

α : ϕα(Uα∩ f−1(Vγ)) ⊂ Rm → Rn son de clase C∞.
(3)

Una variedad con una estructura diferenciable llama-
mos variedad diferenciable. Es facı́l ver que, si M y F
son variedades diferenciables, entonces M× F es una
variedad diferenciable. Los ejemplos más importan-
tes de funciones diferenciables son las coordenadas
locales en (1).
Para poder hablar del “cambio de una función en di-
rección X ” o de un “movimiento en dirección X ”, de-
finiremos el espacio tangente TpM que es el espacio
lı́neal de todas las direcciones en p ∈ M. Si M ⊂ Rm

y c : (−ε, ε) → M es diferencible, entonces c′(0) defi-
ne un vector tangente a M en p = c(0), por lo tanto
c′(0) ∈ TpM, y el espacio tangente en p es el conjunto
de todas estas direcciones. Desafortunadamente, si
M no es un subconjunto de un espacio lı́neal, la ex-
presión 1

t (c(t)− c(0)) no tiene sentido y por lo tanto no
se puede calcular el lı́mite c′(0) = lı́m

t→0
1
t (c(t)−c(0)). Pa-

ra resolver este problema, usaremos simplemente la
curva misma para definir una dirección en M, obser-
vando que diferentes curvas pueden definir la misma
dirección. Nuestra definición del espacio tangente es
la siguiente:

TpM := {[c] : c : (−εc, εc)→M diferenciable, c(0) = p},
donde

c1 ∼ c2 ⇔ c1(0) = c2(0) y
(ϕα ◦ c1)′(0) = (ϕα ◦ c2)′(0) para un α ∈ I.

Por (3), la definición no depende de la carta (Uα, ϕα).
La aplicación Θα : TpM → Rn, Θα([c]) = (ϕα ◦ c)′(0) es
biyectiva, por lo tanto podemos dotar a TpM una es-
tructura de un espacio vectorial por µ1[c1] + µ2[c2] :=
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Θ−1
α

(
µ1(ϕα◦c1)′(0)+µ2(ϕα◦c2)′(0)

)
, µ1, µ2 ∈ R. Dada la ba-

se canónica {e1 := (1, 0, ... , 0), . . . , en := (0, ... , 0, 1)} ⊂ Rn,
definimos la base canónica { ∂∂x1 , . . . ,

∂
∂xn } ⊂ TpM por

∂
∂x j := Θ−1

α (e j). Si Uα ∩ Uβ , ∅ y si cambiamos los coor-
denadas locales xα por yβ(xα) := ϕβ◦ϕ−1

α (xα), obtenemos
por la regla de cadena

∂
∂x j =

n∑
k=1

∂yk(xα)
∂x j

∂
∂yk (4)

Las funciones

tβα := D(ϕβ ◦ ϕ−1
α ) : ϕα(Uα ∩Uβ)→ GL(n),

tβα(xα) :=
(
∂yk(xα)
∂x j

)n

k, j=1
(5)

se llama funciones de transición y juegan un papel
importante en la construcción del llamado haz tan-
gente TM.
Observamos que TpM ∩ TqM = ∅ si p , q, y defini-
mos TM := ∪p∈MTpM. La topologı́a de TM será dada
por un atlas diferenciable (la topologı́a más pequeã
tal que todas las funciones de cooordenadas locales
son continuas). Para encontrar un atlas diferenciable
{(Vα, ψa)}α∈I, definimos

Vα :=
⋃

p∈Uα

TpM, y (6)

ψα




n∑
j=1

X j(p) ∂
∂x j


 = (ϕα(p), (X1(p), ... ,Xn(p)))

∈ ϕα(Uα) ×Rn.

Usando (2), (4) y (5), se verifica fácilmente que ψβ◦ψ−1
α

son de clase C∞ para todo α, β ∈ I.

2. Grupos de Lie
En la fı́sica, una simetrı́a es una transformación in-
vertible que no cambia las magnitudes fı́sicas del sis-
tema, por ejemplo una rotación o una traslación del
espacio Rn no cambia la distancia entre dos puntos.
Como la composición de dos simetrı́as y el inverso
también son simetrı́as, las simetrı́as forman un gru-
po. En situaciones favorables, las simetrı́as dependen
de ciertos parámetros continuos que permiten una
descripción como variedad diferenciable. El concepto
matemático correspondiente es el de un grupo de Lie.
Un grupo de Lie es una variedad diferenciable G
con una estructura de un grupo tal que la multi-
plicación G × G 3 (h, g) 7→ hg ∈ G y mapeo del in-
verso G 3 g 7→ g−1 ∈ G son diferenciables. Ejem-
plos de grupos de Lie son GL(n,R) y GL(n,C) ya
que det : Matn(K) → K es continua y por lo tanto
GL(n,K) = det−1(K \ {0}) ⊂Matn(K) � Kn2 es un conjun-
to abierto. Además, la multiplicación de matrices es
una función polinómica y el inverso A−1 = 1

det(A) adj(A)
es una función racional, por lo tanto son diferencia-
bles. Los subgrupos

SO(n) := {A ∈ GL(n,R) : AAt = id = AtA, det(A) = 1},
U(n) := {U ∈ GL(n,C) : UU∗ = id = U∗U}, y
SU(n) := {U ∈ U(n) : det(U) = 1}

también son grupos de Lie. El grupo U(1) × SU(2) ×
SU(3) se conoce en el modelo estándar como el grupo
de simetrı́as internas de las partı́culas elementales,
mientras las simetrı́as del espacio-tiempo (transfor-
maciones de coordenadas, rotaciónes, traslaciones,
etc.) se consideran simetrı́as externas.
Sea G ⊂ Matn(K), K ∈ {R,C}, un grupo de Lie. Con-
sideramos el espacio tangente g := TidG como un
subespacio R-lı́neal de Matn(K) � Kn2 por la biyec-
ción TidG 3 [c] 7→ c′(0) ∈ Matn(K). El espacio lı́neal
g ⊂ Matn(K) se vuelve un álgebra de Lie con el cor-
chete de Lie [·, ·] : g × g → g dado por el conmutator
de matrices [A,B] := AB − BA, es decir, [·, ·] es una
aplicación bilı́neal y antisimétrica que cumple con la
identidad de Jacobi [A, [B,C]]+[B, [C,A]]+[C, [A,B]] = 0.

3. Haces fibrados
Recordemos que, si M y F son variedades diferencia-
bles, entonces M × F es una variedad diferenciable.
El objetivo de esta sección es generalizar el produc-
to M × F a construcciones menos triviales tal que la
nueva variedad solo localmente parezca a un produc-
to cartesiano.

Definición 3.1. Decimos que una variedad diferen-
ciable E es un haz fibrado con fibra F y base M, si exis-
te una función diferenciable sobreyectiva π : E→M tal
que para cualquier p ∈ M existe un entorno U ⊂ M de
p y un difeomorfismo ΨU : π−1(U) �−→ U × F tal que
ΨU(π−1(p)) = {p} × F � F.
Si F y π−1(p) tienen la estructura de un espacio vecto-
rial de dimensión finita sobre R o C, y ΨU : π−1(p) →
{p} × F � F es un isomorfismo lı́neal para cada p ∈ M,
decimos que E es un haz vectorial.
Una sección local de un haz fibrado está dado por una
función diferenciable s : U ⊂M→ E tal que s(p) ∈ π−1(p)
para todo p ∈ U o, equivalente, π ◦ s = id. Si U = M,
decimos que s es una sección global y denotamos el
espacio de todas las secciones globales por Γ(E).

Observamos que, si F � Km, entonces π−1(U) � U×Km,
es decir, localmente podemos asumir que E está dado
por un producto cartesiano U ×Rm o U × Cm. En este
caso, cualquier sección local s : U → π−1(U) � U ×Km

se puede escribir como s(p) = (p, v(p)), donde v : U →
Km es diferenciable. Si expresamos la misma sección
s en diferentes cartas Uα 3 p → (p, vα(p)) ∈ Uα × Km y
Uβ 3 p → (p, vβ(p)) ∈ Uβ × Km, entonces los isomorfis-
mos ΨUβ ◦ Ψ−1

Uα
determinan funciones diferenciables

tβα : Uα∩Uβ → GL(n,K) tal que (p, vβ(p)) = (p, tβα(p)vα(p))
para todo p ∈ Uα ∩ Uβ. Estas llamadas funciones de
transición satisfacen obviamente

(i) tαα = id, (ii) tαβ tβα = id, (iii) tαβ tβγ tγα = id, (7)

para todo α, β, γ ∈ I.

Se puede demostrar que E es isomorfa (difeomorfa
como variedades con isomorfismos lineales en cada
fibra) a la siguiente construcción
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E �
( ◦∪
α∈I

Uα ×Km
)
/ ∼ ,

(pα, vα) ∼ (pβ, vβ) ⇔ pα = pβ =: p, vβ = tβα(p)vα. (8)

Un ejemplo de un haz vectorial es TM con π : TM →
M, π(X(p)) = p para todo X(p) ∈ TpM y las funciones de
transición (5). En este caso, F � Rn, donde n = dim(M).
Como todas las aplicaciones lineales tβα(p) son inver-
tibles por (7.ii), sabemos que tβα(p) ∈ GL(n,K). Sin em-
bargo, en casos favorables puede existir un subgrupo
de Lie más pequeño G ( GL(n,K) tal que tβα(p) ∈ G pa-
ra todo α, β ∈ I y p ∈ Uα ∩Uβ. Por ejemplo, si dotamos
(de manera diferenciable) a cada fibra F � Km con un
producto interno y elegimos secciones de bases or-
tonormales en las trivializaciones locales, podemos
lograr que tβα(pα) ∈ O(m) si K = R o tβα(pα) ∈ U(m) si
K = C. El grupo G ⊂ GL(n,K) se llama grupo de estruc-
tura para el haz E y cualquier metodo para encontrar
un grupo más pequeño se llama reducción del grupo
de estructura.
Si reemplazamos E en (8) por PG :=

( ◦∪
α∈I

Uα × G
)
/ ∼ , ob-

tenemos un haz fibrado con fibra G y una acción de la
derecha (libre y transitiva en cada fibra) / : P ×G→ P
dada por [(pα, gα)] / g := [(pα, gαg)]. El haz PG es un
ejemplo de un haz principal y reúne toda la informa-
ción necesaria para la construcción de haces como
en (8). Aunque el haz PG proporciona un marco ade-
cuado para la teorı́a de norma (y es preferido por los
matemáticos), el desarrollo de la teorı́a de haces prin-
cipales rebasarı́a el alcance de estas notas.

4. El grupo de norma
Existe cierta confusión con respecto al grupo de nor-
ma porque algunos fı́sicos identifican inapropiada-
mente el grupo de estructura con el grupo de norma,
y se puede fácilmente confundir el grupo de norma
con el espacio de secciones de PG.

Definición 4.1. Dado un haz fibrado con base M,
grupo de estructura G y funciones de transición tβα :
Uα ∩Uβ → G, consideramos

G :=
( ◦∪
α∈I

Uα × G
)
/ ∼ ,

(pα, gα) ∼ (pβ, gβ) ⇔ pα = pβ, gβ = tβα(pα) gα t−1
βα(pα).

El grupo de norma es el espacio de secciones globales
Γ(G) := {s : M→ G : diferenciable, π ◦ s = id} (9)

con la multiplicación punto a punto (s1s2)(p) := s1(p)s2(p)
para todo p ∈M.

Observamos que Γ(G) , ∅ ya que la sección global
constante e(p) = id ∈ G es el elemento neutro en Γ(G).
Esta situación es muy diferente al PG, donde seccio-
nes globales existen si y solo si PG � M × G. Además,
si G es abeliano, entonces G � M×G mediante la apli-
cación bien definida G 3 [(pα, gα)] 7→ (pα, gα) ∈M × G.
La importancia de Γ(G) reside en que, para todo haz
fibrado isomorfa a una construcción como E en (8),

los elementos s ∈ Γ(G) definen una acción sobre E por

s(pα)([pα, vα)] = [pα, hαvα)], (10)

donde s�Uα= [(pα, hα)], (pα, hα) ∈ Uα × G.
La fórmula (10) sigue siendo válida si reemplazamos
Km en (8) por una fibra F con una acción de la izquier-
da G×F 3 (t, v) 7→ tv ∈ F. Por ejemplo, Γ(G) actúa sobre
PG por multiplicación por la izquierda.

5. Derivada covariante y trans-
porte paralelo

Dado un haz vectorial E, una sección local s : U →
π−1(U) � U × Km y un vector tangente X = [c] ∈ TpM,
p ∈ U, queremos calcular el “cambio de s en direc-
ción de X”, lo cual denotaremos por ∇Xs(p). Primero
observamos que las derivadas parciales en coordena-
das locales no sirven de mucho para este fin ya que
una sección local s(p) = [(ϕ−1

α (x), v0)], v0 ∈ Km, puede
ser constante en coordenadas locales x = ϕα(p) pero
no lo es en coordenadas locales y = ϕβ(p), por ejem-
plo si tβα(p) = tβα(ϕ−1

β (y)) no es constante con respeto
a la variable y, entonces s(p) = [(ϕ−1

β (y), vβ(y)], donde
vβ(y) = tβα(ϕ−1

β (y))v0 no es necesariamente una función
constante.
Otro intento serı́a definir la “derivada direccional”
∇Xs(p) por el lı́mite de un cociente diferencial de la
forma lı́m

t→0
1
t

(
s(c(t)) − s(c(0))

)
, donde c está definido por

X = [c]. Ahora el problema es que los vectores s(c(t)) ∈
π−1(c(t)) y s(c(0)) ∈ π−1(c(0)) pertenecen a diferentes
espacios lineales: π−1(c(t)) ∩ π−1(c(0)) = ∅ si c(t) , c(0).
Por lo tanto la diferencia en el cociente diferencial no
está bien definido.
Para dar sentido al cociente diferencial, debemos
transportar el vector s(c(t)) ∈ π−1(c(t)) a la fibra π−1(c(0))
sin cambiar sus magnitudes fı́sicas o, en otras pa-
labras, “lo más paralelo posible”. El problema al que
nos enfrentamos ahora es: ¡El transporte paralelo a
lo largo de una curva puede depender de la curva!
Para verlo, consideramos una 2-esfera S2 ⊂ R3. Si un
punto de masa se mueve sobre la S2 con velocidad
constante sin aceleración externa, su trayectoria es
un cı́rculo grande, y si transportamos un vector tan-
gente a lo largo de un cı́rculo grande lo más paralelo
posible, entonces no se cambia la magnitud del vec-
tor ni el ángulo con el vector de velocidad. Como se
ve en la figura 1, el resultado es diferente si trans-
portamos el vector en C al A a lo largo de la curva
CA al que si lo transportamos primero a lo largo de
CB y después a lo largo de BA. Para que el transporte
paralelo sea bien definido, se tiene que definir para
cualquier curva diferenciable (a pedazos).

Figura 1.
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Para resolver el problema de la definición de la deri-
vada direccional, observamos primero que el trans-
porte paralelo y la derivada covariante son notacio-
nes equivalentes. Dado una derivada covariante ∇X :
Γ(E) → Γ(E), donde X ∈ Γ(TM), se define el transporte
paralelo de un vector s0 ∈ π−1(c(t0)) a lo largo de una
curva diferenciable c por la ecuación diferencial de
primer orden ∇c′(t)s(c(t)) = 0 con condiciones iniciales
s(c(t0)) = s0, donde c′(t) = [c] ∈ Tc(t)M. Por el teorema de
existencia y unicidad, existe una única solución a lo
largo de c.
Dado un transporte paralelo Πc : π−1(c(t)) → π−1(c(t0))
para cualquier curva diferenciable c, podemos definir

∇Xs(p) := lı́m
t→0

Πc(s(c(t))) − s(c(0))
t

, (11)

donde X = [c] ∈ TpM. Mencionamos además que, sin
condiciones adicionales, la derivada covariante no es
única, y cada derivada covariante puede correspon-
der a otra situación fı́sica.

6. Campos de norma
En esta sección queremos estudiar un sistema fı́si-
co concreto (antes de la cuantización). La variedad
M corresponde a una región del espacio-tiempo, las
partı́culas elementares son representados por una
sección en un haz vectorial E con fibra Cm, donde m
se relaciona con los números cuánticos que carac-
terizan las partı́culas elementales (momento angu-
lar orbital, espı́n, hipercarga, etc.). Dado un produc-
to interno en cada fibra, la función M 3 p → ‖s(p)‖2
podemos interpretar como una densidad de proba-
bilidad de encontrar las partı́culas en cierta región
(asumiendo que la integral sobre M es 1).
Supongamos que existe una simetrı́a, dado por un
grupo de Lie G ⊂ GL(m,C), que no cambia las mag-
nitudes fı́sicas. Como un cambio de coordenadas no
debe cambiar las magnitudes fı́sicas, consideramos
G como el grupo de estructura, es decir tβα(p) ∈ G
en (8). Además recordemos que el grupo de norma
Γ(G) actúa sobre secciones de E como un grupo de
simetrı́a.
En teorı́a, un fı́sico experimental puede determinar el
transporte paralelo por llevar una partı́cula de prue-
ba y un aparato de medición a lo largo de una cur-
va sin actuar con fuerzas (mecánicas) externas so-
bre la partı́cula, por lo que suponemos que tene-
mos conocimiento completo sobre el transporte pa-
ralelo. En una carta local π−1

α (Uα) � Uα × Cm, iden-
tificamos una base ortonormal con la base canóni-
ca {e1(p), ... , em(p)} ⊂ Cm (siempre es posible por una
transformación unitaria). ¡Es importante notar que
los vectores de la base canónica no son necesa-
riamente paralelos! Ahora podemos considerar el
transporte paralelo de la base {e1(p), ... , em(p)} a lo lar-
go de una curva c con c(0) = p. Como las magnitudes
fı́sicas no cambian por el transporte paralelo, existe
para cada t una matriz g(t) := (g j

k(t))m
j,k=1 ∈ G ⊂ GL(m,C)

tal que Πc(ek(c(t)) =
∑m

j=1 g j
k(t)e j(t). En particular, si con-

sideramos los vectores ∂
∂xi = [ci] ∈ TpM de la base

canónica del espacio tangente, obtenemos n = dim(M)
funciones gi(t) := (g j

i,k(t))m
j,k=1 ∈ G tal que Πci (ek(ci(t)) =

gi(t)
(
e j(p)

)
:=

∑m
j=1 g j

i,k(t)e j(p) y gi(0) = id. Aplicando (11),
obtenemos

∇ ∂
∂xi

ek(p) := lı́m
t→0

Πci (ek(ci(t)) − ek(p)
t

;

= lı́m
t→0

(gi(t) − id)(ek(p))
t

;

= g′i (0)
(
ek(p)

)
.

Dado que gi : (−ε, ε) → G es diferenciable, notamos
que g′i (0) ∈ TidG = g ⊂ Matm(C), es decir, la derivada
covariante ∇ ∂

∂xi
de la base canónica {e1(p), ... , em(p)} está

determinado por n matrices g′i (0) en el álgebra de Lie
g del grupo de estructura G.
Notamos la siguiente regla de Leibniz: Dada una fun-
ción diferenciable sk : Uα → C, consideramos ci(t) =
ϕ−1
α (x1, ... , xi + t, ... , xn) tal que [ci] = ∂

∂xi ∈ TpM. Con un
ligero abuso de notación, escribimos sk(x) := sk(ϕ−1

α (x))
ası́ que lı́m

t→0
1
t (sk(ci(t))− sk(ci(0)) = ∂sk

∂xi (x). Entonces, usan-
do que el transporte paralelo Πci es una aplicación
lı́neal, calculamos

∇ ∂
∂xi

( m∑
k=1

sk(p)ek(p)
)

= lı́m
t→0

m∑

k=1

Πci (sk(ci(t)ek(ci(t)) − sk(p)ek(p)
t

;

= lı́m
t→0

m∑

k=1

(
sk(ci(t)) − sk(ci(0))

t
Πci

(
ek(ci(t))

)

+sk(ci(0))
Πci

(
ek(ci(t))

)
− ek(p)

t


 ;

=
m∑

k=1

∂sk(x)
∂xi ek(p) +

m∑
k, j=1

sk(x) (g j
i,k)′(0) e j(p).

Si redefinimos Ai(p) := 1
iκ g′i (0) ∈ Matm(C), donde κ ∈ R

denota una constante de acoplamiento (un escala-
miento para obtener unidades conocidas), podemos
escribir (12) brevemente

∇ ∂
∂xi

= ∂
∂xi + iκAi, donde iAi ∈ g ⊂Matm(C). (12)

Además, la aplicación X 7→ ∇X es lı́neal, entonces
la derivada covariante está unicamente determinado
por (12).
Recordemos que el transporte paralelo y la derivada
covariante son notaciones equivalentes. Observamos
que, si Ai(p) = 0 para todo i = 1, ... ,n y p ∈ Uα, en-
tonces la base canónica {e1(p), ... , em(p)} es paralelo y el
transporte parelelo está dado por asignar coeficientes
constantes. ¡Entonces no depende del camino c!
Por otro lado, si ∇ ∂

∂xi
= ∂

∂xi y si cambiamos las coor-
denadas por y(x) := ϕβ ◦ ϕ−1

α (x) (equivalente: x(y) =

ϕα ◦ ϕ−1
β (y)), obtenemos las fórmulas de transforma-

42



ción

∇ ∂

∂yj
sβ(y) = t−1

αβ(y)
n∑

k=1

∂xk

∂y j∇ ∂
∂xk

(
tαβ(y)sβ(y)

)
;

= t−1
αβ(y)

n∑
k=1

∂xk

∂y j
∂
∂xk

(
tαβ(y)sβ(y)

)
;

= t−1
αβ(y)

n∑
k=1

∂xk

∂y j
∂tαβ(y)
∂xk sβ(y) + t−1

αβ(y) tαβ(y)
n∑

k=1

∂xk

∂y j
∂sβ(y)
∂xk ;

= t−1
αβ(y) ∂tαβ(y)

∂y j sβ(y) + ∂
∂y j sβ(y);

=
(
∂
∂y j + tβα(y) ∂tαβ(y)

∂y j

)
sβ(y), (13)

entonces A j(y) = tβα(y) ∂tαβ(y)
∂y j y posiblemente A j(y) , 0

aunque el transporte paralelo sigue siendo indepen-
diente del camino sobre Uα ∩ Uβ porque no depende
de las coordenadas locales.
La Ecuación (13) la podemos también interpretar
de la siguiente manera: ¿Tal vez la aparición de las
matrices A j(y) , 0 está causada por una mala elec-
ción de coordenadas locales y siempre existen otras
coordenadas locales x = x(y) tal que A j(x) = 0? La
respuesta a esta pregunta se encuentra en el con-
cepto matemático denominado curvatura. Dado una
derivada covariante en coordenadas locales como en
(12), se define la curvatura (salvo la constante iκ) en
coordenadas locales x = ϕα(p) por

Fi j(x) := ∂A j(x)
∂xi − ∂Ai(x)

∂x j + iκ [Ai(x),A j(x)] ∈ Matm(C). (14)

Resulta que, si Fi j(x) = 0 para todo x ∈ ϕα(Uα) y todo
i, j = 1, ... ,n, entonces el transporte paralelo es in-
dependiente del camino sobre Uα. Es una propiedad
intrı́nseca de la derivada covariante, es decir, no de-
pende de coordenadas locales. Puede ocurrir en cual-
quier variedad diferenciable aunque los casos más
interesantes son los de haces vectoriales no triviales
para los cuales la topologı́a obliga que Fi j(x) , 0 en al-
guna región. Por ejemplo no existe una sección global
(campo vectorial) del haz tangente de la 2-esfera que
no se anula en ningún punto (teorema de la bola pe-
luda), pero si Fi j ≡ 0, podrı́amos construir tal campo
vectorial por transportar un vector no nulo a todas
partes.
La pregunta más importante de estas notas es: ¿Cuál
es la interpretación fı́sica de la curvatura? Matemáti-
camente sabemos que la curvatura es una obstruc-
ción para que el transporte paralelo sea independien-
te del camino. Fı́sicamente interpretamos el trans-
porte paralelo como el transporte de un estado fı́si-
co sin aplicar fuerzas externas a lo largo de una tra-
yectoria. Sin embargo, si la curvatura es diferente a
0, existen curvas cerradas tal que el transporte pa-
ralelo causa un cambio de estado fı́sico aunque las
magnitudes observables no han cambiado. ¿A qué
podemos atribuir este cambio? Aún no hemos defi-
nido que es una fuerza. Si definimos la ausencia de
fuerzas por la ausencia de cambios de estados fı́sicos,

es muy natural concluir que la presencia de curva-
tura es causado por una fuerza, o la curvatura está
causando una fuerza, y como no se actuó sobre el sis-
tema durante el transporte paralelo con una fuerza
externa, consideramos la curvatura como una fuerza
interna. El principio fundamental que postulamos es:

curvatura ∼ fuerza
Es interesante notar que el postulado reúne las 4
fuerzas fundamentales en el mismo principio: la gra-
vedad se manifiesta en la curvatura del espacio tiem-
po, y las fuerzas electromagnéticas, débiles y fuer-
tes de las partı́culas elementales se explican por
una cuantización de los campos de curvatura de
(14) con el grupo de estructura (simetrı́as internas)
U(1) × SU(2) × SU(3).

7. Ejemplo: Electromagnétismo
Consideramos el ejemplo más simple y más promi-
nente, el electromagnétismo asociado a una teorı́a de
norma con el grupo de estructura U(1). Considerando
el grupo de Lie U(1) como la variedad diferenciable 1-
dimensional U(1) � S1 := {z ∈ C : |z| = 1} ⊂ C � Mat1(C),
obtenemos los isomorfismos

u(1) := TidU(1) � {c′(0) : [c(t)] = [eiγ(t)] ∈ T1S
1};

� {iγ′(0) : γ : (−ε, ε)→ R, γ(0) = 0};
� iR.

Usando las coordenadas locales ϕα(p) = x =
(ct, x1, x2, x3) ∈ R4, donde t tiene el significado de tiem-
po y c denota la velocidad de la luz, obtenemos por
(12) cuatro funciones (A0(x),A1(x),A2(x),A3(x)) tal que
iκA j(x) ∈ u(1) � iR, por lo tanto A j(x) ∈ R. Este 4-vector
es muy conocido, a saber, (A0(x),A1(x),A2(x),A3(x)) =

( 1
c u(x),

−→
A (x)), donde u denota el potencial eléctrico y−→

A el vector potencial magnético. Este potencial no es
único, si reemplazamos las funciones de transición
tαβ en (13) por un elemento del grupo de norma t ∈
Γ(G), donde G = U(1) en la Definición 4.1 y t(x) =
eiγ(x), obtenemos por cálculos similares a (13) que
(A0(x),A1(x),A2(x),A3(x)) y (A0(x),A1(x),A2(x),A3(x)) +

( 1
c
∂γ(x)
∂t ,

∂γ(x)
∂x1

,
∂γ(x)
∂x2

,
∂γ(x)
∂x3

) determinan el mismo campo
electromagnético. Como Mat1(C) � C es conmuta-
tiva, obtenemos [Ai(x),A j(x)] = 0 en (14), entonces
Fi j(x) := ∂A j(x)

∂xi − ∂Ai(x)
∂x j . Si (E1(x),E2(x),E3(x)) denota el

campo eléctrico y (B1(x),B2(x),B3(x)) denota el cam-
po magnético, obtemos el “tensor de campo electro-
magnético”

(
Fi j(x)

)3

i, j=0
=




0 − 1
c E1(x) − 1

c E2(x) − 1
c E3(x)

1
c E1(x) 0 −B3(x) B2(x)
1
c E2(x) B3(x) 0 −B1(x)
1
c E3(x) −B2(x) B1(x) 0



.
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