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Se define una sucesion de nimeros reales como una funcién f : N — R, que a cada
numero natural le asigna un nimero real, el cual escribimos como f,, en lugar de f(n),
y a la sucesi6n en notacién de conjunto se le denota como { f,,}. El uso de sucesiones
permite abordar problemas que no parecieran involucrarlas explicitamente, como ve-
remos mds adelante, por lo que proporciona una herramienta extra en la resolucién de
problemas de olimpiada.

Tipos de sucesiones
Aritméticas

Las sucesiones aritméticas, o progresiones aritméticas, son aquellas en las que la dife-
rencia entre dos elementos consecutivos es constante. Por 1o que quedan completamen-
te caracterizadas por un elemento inicial ay y una diferencia d € R.

Observemos que a; = agp + d, por lo que as = a1 +d = ag + 2d, y asi sucesivamente,
el n-ésimo término estd dado por a,, = ag + dn.

Geométricas

Las sucesiones geométricas, o progresiones geométricas, son aquellas en las que el
término inmediato siguiente se define como un multiplo constante del anterior. Al igual
que en las sucesiones aritméticas, estas sucesiones quedan determinadas por un ele-
mento inicial ap y unarazénr € R.

En este caso, a; = rag, porlo que as = ra; = r2ag, y asi, en general, a,, = r"ay.
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Periodicas

Una sucesién {a,} se dice periédica con periodo k, donde k es un entero positivo, si
para todo nimero natural ¢ se cumple que a;r = a;.

Monétonas

Se les llama mondtonas crecientes (mondtonas decrecientes) a aquellas que cumplen
que a, > am, (an < ap) paran > m.

Se les llama estrictamente crecientes (estrictamente decrecientes) cuando a,, > a,
(an, < ap) paran > m.

Recursivas

En general, las sucesiones recursivas se definen en funcion de los elementos previos de
la sucesion, por lo que establecer la relacién entre el indice y el elemento de la sucesioén
se considera un problema por si mismo cuando se define recursivamente.

Una sucesién se puede definir recursivamente como hemos visto en los casos de pro-
gresiones, y después de hacer manipulaciones somos capaces de encontrar una férmula
explicita para el n-é€simo término.

Ejemplos

Ejemplo 1. Demostrar que no existe una infinidad de nimeros primos distintos en
progresion aritmética.

Solucion. Supongamos que {a,,} es una sucesién aritmética de niimeros primos, esto
es, a, = ag + nd con a, nimero primo para cadan > 0y d > 0. En particular, si
n = ag, entonces aq, = ag + apd = ag(l + d), lo que significa que ag | aq,. Como
ao # Ga, (pues ap = aq, implica que d = 0) y ag es primo, se sigue que a,, no es
primo, lo cual es una contradiccion.

Ejemplo 2. ;Cual es el valor mdximo de —'?
n!

10°

Solucién. Definimos ag = <5~ = 1y recursivamente consideramos
10
a; = Tam
10
az = 7a1,
10
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Sin > 10, tenemos que % < 1. Entonces, a,, < a,—1 para todo n > 10, esto es,

9
an < ag = 13- para todo n > 10.

10" ~ 10"*!

Por otro lado, es facil ver que a,, = wr < a1 = Ontl siy solosin < 9y, también,

ag = aig. Por lo tanto, tenemos que a,, < ag paratodon > 0, lo que significa que el
10?
or:

valor maximo de a,, es ag =

Ejemplo 3. Un polinomio p(z) cumple que p(0),p(1),p(2), ... estdn en progresién
aritmética. Muestra que el grado de p(z) es a lo mds 1.

Solucién. Supongamos que p(z) = a,x™ + an_12"° 1 + -+ + a1z + ap y que

p(0),p(1),p(2), ... estdn en progresién aritmética. Esto quiere decir que la diferen-
n

cia comun de la sucesién es d = p(1) — p(0) = >_ a;. En general, para cada entero

=1
positivo k

p(k) = ank™ + an 1 k"' 4+ 4+ a1k + ag
=an(k" — k) +an_1 (K" — k) 4+ +ax(k® — k) +ag + dk
= Qo +dl€
Se sigue que el polinomio
() = an(z" — )+ an_1(z" ' — )+ -+ ax(2® —x)

se anula para cada entero x > 2. El teorema fundamental del dlgebra asegura que todo
polinomio de grado positivo n tiene exactamente n raices, por lo que concluimos que
q tiene grado 0, es decir, ay = a3 = --- = a,, = 0. Por lo tanto, p tiene grado a lo mds
1.

Ejemplo 4. (XIII OMCC). Aplicar un desliz a un entero n > 5 es transformarlo en
n -+ p2
p

con p primo que divide a n. Muestra que tras aplicar deslices a un entero, eventualmente
se llega a 5.

Solucién. Hagamos unas observaciones sobre el desliz de algunos niimeros.
= sin es primo, un desliz resulta en n + 1.

= sin es compuesto, un desliz depende de la eleccién del p primo que lo divide, sin

2
HE <nentp?<np

& p? < n(p — 1). Sin embargo, esta Gltima desigualdad es cierta. En efecto,
como n no es primo, se tiene que n # p, de donde se sigue que % > 2. Luego,

embargo, observemos que sin importar el valor de p,

n
n(p—1)= ;p(p— 1)>2p(p—1)=2p* —2p>2p> —p* =p>. (1)
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Ademds, como n > 5, al menos uno de los términos 2 y p debe ser mayor que
2, lo cual implica que alguna de las desigualdades en (1) debe ser estricta.

Ahora, para n = 5 se cumple que un desliz lo lleva a 6, y un segundo desliz lo lleva a
5.

Supongamos entonces que . > 5. Por las observaciones anteriores, somos capaces de
generar una sucesion estrictamente decreciente usando deslices, s6lo basta mostrar que
el resultado de un desliz es siempre mayor o igual a 5.

Para ello, consideremos n > 6, compuesto, si p es un divisor primo de n, menor a 5,
osea, p =20 p = 3, se verifica que § + 3y § + 2 son ambos mayores o iguales a
5, mientras que en el caso en que p es un divisor primo mayor o igual a 5, el desliz es
evidentemente mayor a 5, con lo que terminamos la prueba.

Ejemplo 5. (Concurso Nacional, OMM 1999). Demuestre que no existen 1999 pri-
mos en progresion aritmética todos ellos menores que 12345.

Solucién. Supongamos que existen ag, a1, . . ., a199g Primos en progresién aritmética
con diferenciad = a; — ag > 0.

Se cumple que para cada 0 < k < 1998, a, = ao + dk. Observemos que ag no puede
ser menor o igual que 1998, pues si lo fuera, podriamos tomar & = ag y obtener que
Gq, MO es primo. Por lo tanto, ag > 1999.

Ahora observemos que por ser primos, la diferencia d es divisible al menos por 2.
Veamos qué ocurre en el caso d = 2. Recordemos que todo primo mayor que 3 es de
la forma 6k £ 1, por lo que

a; =6k +142.
az =6k £ 1+ 4.

Sin importar el signo, alguno de ellos sera divisible por 3y, por lo tanto, no serd primo.
El caso d = 4 nos lleva a un andlisis andlogo.

Hemos mostrado que d > 6, por lo que aig9s = ag + d(1998) > 1999 + 6(1998) >
12345. Que es lo que querfamos probar.

Ejemplo 6. Sea {a,} una sucesién de niimeros reales tal que a; = 1y, paran > 1,
an+1 = an + ——. Demuestra que a1o > 14.
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Solucién. Elevando al cuadrado la relacién, obtenemos que:

2 _ 2
aloo = agg +2+ a2
99

1 1
2
ags + ()+a§9+6ng

1 1
:a%+2(99)+¥+za—2
1

n=2 "N

>142(99) + 1.
Sacando raiz cuadrada obtenemos a1gg > 10v/2 > 14.

Ejemplo 7. Sea z = 0.ajaza3a4 ..., donde a,, = 0 sinesprimoy a, = 1sines
compuesto. Muestra que x es un nimero irracional.

Solucién. Supongamos por contradiccién que x es racional.

Lema: Un nimero es racional si y solo si tiene expansién decimal eventualmente pe-
riddica o finita.

Demostracion del lema: (—>) : Sea x = g, recordemos que por el algoritmo de la
division, es posible escribir

T
B:k+—conr<q.
q q
Definimos las funciones parte entera de x, denotada por |x], como el mayor entero

menor o igual a 2 y, parte fraccionaria de «, como {x} = x — | z|. Con estas funciones
vamos a construir una sucesién {r,, } como

10Tn_1 }

To =T, T’IIZQ{
q

Que es equivalente a obtener el residuo de 10”1z al dividirlo por q.
Para construir la expansion decimal de x hace falta notar que el n-ésimo digito es

Ty = {IOT—HJ .
q

Es decir,
T = k.xox1ToX3 " -

El algoritmo de la divisién nos asegura que cada r,, < ¢, por lo que utilizando el prin-
cipio de las casillas, aseguramos que siempre se repite un residuo.

Sean 7;, r; la primera vez que se repite un residuo.

La unicidad del algoritmo implica que x; = x;. Mds ain, x, = xx4;—; Vi € N. Lo
cual muestra su periodicidad o su expansion decimal finita en el caso en que z; = x; =
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0.
(«<=) : Comencemos con un caso sencillo. Supongamos que x = 0.ZTgzy - - - ;. Ob-
servemos que

10 e = zozy -+ i + .

Por lo tanto, z = mlgﬂl ””17 , es decir, x es racional.

Si z tuviera la forma x = k.xox1 - - - ;%1112 - - - %; utilizando el caso anterior se
muestra que es racional. 0
La sucesion evidentemente no es finita, pues hay una infinidad de nimeros primos.
Ademads, no puede ser periddica, pues si lo fuera, habria una infinidad de ndimeros
primos en sucesién aritmética, lo cual es falso segin lo demostrado en el Ejemplo 1.
En tal caso, se sigue inmediatamente del lema, que x es irracional.

Ejemplo 8. Consideremos la secuencia de los nimeros naturales y agrupemos los
términos de la siguiente manera:

(1),(2,3),(4,5,6),(7,8,9,10),(11,12,13,14,15), ...
(Cudnto vale la suma de los nimeros del n-ésimo grupo?

Solucién. Observemos que el n-ésimo grupo se compone de n enteros consecutivos,
por lo que encontraremos el valor inicial de cada grupo.

Definimos a; = 1 y notemos que el valor inicial del (n 4+ 1)-ésimo grupo se puede
calcular como el valor inicial del n-ésimo grupo mds la cantidad de elementos de ese
grupo, es decir, a,,+1 = a, + n. Se puede demostrar por induccién que

n(n + 1)'

app1=1+Y k=1+ 5

k=1

Por lo tanto, el valor correspondiente a la suma de los elementos del n-ésimo grupo, es
igual a

an+1 1

kan (1+ ”—1)+(1+ n(n—1) +1)+...+(1+w_1)
:(1+ ”—1)+(1+ n(n—1) +1)+...+(1+w+n_
—n(14 22 )+::k ( (n2—1))+(n—21)n
R
2

Ejemplo 9. (Lista corta, IMO 1981). Una sucesién {a,} se define recursivamente

comoa; =1y
1+ 4a,, + 1 + 24a, b

6 ara n > 1.

Ap+1 =
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Hallar una férmula explicita para a,,.

Solucion. Definamos una sucesion auxiliar de ndmeros reales positivos, b,,, tales que
b2 = 1+ 24a,, para cadan > 1. Observemos que

2 2
gbn-l-l

WIN NIW WIN WD Wl N

De donde obtenemos que by = 5y b1 = 3+2b” para n > 1. Consideremos otra

sucesién auxiliar definida por ¢,, = 2"~ 1b,,. Tenemos que

Cn+1 = 2"bpy1
=2""1(3+b,)
=c,+3-2"71
=cpq +327 277

=c1+32" 1 +2m 4 4 29)
=5+3(2"—1)
=2+43.2"

Luego, b, = 2'""¢, = 21_"(2 +3- 2"‘1) =3422,
Por lo tanto,

-1 1
n = n = _—(8 6 - 22771 247271 .
¢ TR YA 27
Ejemplo 10. (China, 2005). Una sucesion de nimeros reales ag, a1, az, . . . satisface

queag =1y
Tap, + /45a2 — 36
2

Ap+1 =
para cada entero positivo n.
a) Demuestra que a,, s un entero positivo para cada entero positivo n.

b) Demuestra que a,a,+1 — 1 es el cuadrado de un entero para cada entero positivo 7.
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iz 7ao++/45a3 —36 /I5=36
Solucién. a) Tenemos que a; = ——— Y202 = THVI5-30 7+2\/§ =5y {an}es

una sucesion escrictamente creciente tal que

2ap41 — Ta, = y/45a2 — 36.

Elevando al cuadrado ambos lados, obtenemos que

ai_,_l —Tanan+1 + ai +9 =0,

a? —Tan_1a, +a’_; +9=0.

Restando estas dos relaciones, obtenemos que (ay,+1—an—1)(@p+1+an—1—"7a,) = 0.
Como la sucesion a,, es estrictamente creciente, necesariamente a1+ ap—1 — 7@y =
0, estoes, ap4+1 = 7a, — an—1. Usando que ap = 1y a; = 5, un argumento inductivo
muestra que a,, €s un entero positivo para cada entero positivo n.

b) La relacion a2, ; — 7anan+1 + a2 +9 = 0 obtenida en a), la podemos reescribir en
la forma (a,4+1 + an)? = 9(anan+1 — 1), esto es,

Ap41 + an)2

Apy10n — 1 = ( 3

Como a,, y a1 son enteros positivos segiin lo demostrado en a), el nimero a, 41 +an,
también es un entero positivo, cuyo cuadrado, igual a 9(a,an4+1 — 1) también es un
numero entero. Luego, a,,+1 + a,, es un entero multiplo de 3 y, por lo tanto, a,,+1a, —1
es el cuadrado del entero a”%m

Ejemplo 11. (Lista corta, IMO 1985). Mostrar que la sucesién {a,, } definida como
an = Ln\/ij, paran = 0,1,2,3,..., contiene una infinidad de potencias distintas de
2.

Solucién. De manera similar a como demostramos que la expansion decimal de un
nimero irracional no es periédica, podemos demostrar que en base 2, la expansion
tampoco es periédica. Asi que consideremos v/2 en base 2.

V2 = 1.bgbibobs ... con by, € {0,1}.

En tal caso, como /2 es irracional, sabemos que la sucesion asociada tiene una infini-
dad de 1’s. Para cada b;, = 1 en la representacion, consideremos

1
2k71\/§ —1<ag-1=m< 2k71\/§— 5
En efecto, la desigualdad de la izquierda es clara utilizando una propiedad de la funcién
piso: |m ] > m—1.La desigualdad de la derecha se obtiene de ver a 28 ~!1/2 en binario
y restarle 0.1 en base 2 (lo cual no cambia el valor de su piso por la suposicién by, = 1).
Multiplicando por v/2 y sumando /2 obtenemos que

1
2k < (m+1)V2<2F+ —.
( ) 7



E. J. Escobar Sanchez, Tzaloa No. 1, 2022 9

Es decir, a,,11 = |[(m + 1)v/2] es una potencia de 2. Cada una de estas potencias es
distinta porque la sucesién {a,, } es creciente y, por lo tanto, cada término es mayor que
el anterior.

Ejemplo 12. IMO, 2014). Sea ay < a; < az < --- una sucesion infinita de enteros
positivos. Probar que existe un tnico entero n > 1 tal que
a0+a1+...+an

an < < ap+1-
n

Solucién. Definimos una nueva sucesién {d,,} para cada n > 0, como sigue:
dp,=(a0+ a1+ +an) —nay,.

Observemos que la primera desigualdad es equivalente a que d,, > 0, mientras que la
segunda desigualdad es equivalente a

dpt1=(ao+a1+-+an+ant1) — (n+ 1)ant1

=(ag+a1++an) —naps1 <0.

Asi, el problema se traduce a encontrar un dnicon > 1talque d,,+1 < 0 < dj,.
Ahora, observemos que dy = d; > 0y que

dnJrl - dn :(a() +--t+an + anJrl) - (n + 1)an+1 - ((QO + -+ an) - nan)
=n(an — ant1) <O0.

Es decir, {d,, },>1 es una sucesién de enteros estrictamente decreciente que inicia en
un nimero positivo, por lo que el valor de n buscado, serd el primero en que d,, 11 sea
negativo o cero.

Ejercicios
1) Encuentra todas las posibles sucesiones que son a la vez aritméticas y geométricas.

2) (Es posible encontrar una sucesion aritmética infinita en la cual todos los nimeros
son cuadrados perfectos distintos?

3) Muestra que si {a,} es periédica de periodo p y {b,} es periédica de periodo g,
entonces la sucesion {a,, + b, } es periédica. ;De qué periodo?

4) Sea ay, as, ... una sucesiéon de nimeros reales positivos tal que a; = 1y a? 1t
An+1 = ap paratodon > 1. Muestra que a,, > =.

5) Una sucesion x,, estd definida como xg = 2y

24 x,

m, para n:0,1,2,...

Tn41 =

Muestra que x,, # % paratodon > 1.
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6) (IMO, 2005). Sea aj, asg,... una sucesiéon de enteros con infinitos términos po-
sitivos e infinitos términos negativos. Sup6n que para cada entero positivo n, los
ndmeros aj, az, ..., a, tienen n diferentes residuos mdédulo n. Muestra que cada
entero aparece exactamente una vez en la sucesion.

7) (Lista corta, IMO 2006). Una sucesion de nimeros reales ag, a1, as, . . . es definida
recursivamente como ag = —1y

- Qp—k
Z =0 para n>1.
k:0k+1

Muestra que a,, > 0 para cadan > 0.

8) (Lista corta, IMO 2001). Sea ag, a1, as, . . . una sucesiéon de niimeros positivos. De-
muestra que la desigualdad 1 + a,, > a,,_1 ¥/2 es vélida para una infinidad de
valores de n.

9) (Vietnam, 1975). Encuentra todos los términos de la sucesidn aritmética —1, 18,
37, ... que tienen 5 en todos sus digitos.

10) (Lista corta, IMO 2006). Una sucesion de nimeros reales ag, a1, . . . €s tal que ag es
un nimero real arbitrario y a;+1 = |a;|{a;} parai > 0, donde |z | denota al mayor
entero menor o igual a z;, mientras que {x} = x — | x| es la parte fraccionaria de x.
Demuestra que a; = a;42 para ¢ suficientemente grande.
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