. Como leer problemas de
olimpiada de matematicas?

Por Héctor Raymundo Flores Canti

Nivel Basico

Estds presentando un examen importante de la olimpiada mexicana de matematicas.
Son 3 problemas dificiles que debes resolver en 4 horas y media. Este es el primer
dia de examen y te sientes satisfecho por tu desempefio. Resolviste el problema 1 sin
dificultades, el problema 2 te costd algo de trabajo pero estds convencido de que estd
completo y en el problema 3 generaste algunas ideas. Aunque no llegaste a la solucién,
crees que podrias obtener algunos puntos.

Cuando termina el examen vas con los demds y estdn hablando sobre uno de los proble-
mas. Escuchas lo que dicen y tratas de entender las ideas pero algo no te hace sentido.
Preguntas y uno de ellos te comenta su solucion. Ese sentimiento de satisfaccién que
tenias al salir del examen se va convirtiendo lentamente en lo que podriamos llamar un
mini ataque de pénico... “lefste mal” el problema 2.

A mi me pasé como participante en algiin examen y cada afio que voy con una de-
legacién muchas veces hay al menos una persona del equipo que lee mal alguno de
los problemas. Primero pensé que solo me pasaba a mi, pero luego me di cuenta que
realmente es algo muy frecuente. Le pasa a cualquiera.

Los problemas de olimpiada plantean situaciones a veces muy complejas en pocas
frases. Tienen una estructura gramatical compleja y tienen mucha informacién. En este
articulo quiero comentarte algunas recomendaciones sobre cémo leer problemas de
olimpiada de matemdticas y, en general, como leer textos complejos. De paso, vamos
a practicar un poco de lenguaje matemadtico y teoria de conjuntos. Estos dos tltimos
temas resultardn muy importantes para facilitarle a tu cerebro el trabajo de entender
problemas complejos. Pero iniciemos con algunas recomendaciones simples que he
observado que muchos participantes no siguen.



2 ¢ Como leer problemas de olimpiada de matematicas?

Sugerencia # 1:
Lee una sola frase y detente a pensar
antes de continuar con la lectura.

Nuestra memoria a corto plazo solo tiene capacidad de procesar un méaximo de 3 o 4
“bloques” de informacidn nueva (ver [4]). Esto significa que necesitas darle tiempo a
tu cerebro de asimilar los conceptos que se presentan en cada frase. Aun si la frase es
sencilla, te recomiendo que dediques un poco de tiempo a reflexionar en ella antes de
seguir leyendo. Veamos como ejemplo la primera frase de un problema de la olimpiada
nacional de matemadticas. En caso de que no lo tengas claro. Una frase empieza con
una mayuscula y termina con un punto.

Frase #1.1:
Sea n > 2 un numero entero.

Esta puede parecer una frase sencilla, pero tiene suficiente informacién para que em-
pecemos a pensar. Hay muchos problemas que inician con algo similar, n un entero
o entero positivo. Una sugerencia particular para problemas que incluyen algo asi es
inmediatamente tener en mente un valor especial de esa n. Por ejemplo, n = 2,n = 4
o algiin otro valor pequefio. Esto va a ser particularmente importante si se trata de un
problema que incluya mds propiedades complejas. A mi me sorprende la cantidad de
participantes que intentan resolver los problemas complicados sin tener en mente que
se debe primero reflexionar sobre los casos particulares (n = 1, n = 2, etc.). Proble-
mas que inician de esta forma son tantos que quisiera resaltar esto como sugerencia,
aunque no es estrictamente una sugerencia sobre lectura del problema.

Sugerencia # 2:
En problemas que hablen de n entero (positivo), no intentes resolver el problema
para n sin analizar antes los casos particulares.

Bueno, esta frase inicial no tiene mucha mds informacién asi que podemos continuar
con la lectura del problema. La segunda frase de este problema serd significativamente
mds compleja que la primera. Dice lo siguiente.

Frase # 1.2:
Para cualquier sucesion a1, as, . . ., ar de enteros positivos tales que
a1 + ag + -+ -+ ax = n, consideralas sumas S; =14+ 2+ --- +q;,paral <i < k.

Podemos estar de acuerdo que esta segunda frase es mds dificil de asimilar. La mayoria
de los participantes que presentaron el examen el afio en que se aplicé este problema
tuvieron considerables dificultades para siquiera entender lo que ahi se decia. Esto fue
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posiblemente porque no estaban acostumbrados a pensar en elementos matematicos
mds complejos que nimeros o figuras geométricas.

Comentaba que cada problema presenta una situacion. Puedes pensar que cada proble-
ma cuenta una historia donde los personajes serdn objetos matemdticos. Esta segunda
frase nos presenta un tipo especifico de estos objetos: sucesiones de nimeros. Aunque
existe una definicién formal de lo que es una sucesion, si eres principiante basta que
consideres que una sucesion es simplemente una lista ordenada de nimeros. A cada
nimero a veces se le llama “término” de la sucesion.

En este caso se trata de sucesiones finitas (tienen fin). Por el subindice de ax, deducimos
que son listas con k términos. Aunque no estd explicitamente dicho en el problema, se
entiende que k es un entero positivo también. El niimero k es la cantidad de términos
de la sucesion.

Como lo comentaba, es importante que te des tiempo para asimilar el tipo de objetos
matematicos de los que el problema trata. Estos son como los personajes de la historia
y requiere que te detengas un poco para pensar en ellos. Aprovechemos para definir dos
elementos fundamentales del lenguaje matemadtico que te serdn muy ttiles en muchos
otros problemas.

Definicién (intuitiva) 1: Una propiedad es una afirmacion matemadtica que trata sobre
algin objeto matemadtico y que puede ser falsa o verdadera. Si es falsa, decimos que el
elemento no cumple la propiedad. Si es verdadera, decimos que el elemento si cumple
la propiedad.

En libros de l6gica o de demostraciones, verdas que llaman afirmacién (matematica)
a lo que yo estoy definiendo aqui como “propiedad”. Puedes pensar en afirmaciones,
pero me parece mds natural llamarlas propiedades porque es como generalmente suelen
usarse en la préctica de la matematica.

Ejemplos:

= Cuando dices: “p es un nimero primo”, el objeto matematico es p y la propiedad
es “ser primo”.

= Cuando dices: “El tridngulo ABC' es isdsceles”, el objeto matemadtico es el
tridngulo ABC'y la propiedad es “ser isdsceles”.

= En nuestro problema, el objeto matemadtico es la sucesién (ay,as,...,ar) y la
propiedad que debe cumplir es que a1 + as + - - - + ax = n.

Observa que en este caso, la propiedad depende de n, que era un nimero entero. Ya
habia comentado que esto significaba que en realidad no es un solo problema, sino
infinitos problemas (uno para cada n). Para que te quede mas claro lo que dice ahi,
imagina que n = 6. ;{Qué sucesiones deberiamos considerar en ese caso? Pues las su-
cesiones (listas) de nimeros que sumados me dan 6. Hay muchas de ellas: Una puede
ser: (1,2,3), otra (1,2,2,1), otra (3, 3) etc. Aqui aprovecharé para darte otra defini-
cién intuitiva importante que nos ayuda a asimilar mejor las cosas en casi todos los
problemas de matematicas.
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Definicion (intuitiva) 2: Un conjunto es la abstraccién que nos sirve para ponernos de
acuerdo sobre los elementos matematicos que se van a considerar en una discusion.

Los conjuntos sirven para que nos pongamos de acuerdo. Digamos que quiero que
pienses en ciertos objetos matematicos. Frecuentemente lo que haré serd describir una
cierta propiedad y luego pediré que imagines todos los objetos que la cumplen. Aunque
ciertamente es posible definir conjuntos de forma arbitraria. De cualquier forma las
propiedades/afirmaciones y los conjuntos siempre estan relacionados.

Dada una propiedad, puedes imaginar el conjunto de elementos matematicos que la
cumplen y, dado un conjunto, puedes pensar en la propiedad de ser elementos del mis-
mo. Digamos que conjuntos y afirmaciones son dos formas diferentes de representar e
imaginar la misma informacién. Es recomendable experimentar con ambas, especial-
mente si estds trabajando con problemas complejos.

Ejemplos:

= Imagina dos puntos fijos A y B en el plano. Los objetos analizados son los puntos
P del plano. Piensa en la propiedad de estar a la misma distancia de A que de
B, (AP = BP). Hay puntos en el plano que cumplen y puntos que no cumplen
esa propiedad. El conjunto de puntos que cumplen esa propiedad definen lo que
se conoce como la mediatriz del segmento AB.

= Imagina un entero positivo n. Los objetos serdn los niimeros enteros positivos
menores o iguales a n. Ahora piensa en la propiedad de ser divisor de n. Hay
nimeros que son divisores de n y nimeros que no lo son. Los nimeros que son
divisores de n forman un conjunto.

= En nuestro problema también debemos basarnos en un entero n. Los objetos son
sucesiones (listas de nimeros). La propiedad es que a; + az + --- + ax = n.
Hay listas que cumplen esta propiedad y listas que no cumplen la propiedad. El
conjunto de listas que cumplen, es el que debemos tener en mente.

A los conjuntos se les suele poner como nombre letras mayusculas (A, B, C, etc.). Es-
to es un acuerdo comun en textos matemadticos. Mientras que a los objetos que forman
parte de esos conjuntos se les nombra con letras mindsculas (z, y, z). Conocer sobre
el lenguaje de conjuntos puede ayudarte a simplificar tu forma de escribir problemas
de olimpiada y hacer que los revisores te entiendan mejor. Pero mds importante aun,
asimilar este lenguaje hard que tu cerebro esté mds preparado para pensar como ma-
temadtico. Algo que te resultard fundamental cuando trates de enfrentarte a problemas
mads complejos.

Si le ponemos como nombre C' a un conjunto y a un objeto matemadtico le nombramos
con la letra z, la forma compacta de decir que el objeto estd considerado en el conjunto
es escribir: z € C. Se suele leer que “x es elemento de C”” o simplemente que “x estd en
C”. No daré aqui una lista completa de todos los simbolos y operadores de conjuntos,
pero te recomiendo que los aprendas. La mayoria de los libros de matemadticas discretas
o combinatoria incluyen estos temas.

Regresando a nuestra frase # 2, observemos que apenas hemos discutido sobre la pri-
mera mitad de lo que decfa. La segunda mitad de la frase nos pide que consideremos
lassumas S; =14+2+---+a;,paral <i < k.
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Los a;’s eran los términos de la sucesioén, asi que lo que nos dice esta parte es que habra
una suma para cada término de la sucesion.

Sucesiéon | Célculos Sumas asociadas
(1,2,3) g;::f;%; 1:;2 =3 1,3,6

(1,2,2,1) g; ::21;*?2::3,151’2 ; 3 1,3,3,1
(3,3) fi;i;rig?’:&‘%: 6,6

Si estds durante un examen leyendo un problema como este, serd fundamental que
dediques varios minutos a hacer varias de estas listas. La tabla anterior solo considera
el caso n = 6, pero ti deberias hacer varios experimentos para mas casos. Aprovecho
también para sugerirte que siempre que tengas algiin tipo de asociacién entre objetos
matematicos, escribas los ejemplos usando justamente tablas. Tal como lo puse arriba.
Esta frase # 2 tiene una estructura matemadtica compleja a pesar de que solo trata con
conceptos relativamente sencillos (listas de niimeros enteros). El tiempo que dediques
a cada frase debe depender de la complejidad de la misma. Finalmente, asegirate de
escribir mucho durante la lectura de un problema complejo. Esto reforzard aun mds la
asimilacion de los elementos matemadticos del problema.

Sugerencia # 3:
Después de leer cada frase, asegurate de haber escrito lo que hayas descubierto o
experimentado mientras la analizabas. Usa gréficas, listas, tablas, ecuaciones,
dibujos o lo que te parezca mas adecuado. Pero, jescribe cosas!

Esta sugerencia puede parecer evidente, pero cada afio decenas de participantes entre-
gan hojas en blanco en sus exdmenes. Escribir también estimula tu mente a tener ideas.
No solo se trata de “escribir soluciones”, escribes desde que estds leyendo el problema
para ayudarte a entender mejor las cosas.
Veamos ahora la frase final del problema.

Frase # 1.3:
Determina, en términos de n, el maximo valor posible del producto S7.55 - - - Sk.

Dije que cada problema cuenta una historia, pero siempre hace mds que eso. Al final
te hace una pregunta o te propone un reto. Cuando lees una historia eres un simple
espectador, pero en los problemas se te exige que juegues un rol més activo haciendo
alguna deduccién o encontrando algo. El tipo de reto define el tipo de problema y en
muchos casos las estategias que podemos usar.

En este caso el reto consiste en “encontrar algo” y, en particular, encontrar el maximo
valor de una expresién. A este tipo de problemas se les conoce como problemas de
optimizacién (cuando se trata de encontrar el maximo o el minimo de una funcién
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en un conjunto). La tabla que usamos arriba podemos completarla con una columna
adicional.

Sucesién | Célculos Sumas asociadas | Producto
(1,2,3) g;:ff;:g 1:4(;2 =3 1,3,6 1.3.6=18

(1,2,2,1) g; :;ff:&lsji ; 3, 1,3.3,1 1.3.3.1=9
(3,3) fﬁi‘gié?’:("’&: 6,6 6-6=36

Recuerda que debemos entender el problema primero para n = 6 antes de tratar de
analizar casos mas complejos. Lo que nos pide el problema es encontrar el maximo
valor que puede obtenerse de ese producto cuando la lista cumple la propiedad de que
su suma es igual a 6. Para este caso, no es dificil encontrar que la lista que hace miximo
el producto es (3, 3). Analizando de forma similar para otros casos y observando con
cuidado, no tardards en darte cuenta de las caracteristicas de esa lista y estards muy
cerca de la solucién del problema.

En este articulo no completaré la solucién, ya que quiero enfocarme en la lectura y
entendimiento de los problemas. Por si te interesa investigarlo mds, el problema que
acabo de usar como ejemplo, aparecié en el examen nacional de la 32¢ Olimpiada
Mexicana de Matemadticas y puedes hallarlo en la pagina oficial de la olimpiada (www .
ommenlinea.org). Aunque fue problema 4 (en teorfa “f4cil”), los participantes de
ese afio obtuvieron menos puntos en él que en algunos problemas 6 de otros afios.
Usemos otro problema como ejemplo para aprender mds sugerencias sobre esto.
Siguiendo la sugerencia 1 que comenté, veamos lo que dice la primera frase del pro-
blema antes de continuar con la lectura.

Frase # 2.1:
Sean ABC un tridngulo y AD la bisectriz del dangulo ZBAC, con D sobre BC'.

Una ventaja de los problemas de geometria, es que cada frase suele darnos indicaciones
para la construccion de una figura. Asi que siempre tendremos alguna imagen visual
de la informacién del problema. Aprovecharé para sugerirte que en problemas de geo-
metria conviene hacer varias figuras en posiciones diferentes, ya sea durante la lectura
del problema o cuando ya lo estemos analizando.

A B
A C
%AQ D
B D C B D C B C A

Otra sugerencia especifica que debes tener en mente, es detenerte a pensar algunas
consecuencias, deducciones o ideas que puedas generar a partir de lo que dice la frase.
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En el caso de este problema, la bisectriz nos dice que los dngulos son iguales y, por
lo tanto, podemos imaginar ya algunas construcciones. Por ejemplo, que la distancia
del punto D a los lados AB y AC son iguales o podriamos recordar el teorema de
la bisectriz que dice que % = i—é. Si recordamos un teorema, deberfamos también
tratar de recordar su demostracion. Para este teorema, por ejemplo, una demostracion

consiste en trazar una paralela a AC' por el punto B e intersecarla con la recta AD.

A

A

B A

Como ya lo comenté, la idea de dedicar un poco de tiempo a analizar estas figuras
(antes de continuar con la lectura del problema), es permitir a tu cerebro asimilar mejor
las ideas y de paso generar algunas otras ideas que podrian ser ttiles para resolver el
problema. Para este problema en particular, la idea de trazar la paralela por B ser4 util.

Sugerencia # 4:

Especialmente en problemas de geometria. Cada vez que leas una frase, detente,
haz varias figuras, trata de deducir todas las cosas que puedas.
Recuerda los teoremas involucrados y las ideas de sus demostraciones.

No olvides escribir todo lo que se te vaya ocurriendo.

Sigamos con la lectura de este problema. La segunda frase dice lo siguiente.

Frase # 2.2:
Sea E un punto sobre el segmento BC tal que BD = EC.

Algunas frases suele agregarnos nuevos elementos a nuestra figura. En este caso nos
hablan de un nuevo punto E con la propiedad de que BD = EC. Siguiendo la suge-
rencia # 4, haremos una figura y trataremos de deducir cosas sobre ella.

A
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En muchos casos, las frases nuevas nos hablan de nuevos elementos mediante sus pro-
piedades. Hazte preguntas. ;Qué observas? ;Qué puedes deducir? Una sugerencia adi-
cional que te puede ser muy titil, especialmente en problemas de geometria, es tratar
de imaginar ;c6mo construir el elemento nuevo?

Para construir el punto E puedes pensar en abrir el compds con centro en B y radio
AD, paraluego moverlo a C' como centro. Algo como lo que se muestra en la figura de
abajo. Sin embargo, si lo piensas con mds cuidado, existe una forma atin mds simple

de construir el punto E'y es que resulta ser el simétrico de D respecto al punto medio
del segmento BC.

A
A

Sy
Q
sy

-~ - .
-
“tanmnr R T A

Observa que este punto M no es parte del problema, sin embargo apenas en la lectura
de la segunda frase del problema ya podemos darnos cuenta que puede ser relevante
para las ideas de la solucién. Nuestra mente empieza a pensar en términos de simetrias
y reflexiones. A priori, no sabemos cudles ideas serdn las que nos servirdn para resolver
el problema, pero entre mds ideas generamos es mejor.

De hecho, tener el punto medio de un lado nos lleva directo a pensar en la idea de
“duplicar la mediana” y completar un paralelogramo. Esta idea es sumamente ttil en
muchos problemas y es una que siempre debes investigar si tienes figuras como estas.
Pero esto nos aleja del tema central, que es la lectura del problema.

Sugerencia # 5:
En problemas de geometria siempre pregtintate:
(,como puedo construir los elementos de la figura?
Busca formas que involucren al resto de los elementos del problema.

Esta sugerencia a veces puede aplicarse en otro tipo de problemas. Podrias, por ejem-
plo, preguntarte ;cOmo calcular cierto nimero o cémo construir cierto conjunto? Las
ideas de esas construcciones suelen ser puntos de partida importantes para el andlisis y
la solucién de los problemas. Pasemos a la siguiente frase.

Frase #2.3:
Por el punto F se traza la recta ¢ paralelaa AD
y considera un punto P sobre ¢ dentro del tridngulo ABC.
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Esta tercera frase nos corrobora que las ideas sobre paralelas y paralelogramos podrian
servirnos mucho con el problema. Como he recomendado, debemos trazar los nuevos
elementos y tratar de hacer algunas deducciones.

Cuando estamos a la mitad de la lectura, es posible que el problema empiece a compli-
carse por la cantidad de elementos involucrados. En este punto debemos dedicar atin
mds tiempo a tratar de establecer conexiones entre los distintos elementos que nos han
presentado. Desde la frase anterior estdbamos pensando sobre la simetria respecto al
punto M. Asi que ahora podriamos dedicar un poco de tiempo a ver como esa simetria
puede aplicarse con la nueva recta £ y al resto de los elementos. Denotaremos por A’
al simétrico de A y por P’ al simétrico de P. Notemos que ya sabiamos que F es el
simétrico de D y que C es el simétrico de B. Todo respecto a M.

Observamos que la recta ¢ se refleja sobre la recta que genera la bisectriz AD. Por lo
que el tridgngulo A’C B cumple lo mismo que cumplia el tridngulo ABC' hasta ahora.
En particular, A’ E es bisectriz del déngulo Z/C A’ B. De paso, podemos demostrar fdcil-
mente que los tridngulos M PE y M P’ D son congruentes, asi como varios otros que
se ven en la figura.

Claro que se pueden deducir muchas mds cosas sobre la figura. Durante la lectura,
conviene no detenerse mucho en las demostraciones detalladas y quedarse solo con el
andlisis de ideas generales que podrian ser utiles. Creo que vale la pena poner eso como
sugerencia.
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Sugerencia # 6:
Durante la lectura de las frases, dedicate a observar y generar
todas las ideas que puedas. Evita enfocarte en demostraciones o en detalles,
ya habrd tiempo para eso mds adelante.

Pasemos a la siguiente frase del problema.

Frase #2.4:
Sea G el punto donde la recta BP corta al lado AC'y
sea F' el punto donde la recta C'P corta al lado AB.

Esta frase nos agrega nuevos elementos al problema. Especialmente en problemas com-
plejos de geometria, nuestras figuras pueden incluir muchos elementos. Si observas una
figura como la que se genera sin haber pasado por el proceso de asimilar lo que obtu-
vimos antes, es facil sentirse abrumado. Pero una vez que ya hemos analizado los ele-
mentos anteriores, podemos tratar de hacer conexiones con las ideas que hemos tenido
antes.

Si aplicamos la reflexién a los nuevos elementos del problema, no es dificil observar
que las rectas FG' y GF’ parecen ser paralelas a la recta £ y a la bisectriz AD.

B D M E-, C

Asf, tendriamos varios grupos de rectas paralelas: AC' || BA’, AB || CA', FC || BF',
AD || A’P (posiblemente también GF’ || F'G’), etc. Conectando estas ideas con la
informacién de que AD es bisectriz, es muy facil deducir que los tridngulos FBG' y
G BF"' son congruentes e isésceles. Lo cual es justamente lo que nos pide el problema
y a lo que hemos llegado atin sin haber acabado de leerlo.

Frase #2.5:
Demuestra que BF = CG.
De nuevo no daré los detalles de la demostracién de este problema. Pero todas las ideas
necesarias ya las discutimos desde la misma lectura. Este problema es el nimero 6 del
concurso nacional correspondiente a la 19¢ Olimpiada Mexicana de Matematicas, por
si te interesa ver los detalles de la demostracion.
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Como comentaba, los problemas te cuentan una historia, te presentan algunos persona-
jes (elementos matematicos) y sus propiedades. Finalmente, te plantean una pregunta
o reto. Estos dos ejemplos que presenté, los usé solo para resaltar algunas sugerencias
basidndome en problemas que realmente se aplicaron en exdmenes. Seguramente cuan-
do te enfrentes a tus propios problemas, los leas y los analices, el proceso no serd tan
“limpio” como ocurrié aqui. Deberdn generar muchas ideas y dedicar un buen tiem-
po a observar y reflexionar. Todo es cuestidon de practica. Solo espero que después de
leer esto, leas con mds cuidado y no te aprasures tanto para evitar que se te escape
informacién importante o ideas que se te debieron haber ocurrido.

Para concluir, voy a darte una lista de problemas para que practiques la lectura analitica
siguiendo las sugerencias que te he compartido. Aunque claro que pueden aplicarse
para cualquier problema. Incluso problemas fuera de las olimpiadas de matematicas.
Suerte con tu entrenamiento y te deseo que no vuelvas a leer mal un problema.

Problemas

1) (OMM, Concurso Nacional, 1994) Un matematico caprichoso escribe un libro que
tiene pédginas de la 2 a la 400 y que debe ser leido en el siguiente orden: Primero
deberan leerse todas las paginas cuyo nimero no sea primo relativo con 400 (por
suerte, estas paginas se leen en orden normal, de menor a mayor). Una vez que se
han leido estas, hay que tomar el dltimo nimero de las que no se han leido (en este
caso el 399) y entonces leer todas las paginas cuyo niimero no sea primo relativo
con él y que no se hayan leido antes. Este proceso (tomar el dltimo nimero de las
que no se han leido y leer las paginas cuyo nimero no sea primo relativo con este
y que no se haya leido antes) continda hasta terminar de leer el libro. ;Cuadl es el
numero de la dltima pdgina que se debe leer?

2) (OMM, Concurso Nacional, 2001) Se tienen algunas pelotas de colores (son por
lo menos tres colores) y por lo menos tres cajas. Las pelotas se ponen en la cajas,
de manera que no quede vacia ninguna caja y que no haya tres pelotas de colores
distintos que estén en tres cajas distintas. Prueba que hay una caja tal que todas las
pelotas que estdn fuera de ella son del mismo color.

3) (OMM, Concurso Nacional, 2000) Dado un conjunto A de enteros positivos, cons-
truimos el conjunto A’ poniendo todos los elementos de A y todos los enteros posi-
tivos que se pueden obtener de la siguiente manera: Se escogen algunos elementos
de A, sin repetir, y a cada uno de esos niimeros se le pone el signo + o el signo —.
Luego, se suman esos niimeros con signo y el resultado se pone en A’. Por ejem-
plo, si A = {2,8, 13,20}, entonces algunos elementos de A’ son 8 y 14 (pues 8 es
elemento de Ay 14 = 20 + 2 — 8). A partir de A’ construimos A” de la misma
manera que A’ se construye a partir de A. Encuentra el minimo niimero de elemen-
tos que necesita tener A, si queremos que A” contenga todos los enteros del 1 al 40
(inclusive).

4) (OMM, Concurso Nacional, 2001) En un cuadrilitero ABC'D inscrito en una cir-
cunferencia, llamemos P al punto de interseccion de las diagonales AC'y BD, y
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sea M el punto medio de C'D. Una circunferencia que pasa por Py que es tangente
aCDen M, cortaa BD y a AC enlos puntos () y R, respectivamente. Se toma
un punto S en el segmento BD de tal manera que BS = D(Q. Por S se traza una
paralela a AB que corta a AC' en un punto 7'. Muestra que AT = RC.

5) (OMCC, 1999) Con perlas de diversos colores se forman collares. Se dice que un
collar es primo si no puede descomponerse en cadenas de perlas de la misma lon-
gitud, e iguales entre si. Sean n y g enteros positivos. Demuestra que el nimero de
collares primos con n perlas, cada una de las cuales tiene uno de ¢" colores posi-
bles, es igual a n veces el nimero de collares primos son n? perlas, cada una de las
cuales tiene uno de ¢ colores posibles.

Nota: Dos collares se consideran iguales si tienen el mismo nimero de perlas y se puede
obtener la misma coloracién en ambos collares, rotando uno de ellos hasta hacerlo coincidir
con el otro.

6) (Olimpiada Estatal de Nuevo Le6n, 2021) Sean I'; y I's dos circunferencias tales
que I'y pasa por el centro de I';. I's interseca a I'y en A y B. Sea P un punto
cualquieraen I'5. Las rectas PAy PB intersecan a I'; otra vezen E'y F', respecti-
vamente. Demuestra que AB = F'F.

7) (OMM, Concurso Nacional, 2008) Un rey decide realizar un juego para premiar a
uno de sus caballeros, para ello, acomoda a los n caballeros en una mesa redonda
y hace que digan los nimeros 1, 2, 3 y repitan de nuevo 1, 2, 3 y asi, sucesivamente
(lo dicen en el sentido de las manecillas del reloj y cada persona dice un nimero).
Las personas que dicen 2 o 3 son retiradas inmediatamente y el juego continda hasta
que queda un solo caballero, el ganador. Se numeran las personas de 1 a n conforme
al primer turno. Encuentra todos los valores de n de tal manera que el ganador sea
el caballero 2008.

8) (Olimpiada Estatal de Nuevo Leén, 2021) Sea p un niimero primo tal que ”2;1

también es primo y sean a, b y c enteros que no son divisibles por p. Demuestra

que existen a lo mucho 1 + /2p enteros positivos n tales que n < py p divide a

a™ 4+ b" + ™.
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