La desigualdad del reacomodo,
una desigualdad poderosa

Por Carlos Jacob Rubio Barrios

Nivel Avanzado

Consideremos dos conjuntos de nimeros reales {ay, as, ..., an} y {b1,b2,...,b,}. De
entre todas las permutaciones (a;) de (a;) y (b’;) de (b;), (cudl pareja de permutaciones
maximiza la suma Z a;-b;- y cual pareja de permutaciones la minimiza? La respuesta

a esta pregunta estd contenida en el siguiente resultado conocido como desigualdad del
reacomodo.

Teorema (Desigualdad del reacomodo). Sean a1 < as < -+ < a, yby < by <
- <by(0ay >ay>--->apyby > by > --- > b,) dos sucesiones de nimeros
reales. Si a}, ab, ..., a, es cualquier permutacion de aq, as, . . . , a,, entonces

> asbiis € Yo ay <3y ®
Jj=1 Jj=1 J=1

Por lo tanto, la suma )7 a;b; es mdxima cuando las dos sucesiones (a;) y (b;) estdn
ordenadas de manera similar (esto es, cuando ambas son no-decrecientes o cuando
ambas son no-crecientes). Y la suma es minima cuando (a;) y (b;) estdn ordenadas de
forma opuesta (esto es, una de ellas es creciente y la otra es decreciente).

Demostracién. Asumiremos que ambas sucesiones (a;) y (b;) son no-decrecientes; la
prueba es similar en el otro caso. Supongamos que (a’;) # (a;). Sea r el mayor indice
tal que a;. # a,, esto es, a,. # a, y a; = a;j parar < j < n. Esto implica que a;,
estd en el conjunto {ay,as,...,a,—1}y al. < a,. Mds ain, esto también muestra que
ay,ab, ..., a. esunapermutacionde aq, as, . . ., a,. Luego, podemos encontrar indices
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k <ryl <rtales queaj = a,y a, = ay. Se sigue que

aﬁc—a;:ar—agzo, b, —br > 0.

Ahora intercambiamos a,. y aj, para obtener una permutacién af, as,...,al de aj,
ab,...,al; luego

a%:a;— si j#Tk

al =aj, = ar,

ay = al. = ag.

Consideremos las sumas
S" =allby +alby + -+ alb,, S =alby +asbs+ -+ alby.

Entonces,

§"—8'= (af = dj)b; = (af — a})bx + (a] —a})by

j=1
= (a7 — ai)bx + (ay, — a;)br = (aj, — a;)(br — bi).

Como aj, —al, > 0y b, — by > 0, concluimos que S” > S’. Observemos que la

1A " " " / / 43 o n o _ 1 __ .
permutacion ay, ay, . . ., a, de aj, a, . .., a, tiene la propiedad de que aj = a; = a;

parar < j < nyal = aj, = a,. De esta forma, podemos considerar la permutacién
(a) en lugar de (a}) y repetimos el procedimiento anterior. Después de a lo mds n — 1
pasos, obtenemos la permutacion original (a;) a partir de (a}). En cada paso, la suma
correspondiente es no-decreciente. Por lo tanto, se sigue que

a/1b1+a'2b2+—|—a;lbn §a1b1—|—a2b2—|——|—anbn (2)
Para obtener la otra desigualdad, pongamos
¢ =np1j dj = —bnj1-j.

Entonces, ¢y, c2, . .., ¢, €s una permutacion de aj, as,...,a, ydy < dy < --- < d,,.
Usando la desigualdad (2) para las sucesiones (c;) y (d,), obtenemos que

cidi + codo + - + cpdy, < ardi + asds + - - + and,.

Sustituyendo los valores de c¢; y d;, obtenemos que

n n
!
- E Upyq—jbny1—j < — E ajbnt1—j,
=1 j=1

esto es,
ayby 4 asby + -+ 4 @by > arby + agbp 1 + -+ anbi, 3)

que es la segunda desigualdad.
No es dificil ahora determinar las condiciones bajo las cuales se dan las igualdades
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en las desigualdades anteriores. Si para cada par k,¢ con 1 < k < ¢ < n, o bien
ay, = ajy 0 aj, > ayy by = by, entonces se sostiene la igualdad en (2). Una condicién
similar se cumple para la igualdad en (3): para cada k,¢/ con 1 < k < ¢ < n, o bien

/ _ / / !/ —
an+17k - an+1ff o an+17k > an+1ff y anFl*k - anFl*E‘ U
Corolario 1. Sean ay, as, . . . , a, nimeros reales y sea by, b, . . ., b, una permutacién
de a1, as, ..., a,. Entonces,

n n
E ab; < E az,
i=1 =1

con la igualdad si y solo si (a;) = (b;).

Demostracién. Sea af,aj,...,a), una permutacién de a1, aq,...,a, tal que aj <
ab < --- < a),.Entonces, podemos encontrar una funcién biyectivao de {1,2,...,n}
sobre s mismo tal que a; = = dq(j) para 1 < j < n,estoes, o es una permutacwn
del conjunto {1,2 n .Sea b = b Entonces, b},b5,...,b), es una permu-
] a(5)- 1592, n
tacién de af, a’g, ceal. Aphcando la desigualdad del reacomodo aal,dy,....aly
f, b5, ..., b, obtenemos que
n n n
A% /N2 __ 2
D by < ) (@)= a
j=1 j=1 j=1

Por otro lado, observemos que

D dib =" ag(hbory = Y ajbi,
Jj=1 j=1 j=1

ya que o es una biyeccién de {1,2,...,n}. Por lo tanto, se sigue que
n n
2
aj.
> abi <) 4
j=1 Jj=1

Supongamos que se da la igualdad en la desigualdad y que (a;) 75 (b,). Entonces,
(a}) # (b}). Sea k el indice mds grande tal que aj, # by, estoes, aj # by y a; = b’
para k < j < n.Seam el menor entero tal que aj, = b,,,. Sim > k, entonces b,, = a},
y, por lo tanto, aj, = ay,,. Esto implica que aj, = aj,_, = --- = a,, y, en consecuencia,
t..1 = -+ = Dbl .Pero ahora tenemos un bloque de m + 1 — k elementos iguales entre
k+1 m q g
los aj’s y m—k elementos entre los b;’s. Se sigue que existe m1 > m tal que aj, = b},
Usando a m; como pivote, obtenemos que a;, = aj,, = --- = a;, = -+ = a,,
y by, = =1by, = ---b, . Este proceso no puede continuar indefinidamente.
Concluimos que a), = b} para algin ¢ < k, lo cual implica que m < k.
Es claro que b/ b, por la eleccién de k. Sabemos que la igualdad se sostiene si
que 0y, kP q g y
solo si para cualesquiera dos indices r # s, o bien al. = a’, 0 b, = b/. Como b/, # b/,
debemos tener a;,, = a;,. Pero entonces tenemos que a,,, = a;,,; = --- = aj,. Usando
la minimalidad de m, vemos que k —m 41 elementos iguales a,,, a1, ..., a;, deben
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estar entre b,,,b), ., 1,..., b, y, como b es distinto de aj,, debemos tener que a;, = b},

para algun £ > k. Ahora, usando que b, = a},, obtenemos que

P _ . !
am_a/m+1_..._a/k_..._az_

Luego, el nimero de elementos iguales aumenté a ¢ — m + 1 > k — m + 1. Como
este proceso no puede continuar de manera indefinida, concluimos que (a’;) = (b}). Se

sigue ahora que (a;) = (b;). O
Corolario 2. Sean ay, ag, ..., a, nimeros reales positivos. Si by, bs,..., b, es una
permutacién de ag, ag, . . ., a,, €ntonces

i b_
= a
con la igualdad si y solo si (a;) = (b;).

Demostracién. Sea a/,a),...,a), una permutacién de a1, aq,...,a, tal que aj <
al < --- < a),. Como en la prueba del Corolario 1, podemos encontrar una permu-
tacién o de {1,2,...,n} tal que aj = ag(;) paral < j § n. Definamos b, = b, ;).
Entonces, (b;) es una permutacion de (a}). Usando la desigualdad del reacomodo, ob-

tenemos que
i ol I a; prl n.

J=1

Esto prueba la desigualdad. La condicién para la igualdad se puede obtener como se
hizo en la prueba del Corolario 1. g

A continuacién veremos algunas aplicaciones de la desigualdad del reacomodo en la
solucién de problemas de olimpiada.

Ejemplo 1. Sean a, b, c nimeros reales positivos. Demostrar que
a® +b° + & > a'b+ bre + cta.

Solucion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que a > b > ¢ > 0 (como la
desigualdad es ciclica debemos también considerar el caso ¢ > b > a). Entonces,
a* > b* > ¢*. Aplicando la desigualdad derecha en la desigualdad del reacomodo,
obtenemos que aa’ + bb* + cc* > ba* 4 cb* + ac?, que es la desigualdad deseada.
Sic>b>a > 0,entonces ¢* > b* > a*. Aplicando la desigualdad derecha en la
desigualdad del reacomodo, obtenemos que cc* + bb* + aa* > ac* + cb* + ba*, que
es la desigualdad deseada.

Ejemplo 2. Sean a, b, ¢ nimeros reales positivos. Demostrar que:

A+ PHa® A4V
+ + 2 >
b c a

2(a+b+c).
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Solucién. Como la desigualdad es simétrica, podemos asumir sin pérdida de generali-
dad, que a > b > ¢ > 0. Entonces, a? > b >y 1 > 1 > 1,
Aplicando la desigualdad izquierda en la des1gualdad del reacomodo obtenemos que

2 p? 2 1 1 1 1 1 1
T I o R =y - i I A
b c a b c a a b c
y también
2 p? 2 1 1 1 1 1
L o o2 o SR o> b -+ S =atbte
c a b c a b a c

Sumando estas dos desigualdades, obtenemos la desigualdad deseada.

Ejemplo 3. Sean x, y, z nimeros reales positivos. Demostrar que

2 _ 2 2 _ .2 2,2
x®—z —x 2% —
Y 4 Y
Y+ =z Z+x r+vy
2
+ et
+ ngw + - + . Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que = >

Solucién. La de51gualdad a demostrar es equivalente a la desigualdad = vz

w+y - y+z
y > z > 0 (como la de31gualdad es ciclica, también consideraremos el caso z > y >
2 1 1 : :
x). Entonces, 22 > y? > 22y y+z 2 57 2 = Aplicando la desigualdad del
reacomodo, obtenemos que
2 2 2 2 2 2

T Y z z x Y
+ + > + + .
y+z z+x T+Y Yy+z z+x xT+Y

2 2 1 1
Si ahora suponemos que z > y > x, entonces 22 > y? > 22y Hy 257 2 T
Aplicando la desigualdad del reacomodo, obtenemos que

x? y? 22 o 1 1 9 1

+ + =z +a- Ty
y+z z+x Tty r+y y+z Z+x

[\

2 1 2
> 22— 2%
Y+ z z+x r+y

22 :CQ y2

= + + :
y+z z4+x xT+vy

En cualquier caso, se obtiene la desigualdad deseada. La igualdad se sostiene si y solo
six =y = z.

Ejemplo 4. Sean z, y, z nimeros reales positivos. Demostrar que:

2 B B
—+—=—+—2z+y+z

Yz 2z 2y

Solucién. Como la desigualdad es simétrica podemos asumir que x > y > z > 0.

Entonces, 2% > ¢ > 23 Yoz 2 % 2 27 . Aplicando la desigualdad del reacomodo,
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obtenemos que

N BTN U S
yz  zx Ty yz zx Ty
1 1 1 2 2 2
S B — gt =T 2
Ty Yz zx Y z x
Demostraremos ahora que
2 2 2
x z
N T 5)
Y z x
Como z > y > z > 0, tenemos que z2 > 3% > zzy% > % > %
Por la desigualdad del reacomodo, obtenemos que
2?2y 2 a2 2 22
—F—t—2—+=—+—=r+y+=z
Y z x x Y z

El caso cuando z > y > x es andlogo al anterior.

Luego, de (4) y (5) obtenemos que ;—: + % + % > x +y+ 2. Laigualdad se dasiy
solosix =y = z.

Ejemplo 5. Sean z, y, z nimeros reales positivos. Demostrar que

S+ a) (@ +y)(y+ 2 — )z —2) >0,

donde la suma es considerada ciclicamente sobre x, ¥, z.

Solucion. Pongamos z + = = 2a, x + y = 2by y + z = 2c¢. Resolviendo este sistema
de ecuaciones en x, y, z, obtenemosque x =a+b—c,y=b+c—ayz=c+a—>b
y la desigualdad es equivalente a la desigualdad

Zab(?)c—a—b)(c—b) >0, (6)

donde la suma se considera ciclicamente sobre a, b, c.

Como z, y, z son nimeros reales positivos, tenemos que a, b, ¢ son las longitudes de
los lados de un tridngulo.

Sia < b < ¢, entonces

s —2a s—2b _ s—2c
> >

- )

a ~— b c
donde 2s =a+ b+ c.
Sib < a < ¢, entonces
s—2b _ s—2a s—2c
> > .

b — a T ¢

En cualquier caso, aplicando la desigualdad del reacomodo obtenemos que

a(s—?a) +b(8_2b) +C(s—20) <a(s—2b) +b(s—20) +C(s—2a)’

a b c - b c a
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esto es,
(c—a)(s —2a) n (a —b)(s — 2b) n (b—c)(s—2¢)

> 0.
a b c -

Simplificando, obtenemos la desigualdad (6).

Ejemplo 6. (Examen selectivo de la India para la IMO de 1997). Sean a,b y ¢

nimeros reales positivos. Demostrar que

1 1 1 3
> .
a(1+b)+b(1+c)+c(1+a) ~ 1+ abc

Solucién. La desigualdad se puede reescribir en la forma

< 1 +bc>+( 1 +ac)+< 1 +ab)>3
a(l+b) 1+ b(l+¢) 1+4c c(l+a) 1+4a/ =7

esto es,

(a(ll—l-b) + 1Ufa) * (b(11+c) * 1[151)) + (0(11@ + ﬁcc) 23 (D

Observemos que

L oa 11,
a(l+b)  1+a a 1+b

1
14—

a

1+a 1 1

Si >1+by, iguiente, > — .
i > 1+ by, por consiguiente 50 ° T

> b, entonces

ISH N

+a L 1 1
<1+bdy, te,
<1+ by, por consiguiente 55

. 1
Si — < b, entonces

Q|

Aplicando la desigualdad del reacomodo, obtenemos que

1 1
a 1+0b

1 1 1 1 b
a

- +b- = + :
T
41 1+b 14a 1+b

a

+b- >

1
1+1

De manera andloga, con los otros sumandos obtenemos que

1 1 n 1 . 1 n c
—_ C-

b 1+c 1 1 =14+ 14¢

3
1 1 n 1 S 1 n a
Z. a- )
1_
c 1l+4+a 142 1+c 1+4a

®)

©))

(10)

Finalmente, sumando las desigualdades (8), (9)y (10), obtenemos la desigualdad (7).
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Ejemplo 7. Sean a4, ag, . . ., a, nimeros reales positivosy s = a; + az + - - - + ay.

Demostrar que
a1 a2 an n

+ + -t > .

s—aq S — ao s—ap n—1

Solucién. Observemos que la suma del lado izquierdo de la desigualdad es simétrica
en las a;’s y, por lo tanto, podemos suponer que a; < ag < --- < a,. Esto implica
que

S—a1Z2s—ay > 28— ay

1 1 1
< << .
s—ay s — as s —anp

Para cualquier k&, consideremos la permutacién de a1, as, . . . , a,, definida por

akJrj,l si 1§j§n—l€+1,
bj =
Qktj—1-n SI Nn—k+2<j5<n.
Usando la desigualdad del reacomodo, obtenemos que

ai + az an ag Ak+1 an

ot > + +o
S —ay S —az S — Qap S—ay S — ag S — Ap+4k—1
ai ak—1
S — Anp+k S — an

para cada k. Sumando ahora sobre k, con 2 < k < n, obtenemos que

n
ay az Qn 1
—1 )>§ E
(n )< +s—a2+ +s—an - s —aj a

S — ay X .
J=1 L]
s—aj
= J = ’[’L7
S —aj
j=1 J
n
. . aj n
lo cual implica que E > .
— 5 — a; n—1
Jj=1

Ejemplo 8. (Estados Unidos, 1974). Sean a, b, ¢ nimeros reales positivos. Demostrar

que
aabbcc > (abc)(a+b+c)/3'

Solucién. Si z, y son ndmeros reales positivos tales que 2 < y, entonces Inz < Iny (la
funcién logaritmo natural es no decreciente). Luego, por la desigualdad del reacomodo
tenemos que

zlnzx+ylny > zlny +ylnx.

Como la funcién exponencial es no decreciente, e?*2T¥Iny > prlnytylne egrq g,
x®yY > x¥y”. Por lo tanto, tenemos que

a®®® > a’b®, bt > bt cCa® > c®a.
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Multiplicando estas tres desigualdades, resulta que
(a%bPc®)? > gbHepetecatt,
Multiplicando esta desigualdad de ambos lados por a®b’c®, obtenemos que
(a9bbce)3 > qbtetapetatbatbte
de donde se sigue que a®b’c® > (abc)(@+0+9)/3,

Ejemplo 9. (IMO, 1995). Sean a, b, c nimeros reales positivos tales que abc = 1.
Demostrar que
1 1 1 3

> 2,
@0t Bleta) Batb) -2

Solucién. Como la expresion del lado izquierdo de la desigualdad es simétrica, pode-
mos suponer que a > b > c¢. Sean z = %, Yy = %, z = % Como abc = 1, tenemos

también que xyz = 1. Entonces,

SRS N DR : 3
ad(b+c)  b(ct+a) ASla+b) L+1
22

1
y

z
+ + :
Y+ z z+x r+y

x i z
y+z — z+zx — x+y°
ejemplo, -~ < ZLsiy solosi y?+yz > xz+a?siysolosi (y—z)(z+y+z) > 0.
Aplicando la desigualdad del reacomodo, obtenemos las desigualdades:

Por

Comoc < b < a,tenemos que x < y < 2, lo cual implica que

z? y? 22 Ty Yz 2T
+ + > + + :
y+z z+x xT+vy y+z z+x x+y
2 2 2

T Y z Tz yr 2y
+ + > + + :
y+z z+x xT+vy y+z z+x x+y

Sumando término a término estas dos desigualdades obtenemos que

1 1 1
2 (a3(b+c) * b3(c+a) * c3(a+b))

22 Y2 22
=2 + +
y+z z4+x xT+vy
€T
_y yz+zx+xz+yx+zy
Yy+z z+x T+y yYy—+z z+xr T+Y
=r+y+=z

> 3ryz =3,

donde la tdltima desigualdad es por MG-MA. El resultado ahora es inmediato.
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Algunas desigualdades clasicas via la desigualdad del reacomodo

Observemos que en la desigualdad del reacomodo no es necesario que los a;’s y 1os b;’s
sean positivos. Esto a menudo no sucede con otras desigualdades. Por ejemplo, en la
desigualdad MH-MG-MA (media armoénica - media geométrica - media aritmética) es
necesario que los nimeros sean positivos. Esta es una razén de que la desigualdad del
reacomodo sea un resultado sorprendentemente fuerte. En particular, puede ser usado
para deducir varias desigualdades cldsicas.

A continuacién usaremos la desigualdad del reacomodo para demostrar algunas de-
sigualdades cldsicas como la desigualdad MH-MG-MA, la desigualdad de Cauchy-
Schwarz y la desigualdad de Tchebyshev.

Teorema. (Desigualdad MH-MG-MA). Sean a1, as, ..., a, nimeros reales positi-
vos. Entonces

n ay+azx+---+a
1 1 1 Sna/la2"'an§ ! 2 n-

a 4+ E + o+ E n
Las igualdades se sostienen siy solo sia; = a2 = -+ - = an.

.z a1a2 - ag

_ 1 _
Demostracién. Sean G = (ajas---ay,) "y oy = — paral < k < n.
Ahora, hagamos
Bl = a27ﬁ2 = a3, .. -aBn—l = O‘naﬁn = 0g.
Aplicando el Corolario 2, obtenemos que
n—1

™

n
n§Z
i=1

Por otro lado, tenemos que

i Z Q41 aq
1 (673 (679

i=1

o

diy1  (ara2--ai41) /G 4 a1

Q5 - (alag---ai)/Gi - G ’ a G
Por lo tanto,
a1 a1 a4 ag+ - +ap
n < — =
pt G G G

Aqui la igualdad se sostiene si y solo si (c;) = (8;) que es equivalente a a; = g =
--- =y, locual asu vezesequivalenteaa; = ag = - = ay.
Usando el Corolario 2, tenemos también que
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Esto implica que

i <G= (a1a2~-~an)1/".

4141 =
aq a

An
Aqui la igualdad se sostiene siy solo sia; = ags = -+ = ap,. (]

Teorema. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Si aq,a9,...,a0,,b1,b2,...,b, son
ndmeros reales, entonces

(&) < (5 (89)

La igualdad se sostiene si y solo si existe un imero real k tal que a; = kb; para todo
i=1,2,...,n.

n 2
=1 bl

Demostracién. Si algunode >, a? o0 )
diata. Supongamos entonces que

n 1/2 n
g (5
=1 =1

son ambos positivos. Definamos

es igual a 0, la desigualdad es inme-

1/2

o = si 1<¢<n,

a;

A
b; . .

anﬂ-:é si 1<1<n,

obteniendo asi 2n nimeros: oy, @9, ..., 0y, 41, - - . , Q2,. Ahora, consideremos la
permutacion B; = a4, Bnti = @ paral < j < m.
Aplicando el Corolario 1, obtenemos que

n n 2n

2
E Qi + E Ontit; < E o = 2.
i=1 i=1 i=1

Luego, se sigue que

D iy az‘bi>
9 (=1%o
( AB -

Por lo tanto,

n n 1/2 n 1/2
Senca (L) (S0)

La igualdad se sostiene si y solo si a; = a4 para 1 < ¢ < n. Esto es equivalente a

ap  az an

b b by
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una constante. [l

La desigualdad de Tchebyshev es una consecuencia directa de la desigualdad del reaco-
modo.

Teorema. (Desigualdad de Tchebyshev). Sean a1 < a3 < - < a, yb < by <
... < b,,. Entonces,

aiby + asbs + - - + ayby,
n

>

(a1+a2+---+an) (b1+b2+---+bn)
n n '

Demostracion. Aplicando varias veces la desigualdad del reacomodo, tenemos que
aiby + agbg + -+ + anbp, = a1by + agby + -+ - + anbp,

a1by + agby + - - - + apby, > a1by + azxbz + - - + apby,
aiby + agbs + -+ + apby > a1bz + agby + - - - + apbo,

aiby + agbs + - - + apby > a1by +azby + -+ apbp_1.
Sumando las desigualdades anteriores, obtenemos que

n(a1by + agbs + -+ apby) > (a1 +ag + -+ an)(by + b2+ -+ + by),

de donde se sigue el resultado. 0
Veamos algunos ejemplos adicionales.

Ejemplo 10. Sean a, b, c ntimeros reales positivos. Demostrar que

a® 4+ b® + 8 o1 N 1 L1l

a3 T a b ¢
Solucién. Como la expresién es simétrica, podemos suponer que a < b < c. Entonces,
a? < b2 < c?ya® <b® < 8. Aplicando la desigualdad de Tchebyshev, tenemos que

3(a® + 0% + ®) = 3(a®a® + b5b* + °c?) > (a® + b° + ) (a® + b* + ¢?).

Aplicando ahora la desigualdad MA - MG, tenemos que a® + b% + ¢8 > 3a2b?c2.
Luego,

3(a® + 6% + &) > 3a%b%?(a® + b + 2).
Ademds, por la desigualdad MA-MG tenemos que a? + b? > 2ab, b? + ¢ > 2bcy

a® + ¢® > 2ac, de donde se sigue que a® + b% + ¢? > ab + bc + ac. Por lo tanto,
3(a® 4+ b8 + 8) > 3a%b%c?(ab + be + ac), lo cual implica que

a® + b8+ 8 ab+bc+ac_1+1+1
a3b3c3 - abe Ta b ¢
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Ejemplo 11. Seana > b > ¢ >0y 0 < z < y < z. Demostrar que

E+E+EZ a—i—b—i—czg(a—i—b—i-c)'
r Yy z Jryz r+y+z

Solucién. Tenemos que a > b > cy ¢ >
Tchebyshev con estos nimeros, obtenemos que

> 1. Aplicando la desigualdad de

b 111
3(3+—+5)2(a+b+0)(—+—+—).
xr Yy oz xr Yy oz

Por otro lado, aplicando la desigualdad MA-MG tenemos que

1 , 1 3
—+-+->3" — = .
r Yy =z xTYZz Jryz

Luego,

3(a b 0)23(a—|—b—|—c)
r Yy =z

de donde se sigue la desigualdad izquierda.
Aplicando una vez mds la desigualdad MA-MG, obtenemos que x + y + z > 3 ¢/xyz,

esto es ! > 3 or lo tanto atbte > a+btc) eesla
9’ paiy 9 b paiy 9’ u

YTYz a:—i—y—l—zy P Vabe Ttytz a
desigualdad derecha.

Ejemplo 12. (Desigualdad de Nesbitt). Sean a, b, c nimeros reales positivos. Demos-
trar que
a n b n c S 3
b+c c+a a+b 2

Solucién. Por la simetria de la expresién, podemos suponer que a > b > ¢, lo cual
implica que @ + b > a + ¢ > b+ ¢y, por lo tanto, ch > a%rc > a%rb Aplicando la
desigualdad de Tchebyshev, obtenemos que

3(a+b+c)>(+b+)(1+1+1>
a c .
b+c¢c a+c¢c a+b/ — b+c¢c a+c a+b

Desarrollando el producto del lado derecho de esta desigualdad, obtenemos que

a b c a b c
3 + + >3+ + + )
b+c¢c a+c¢c a+b b+c¢c a+c a+bd

esto es,
b
2< * 4 +— )23,
b+c a+4+c a+b

de donde se sigue el resultado.
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Ejemplo 13. Sean a, b, c nimeros reales positivos y sea n un nimero natural. Demos-
trar que
a” " ch an—l + bn—l + Cn—l
+ + >
b+c c+a a+b 2

Solucién. Como la expresion es simétrica en a, b, ¢, podemos asumir que a > b > c.
Entonces,
a b c

b+c " c+a  a+b

Por ejemplo, 7% > CJFLG siy solosi ac+a? > be+b? siysolosi (a—b)(c+a+b) >0
siysolosia > b.

Por lo tanto, tenemos que

a b c

n—1 >bn71 > n—1 > .
@ - =¢ y b+c " c+a " a+bd

Aplicando la desigualdad de Tchebyshev con estos nimeros, obtenemos que

n—1 n—1 n—1 a b c a” bn c"
(a" P + + <3 + + :
b+c c+a a+b b+c c¢c+a a+bd

Aplicando ahora la desigualdad de Nesbitt, obtenemos

b
(an—l +bn—1+cn—l) (bic+ P + aib) Z g (an—1+bn—l+cn—l)'

Por lo tanto,

a” b" c" 3
3 > 2 n—1 bn—l n—1
(b+c+c—|—a+a—|—b)_2(a + te )’

de donde se sigue el resultado.

Generalizaciones de la desigualdad del reacomodo

También hay una desigualdad dual de la desigualdad del reacomodo (ver [4]), aunque
es solo para nimeros reales no negativos:

Teorema. Sean a1 < ay < -+ < a, yby < b <--- < b, dos sucesiones de nimeros
reales no negativos. Si af, a), . . ., al, es una permutacién de a1, as, . . . , a,, entonces

(a1 +b1) - (an +bp) < (a) +b1) - (al, +by) < (an +b1) - (a1 +by). (11)

En [3] se demuestra que las desigualdades (1) y (11) son equivalentes para ndmeros
reales positivos.

En [5], estas desigualdades son generalizadas a mds de dos sucesiones de nimeros no
negativos:
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Teorema. Consideremos un conjunto de nimeros reales no negativos {a;;}, i = 1
. k,j=1,...,n. Paracadai,seaa;, a;,
i1, 52, - - ., Qin tal que aly > aby > -+ > a

- 9
una permutacién de los nimeros
in- ENONCES

> 1l
1038

IV

ii Mw I Ea—
_ |A
lez HM:

11,
{130

Para finalizar, dejamos una lista de desigualdades para el lector.
Ejercicios

1) Siay b son nimeros reales no negativos, demuestra que

(a® 4+ b°) > (a® 4+ b*)(a® 4 b?)
2) Sean a, b, c nimeros reales positivos. Demuestra que

a+bn+cn2an—lb+bnl n—1
para todo entero n > 2

3) Si a, b, ¢ son niimeros reales positivos, demuestra que

ab + be + ca > aVbe + by/ac + cVab

4) Demuestra que para cualesquiera nimeros reales positivos a, b, ¢, se tiene que

a+b+c 1 1 1
e G E
abc T a? + b2 + c?
5) Sean a, b, c nimeros reales positivos. Demuestra que

a

b c 1 1 1
> .
b(b+c) + c(c+a) + ala+b) — b+c+ c+a a+b
6) (China, 1984). Si a1, as, a,, son nimeros reales positivos, demuestra que
ai | a3 a,
—+—=+--F+—2atat+--+Fa
a2 as ai
7) Sean aq, as,

n-

que

a1

a,, nimeros reales positivosy s = a; + az + - - - + a,,. Demuestra
az

an n?
+ -+ > .
s—ai s —ap n—1

S — ag
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8) Sean aj,as,...,a, nimeros reales positivos tales que a; + a2 + --- + a, = 1.
Demuestra que
ai az Qn n

> .
2—a1+2—a2+ +2—an_2n—1

9) Seana >c>0yb > d> 0. Demuestraque (a + b+ c+d)? > 8(ad + be).

10) Seanaq,as, ..., a, nimeros reales en el intervalo [0, 1] tales que a; +- - - +a, = 1.
LA a; n?—1

>
1+na; — 2

Demuestra que Z
i=1
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