El triangulo ortico, el ortocentro
y una cascada de curiosidades

Por José Antonio Gomez Ortega

Nivel Avanzado

Para un tridangulo ABC su triangulo értico es el que tiene por vértices a los pies de las
alturas de ABC, esto es, si AD, BE y C'F son las alturas del tridngulo ABC con D,
E'y F sobre las rectas BC, CA 'y AB, respectivamente, entonces su tridngulo rtico
es DEF.

A

D

Algunas propiedades del triangulo ortico

A continuacién veremos una serie de propiedades que involucran al tridngulo értico de
un tridngulo.

Propiedad 1. Sea ABC un tridngulo con ortocentro H. Los tridangulos ABC, HBC,
HCAy HAB tienen a DEF como tridngulo 6rtico.
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Demostracion. Solamente hay que verificar en cada tridngulo que los pies de las al-
turas son D, E y F. En el tridngulo H BC' los pies de las alturas desde B y C' son,
respectivamente, I’y F, por lo que el tridngulo ortico de H BC' es DF E. Anéloga-
mente, para HC' Ay HAB sus tridngulos 6rticos son EDF'y F'E D, respectivamente.
O

Propiedad 2. Sea ABC un tridngulo y sea DEF su tridngulo 6rtico. Entonces, los
triangulos ABC, AEF, DBF'y DEC son semejantes entre si.

Demostracién. Como el cuadrildtero BC' E'F es ciclico, tenemos que ZAEF = ZABC
y LEFA = ZACB, lo cual implica que los tridngulos ABC'y AEF son semejantes.

A

De manera anéloga se prueba la semejanza de los tridngulos ABC'y DBF, asi como
la semejanza de los tridngulos ABC'y DEC. O

Propiedad 3. Sea ABC un tridangulo con ortocentro H y sea D E'F su tridngulo drtico.
Si el tridngulo ABC' es acutdngulo, entonces H es el incentro de DEF. Si ABC' es
obtusdngulo, entonces H es un excentro de DEF. En general, A, B, C'y H son, en
algtin orden, los excentros e incentro del tridngulo DEF'.

Demostracion. Como los cuadrilateros H DCE, BCEF y HF BD son ciclicos, tene-
mos que D H es bisectriz del angulo ZD. Ademds, tenemos que A, B,C'y H cumplen
que cada uno de ellos es el ortocentro de los otros tres. 0

Propiedad 4. (Euler) Sean ABC un tridngulo y DEF' su tridngulo 6rtico. El circun-
centro del tridngulo DEF es el centro de la circunferencia de los nueve puntos y es
el punto medio de HO, donde H y O son el ortocentro y circuncentro del tridngulo
ABC, respectivamente.
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Demostracion. Existen varias pruebas de esta afirmacion, la que se presenta a conti-
nuacién usa potencia de un punto con respecto a una circunferencia y ejes radicales.

Como BC'E'F es un cuadrilatero ciclico, la potencia de A con respecto a la circunferen-
cia circunscrita a tal cuadrildteroes AF-AB = AE-AC. Luego, AF-AC' = AE-AB’
donde B’ y C’ son los puntos medios de C'A y AB, respectivamente. Por lo tanto, F,
C', E'y B’ se encuentran sobre una misma circunferencia, digamos C 4. Andlogamente,
D, A, F'y C’ estén sobre una circunferencia Cg y también D, A’, E'y B’ estdn so-
bre una circunferencia Cc. Si dos de estas tres circunferencias coinciden, entonces las
tres coinciden. Pero si no, los ejes radicales por pares de estas tres circunferencias son
los lados del tridngulo ABC. Luego, los tres ejes no son concurrentes, lo que es una
contradiccién. Por lo tanto, los seis puntos D, E, F', A’, B’ y C' se encuentran sobre
una circunferencia A/. Aplicando lo anterior al tridngulo H BC, se tiene también que
los puntos medios de HB y HC son también parte la circunferencia A/. Una vez més
aplicando el razonamiento a HC'A, se obtiene que el punto medio de H A estd sobre la
circunferencia AV, luego en tal circunferencia estdn los siguientes 9 puntos: los pies de
las alturas, los puntos medios de los lados y los puntos medios de los segmentos H A,
HB y HC. Euler también not6 que el ortocentro H, el centroide GG y el circuncentro
O de un tridangulo ABC son colineales y que HG = 2GO. Para el tridngulo medial
A’'B'C’ se tiene que su ortocentro es O, su centroide es G y su circuncentro es otro
punto que estd alineado con O y G, que usualmente se denota por IV y, como cumple
OG = 2GN, no es dificil concluir que NV es el punto medio de HO. O

Propiedad 5. Sean ABC un tridangulo y D E'F su tridngulo 6rtico. Las perpendiculares
desde A, By C alos lados EF, FD y DFE, respectivamente, concurren en el circun-
centro del tridngulo ABC.

Demostracion. Comenzamos demostrando los siguientes dos resultados.
Lema 1. La bisectriz interna del dngulo ZBAC del tridngulo ABC, es también la

bisectriz del dngulo que forman la altura AD y el didmetro AA’ del circuncirculo de
ABC.

Demostracion. Sea L el pie de la bisectriz del dngulo ZBAC sobre el segmento BC'.
En los tridngulos rectdngulos ABD y AA’C, tenemos que ZDBA = ZC A’ A. Luego,
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estos tridngulos son semejantes, por lo que /BAD = /A’ AC. Por lo tanto, AL es
bisectriz del dngulo /D AA’ siy solo si AL es bisectriz del dngulo /BAC. O

Lema 2. Con la notacién del Lema 1, tenemos que ZDAA’ = |£B — ZC|.
Demostracién. Supongamos que /B > ZC. Como ZDAO + 2(90° — £B) = LA,
tenemos que ZDAO = LA+2/B - (LA+ /ZB+ £C)= 4B - ZC.

De manera andloga se prueba el caso /B < ZC. g

Continuemos con la demostracién de la Propiedad 5. La perpendicular desde A a EF
es la altura AD’ desde A en el tridngulo AE'F, pero este tridngulo es semejante al
tridngulo ABC. Luego, el dngulo entre la altura AD’ con el lado AF es igual al dngulo
entre la altura AD y el lado AB del tridngulo ABC'. Ahora, usando el Lema 1, se sigue
que AD’ deberd pasar por O, el circuncentro del tridngulo ABC. O

Propiedad 6. El 4rea del tridngulo ABC es igual a Rs, donde R es el circunradio del
tridngulo ABC'y s es el semiperimetro de su triangulo 6rtico DEF'.

Demostracion.

Tenemos que
R R R
(ABC) = (OEAF) + (OFBD) + (ODCE) = 2 EF + 5 FD + B -DE

= g(EF+FD+DE) = Rs.

Propiedad 7. Sean ABC un tridngulo y D E'F su tridngulo 6rtico. El tridngulo forma-
do por las tangentes al circuncirculo del tridngulo ABC' en los vértices, es semejante
al tridngulo DEF.

Demostracion. La tangente por A al circuncirculo del tridngulo ABC, es perpendicu-
lar al radio AO. Por otro lado por la Propiedad 5, este radio es también perpendicular
a FF. Luego, la tangente en A y E'F' son paralelas. Analogamente, las tangentes en B
y C'son paralelas a F'D y DFE, respectivamente. El resultado es inmediato. 0
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Propiedad 8. Sean ABC un tridngulo y DEF su tridangulo 6rtico. Si D7 y D5 son
las reflexiones de D sobre C A y AB, respectivamente, entonces D1, Do, E'y F son
colineales.

Demostracion. Por la Propiedad 2, tenemos que ZAEF = ZDEC y por ser D; el
reflejado de D, tenemos que LDEC = ZCED;. Estas dos igualdades implican que
LAEF = ZCFEDxq, lo que significa que D1, E'y F son colineales.

A

D1

D,

B C
Anélogamente, obtenemos que Do, E'y F' también son colineales. ]

Propiedad 9. Sean ABC un tridngulo y DEF su tridngulo 6rtico. Si Dy y Do son las
reflexiones de D sobre C A y AB, respectivamente, entonces:

a) DjDs esigual al perimetro de DEF.
b) D1Ds; = 2AD sen A.

C) D1D2 = 78(1430)2 .

abc

Demostracion.
a) Sesiguedeque D1 F = DEy FDy = DF.

b) Notemos que la circunferencia de centro A y radio AD pasa por Dy y Ds. Ademas,
DDy

tenemos que Dy ADy = 2/A. Luego, sen ZA = —25—.

¢) Tenemos que D1 D2 = 2ADsen A = 2‘“;”7 bc'sbcc“A = S(Aajif)z.

O

Propiedad 10. Sean ABC un tridngulo y DEF su tridngulo 6rtico. Los perimetros de
ABC'y DEF estan relacionados de la siguiente manera

P(DEF) = 5p(ABC),

donde r y R son el inradio y circunradio del tridngulo ABC, respectivamente.
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Demostracién. Por la Propiedad 6, tenemos que p(DEF) = 2

(ABC) _ rp(ABC)
R = R .

Propiedad 11. (Fagnano) De los tridngulos inscritos dentro de un tridngulo acutdngu-
lo, el drtico es el de menor perimetro.

Demostracion (Fejer). Sea LM N un tridngulo inscrito en un tridngulo ABC'. Sean
Ly y Lo las reflexiones de L sobre los lados CA y AB, respectivamente. Es claro que
LM = ML,y LsN = NL. Por lo que el perimetro del tridngulo LM N es

LM+ MN+ NL =LyN+NM+ MLy > LL».

4»(

B ¥ C B L C
L L

De lo anterior podemos asegurar que una vez fijado el punto L, los puntos M y N que
hacen minimo el perimetro de LM N son las intersecciones de L1Ls con CAy AB,
respectivamente. Ahora veamos cudl es la mejor opcién para el punto L. Ya sabemos
que el perimetro del tridngulo LM N es L Lo, asi que el punto L deberd hacer esta
cantidad minima.

Es claro que AL = AL, = ALs y que AC y AB son bisectrices de los angulos
/LALy y ZLs AL, respectivamente, por lo que /Lo ALy = 2/BAC = 2a es un
angulo fijo. La ley de los cosenos aplicada en el tridngulo AL, L nos garantiza que:

(L1Ls)? = (AL1)? + (AL2)? — 2AL;y - ALy cos2a = 2AL?(1 — cos 2v).

Asi, Ly Ly es minimo cuando AL es la altura desde A del tridngulo ABC'. No es dificil
ver que cuando AL es altura, los puntos M y N son los pies de las otras alturas®.
Luego, el tridngulo de perimetro minimo es el 6rtico. g

Propiedad 12. Sean ABC' un tridngulo y DEF su tridngulo 6rtico. Si D', E' y F’
son los puntos medios de EF', F'D y DE, respectivamente y, si L, M y N son los
pies de las perpendiculares desde D', E' y F’ sobre BC, C A y AB, respectivamente,
entonces

a) D'L, E'M y F’N son concurrentes.

b) AD’, BE' y CF’ son concurrentes.

2Los triangulos AL2Lj y ALL;j son isésceles. Si 8 = ZAMLy, = ZLiMC, tenemos que
LMLiL =90° -8y, como LALL, = ZLCA = ZC, tenemos que ZC = (90° — £LA)+(90° — ) =
180° — LA — BB, luego 8 = 180° — LA — ZC = £B. Ahora podemos ver que el cuadrilatero ABLM es
ciclico y, como AL es perpendicular a BL, tenemos que BM es perpendicular a M A y, por consiguiente,
BM es altura. Andlogamente se prueba que C'N es altura.
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Demostracion.

a) Bastard mostrar que D’'L, E'M y F'N son bisectrices de los dngulos del tridngulo
D’'E'F’. Esto es consecuencia de que las alturas AD, BE y CF son paralelas a
D'L, E'M y F' N, respectivamente y, que el tridngulo D’ E’ F” tiene lados paralelos
a los del tridngulo DEF'.

b) Si L es el punto donde AD’ corta a BC, tenemos por el teorema generaliza-

do de la bisectriz que, 2L = ABsenZFAL Ege mismo teorema aplicado en el
., . / Y .
tridngulo AFE, nos garantiza que 1 = LB = AfsenZFAL 145 dos igualda-
. BL _ AB-EA - CM _ BC-FB
c114e]§ 1mpéliagé1ue 10 = Taiar- Andlogamente, obtenemos que 75 = Z55p Y
NB = Bo.cp- Elresultado se sigue por el teorema de Ceva. O

Observacién. La demostracién de la Propiedad 12 funciona para ver que AD’, BE’
y C'F”’ son concurrentes en el caso en que tanto AD, BE,CF como DD', EE' F'F’
son dos ternas de cevianas que concurren.

Propiedad 13. (Circunferencia de Taylor) Sean ABC un tridnguloy D E'F su tridngu-
lo 6rtico. Sean L y Lo las proyecciones de D sobre C'A 'y AB, respectivamente; M; y
M las proyecciones de E sobre AB'y BC, respectivamente; N1 y N5 las proyecciones
de F sobre BC'y C'A, respectivamente. Entonces,

a) M1N2 H BC, N1L2 || CAy LlMg || AB.

b) Los puntos L, Lo, My, My, N1 y N estdn sobre una misma circunferencia, lla-
mada circunferencia de Taylor. Su centro es el incentro del tridngulo medial del
tridngulo ortico DEF'.

Demostracion.

a) Como BCEF y FEN,M; son cuadrildteros ciclicos, tenemos que BC'y M; No
son paralelas. De manera andloga se prueba que N1 Lo || CAy L1 Ms || AB.

A

Ny DL M>

b) Como F'E N, M, esta inscrito en una circunferencia de diametro E'F', 1a mediatriz
de Mj N, pasa por D' el punto medio de EF'. Pero M7 N> es paralela a BC, por lo



8 J. A. Gomez Ortega

que la mediatriz de M7 N5 corta a BC perpendicularmente en L, el mismo punto
del problema anterior. Luego, las mediatrices de M No, L1 Mo y N Ly son concu-
rrentes en el mismo punto de la parte a) del problema anterior, denotémoslo por I’.
Notemos que D’L es también mediatriz de N1 Mo, pues EF N1 M, es un trapecio
con FN; || EMs || D'Ly D’ es punto medio de E'F. Luego, N1 y M5 son equi-
distantes desde el punto I’, lo que significa que los puntos Ly, Lo, My, Mo y Ny,
N5 estdn en una circunferencia de centro I’. De la demostracién de la Propiedad
12-a), concluimos que el punto I’ es el incentro del tridngulo medial de DEF, esto
es, I’ es el incentro del tridngulo D'E'F”. O

Propiedad 14. En un tridngulo acutdngulo ABC, si D, E, F, P, Q, R son los pies de
las perpendiculares desde A, B,C, A, B,C sobre BC,CA, AB,EF,FD,DE, res-
pectivamente, entonces se cumple que (ABC)(PQR) = (DEF)?, donde (XY Z)
denota el drea del tridngulo XY Z.

Demostracion. Comenzamos demostrando el siguiente resultado.

Lema. Si L, M y N son puntos sobre los lados BC', CA'y AB de un tridngulo ABC'

BL =D, ffi qy —ﬁ% = r, entonces

1+ pgr
(p+1(g+1)(r+1)

(LMN) = (ABC) -

BC Q_FLC

Demostracion. Si £ LC = p, entonces 75 = = p+ 1, porlo que LC' =

IC
erlBC’ y, por consiguiente, BL = BC' — 1 LC=(1- p+1 )BC. 1
Andlogamente, obtenemos que M A = —3CA,CM = (1— m)CA, NB = -7AB
yAN = (1 - 25)AB.

Si hacemos = = pil, Yy = qil yz = +1, obtenemos que ((,ngzg)) = y(l - 2),
% =z(1—vy)y ((%gc)) = z(1 — z), lo cual implica que
(LMN)=(ABC)—- (ANM) — (BLN) — (CML)
=(ABO)1 —y(1 —2) —z(1 —y) — z(1 — x)]
=(ABC)1 = (z+y+ 2) + (zvy + yz + 2x)]
=(ABC)zyz + (1 —z)(1 —y)(1 - 2)]
1+ pgr
ABC .
I T TRy
O
Continuemos con la demostracién de la Propiedad 14. Como los tridngulos ABC'y
AEF son semejantes tenemos que % = % = p. Andlogamente, tenemos que
&k — g% qy 45 = BE — 1 Por el lema anterior, tenemos que (DEF) =
14-pgr _ 1+pqr s
(ABC) m y (PQR) = (DEF) . m Estas dos ultimas

igualdades implican que (ABC)(PQR) = (DEF)2. O
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Problemas de Olimpiadas de Matematicas

A continuacién veremos algunos ejemplos de problemas de olimpiadas de matematicas
que involucran al tridngulo 6rtico.

Ejemplo 1. (XII Olimpiada Iberoamericana de Matematicas, 1997). En un tridngu-
lo ABC sean AE y BF dos alturas y sea H el ortocentro. La recta simétrica de AF
respecto de la bisectriz (interior) del dngulo en A y la recta simétrica de BF respecto
de la bisectriz del dngulo en B, se intersecan en un punto O. Las rectas AE y AO cor-
tan por segunda vez a la circunferencia circunscrita del tridngulo ABC' en los puntos
M y N, respectivamente. Sean P la interseccion de BC' con HN, R la interseccién
de BC con OM vy S la interseccién de HR con OP. Demostrar que AHSO es un
paralelogramo.

Solucién. Como o« = /BAH = ZOAC y ZABC = ZANC, tenemos que el tridngu-
lo ABE es semejante al tridngulo ANC. Asi que ZACN = 90°, de donde AN es
un didmetro del circuncirculo del tridngulo ABC'. Andlogamente, obtenemos que la
simétrica de BF respecto a la bisectriz de B, es un didmetro por lo que el punto de in-
terseccion O es el circuncentro. Como BH y NC' son perpendiculares a C'A, tenemos
que BH y NC son paralelas. También como BN y C'H son perpendiculares a AB,
tenemos que HC'y BN son paralelas y, por consiguiente, el cuadrilitero HBNC' es
un paralelogramo.

Ahora, como las diagonales de un paralelogramo se intersecan en su punto medio,
tenemos que BP = PC, lo cual implica que OP es la mediatriz de BC'. Luego, OP
es perpendiculara BC'y AH es paralelaa OP. Sea § = ZMAN. Como, /ZHBE =
ZEBM = « + (3, los tridngulos rectangulos BEH y BEM son congruentes, por lo
que HE = EM. Luego, son congruentes HERy M ER, lo mismo que OPRy SPR.
Luego, OP = PS. Es conocido que AH = 20P, por lo que AH = OS. Esto tltimo
y el que AH sea paralela a OS nos garantizan que AH SO es un paralelogramo.
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Ejemplo 2. (XIV Olimpiada iberoamericana de matematicas, 1999). Un tridngulo
acutangulo ABC estd inscrito en una circunferencia de centro O. Las alturas son AD,
BE y CF.Larecta EF corta a la circunferenciaen Py Q.

a) Prueba que OA es perpendicular a PQ).
b) Si M es el punto medio de BC, muestra que AP? = 2AD - OM.

Solucion.
a) Se sigue de la Propiedad 5.

b) SeaT laintersecciénde PQ conel didmetro AA’. En el tridngulo rectingulo AP A’,
tenemos que PT es altura, por lo que los tridngulos rectdngulos APA’ y AT P son
semejantes. Luego, ﬁ—? = %, por lo que,

AP? = 2R - AT. (1)

Como los tridngulos ABC'y AEF son semejantes y AT es alturaen AEF', tenemos
que

AT AF
E = E = COS LA. (2)
Pero en el tridngulo OBM, tenemos que ZBOM = ZA. Luego,
OM
LA =——. 3
cos 7 (3

Por lo tanto, de (1), (2)y (3), se sigue que
AP? =2R- AT =2R- ADcos /A = 2AD - OM.

Ejemplo 3. (Lista corta de la 4* Olimpiada Matematica de Centroamérica y El
Caribe, 2002). Sea ABC un tridngulo acutidngulo y sean D, E y F' los pies de las al-
turas desde A, By C, respectivamente. Si P, ) y R son los ortocentros de los tridngu-
los AFE, BDF y CED, respectivamente, demuestra que el ortocentro del tridngulo
PQR es el circuncentro del tridngulo ABC.

Solucién. Sea O el circuncentro del tridngulo ABC'. Demostraremos que AP, BQ 'y
CR son las alturas del tridngulo PQR y que concurren en O. Para ver que AP es
perpendicular a Q R, bastara ver QR es paralela a EF. Pero tanto £ R como F'(Q son
perpendiculares a BC, por lo que ER y F'Q) son paralelas. Si probamos que ER =
FQ, tendremos que EF'Q R es un paralelogramo, por lo que E' I serd paralelaa QR.

Como AF DC es ciclico, tenemos que ZBDF = ZBAC. Por lo tanto, los tridngulos
BDF'y BAC son semejantes. Si H es el ortocentro del tridngulo ABC, los segmentos
FQ y CH se corresponden en los tridngulos semejantes BDF y BAC, por lo que
g—g = g—g, esto es, F'QQ = BlggH . Andlogamente, son semejantes los tridngulos

CDEy CAB, de donde obtenemos que ER = E%JCBH. Para ver que ER = F'(Q, solo
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faltarfa ver que BF - CH = EC - BH, pero esto es equivalente a 85 = ZS que se

sigue de la semejanza de los tridngulos BHF y CHE.

C

Por dltimo, nos falta ver que AP, BQ y CR pasan por O. Como AP es altura del
triangulo AF E, tenemos que ZPAC = 90° — ZABC, donde la dltima igualdad se
sigue de que BF EC es ciclico. Por otro lado, el tridngulo AOC es is6sceles y 180° —
LAOC = 2/0AC. Luego, ZOAC = 90° — LABC = ZPAC, lo cual implica que
APy AO son la misma recta. Esto muestra que AP pasa por O. De manera andloga
se prueba que BQ y C'R pasan por O.

Otra manera de ver que FFQR es un paraleogramo es como sigue: F'Q y HD son
paralelas, ya que son perpendiculares a BC. También H F'y (D son paralelas, por ser
perpendiculares a AB. Luego, H FQD es un paralelogramo, por lo que F'(QQ = HD.
Andlogamente, obtenemos que ZH DR es un paralelogramo, por lo que ER = HD.
Por lo tanto, EF QR es un paralelogramo.

Ejemplo 4. (7 Olimpiada Matematica de Centroamérica y El Caribe, 2005). En
el tridngulo ABC sean P, () y R los puntos de tangencia del incirculo con los lados
AB, BC'y CA, respectivamente. Sean L, M y N los pies de las alturas del tridngulo
PQR sobre PQ, QRy RP, respectivamente.

a) Muestra que las rectas AN, BL y C M se cortan en el mismo punto.

b) Muestra que este punto comtin estd en la recta que pasa por el ortocentro y el cir-
cuncentro del tridngulo PQR.

Solucioén.

a) Una primera forma de ver la concurrencia es notando que los tridngulos ABC'y
N LM son de lados paralelos (por ejemplo AB y Q) R son antiparalelas con respec-
toa PQy RP,lomismo que LN y RQ). Luego, son homotéticos, por lo que AN,
BL y C'M son concurrentes.

Otra forma de probar la concurrencia es la siguiente: Sean N', L’ y M’ las inter-
secciones de AN, BL 'y CM con BC, CA'y AB, respectivamente. El teorema
generalizado de la bisectriz, aplicado a AN’ en el tridngulo ABC' y a AN en el

. En forma

[y : BN’ _ ABsen /PAN PN _ APsen/PAN
trigngulo APR nos garantiza que R76 = Gason INAR ZNAR Y NE = RAsanoNAR
: : ST BN’ _ AB RA PN
Luego, las dos igualdades anteriores implican que {7 = &1 4P

N'C NR
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5 CL' _ BCPBQL , AM' _ CAQC RM
andloga, obtenemos que 775 = AEB0LP Y B — BO RO MG Por lo tanto,

’ ’ ’ .
]Jifvc g,il f;}% = 1y, por el teorema de Ceva, concluimos que AN, BL y CM son

concurrentes.

b) Primero recordemos que ABC' 'y N LM son tridngulos de lados paralelos, luego
son homotéticos desde el punto comin de AN, BL y C' M. Este punto comtn K es
también el centro de homotecia de los incirculos de los tridngulos ABC'y NLM.
Sabemos que si I y I; son los incentros de tales circunferencias, entonces K, I
e I; son colineales. Pero el incentro del tridngulo ABC' es el circuncentro O; del
tridngulo PQ Ry, el incentro H; del tridngulo LM N, es el ortocentro del tridngulo
PQR. Por lo tanto, estos tres puntos I = Oy, I1 = H; y K son colineales.

Ejemplo 5. (Lista corta de la 46 Olimpiada Internacional de Matematicas, 2005).
En un tridngulo acutdngulo ABC, sean D, E, I, P, Q y R los pies de las perpendicu-
lares desde A, B, C, A, By C sobre BC, CA, AB, EF, FDy DF, respectivamente.
Demuestra que p(ABC)p(PQR) > p(DEF)?, donde p(T) denota el perimetro del
tridngulo 7'

Solucién. Como ABC' es acutdngulo, los pies de las perpendiculares son puntos inte-
riores de los lados. Es conocido que ABC' y AEF son semejantes, luego los pies de
las alturas en este ultimo tridngulo también son interiores a sus lados, en particular P
estd sobre E'F'. De manera analoga, () y R son interiores a los lados de DEF'.

A

B D C

Si Ky L son los pies de las perpendiculares desde 'y I sobre AB y C'A, respecti-
vamente, entonces los tridngulos AK L y ABC son semejantes, por lo que KLy BC'
son paralelas.

Ahora, EK y BQ son alturas correspondientes en los tridngulos semejantes AEF' y
DBF. Luego, los pies de estas dividen al lado opuesto correspondiente en la misma
razén: % = %. Esto implica que K@Q y AD son paralelas. Andlogamente, obtene-
mos que LRy AD son paralelas. Como K L es paralela a BC, también es perpendicu-

lar a AD y, por consiguiente, QR > K L.
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De la semejanza de los tridngulos AK L, AEF y ABC, se sigue que

2 2 2
Luego, QR > %% . DF: manera andloga obtenemos que P(Q > % y RP > %.
Por lo tanto, serd suficiente demostrar que

DE? n EF? n FD?
AB BC CA

(AB+BC+CA)( )2(DE+EF+FD)2,

pero esto se deduce inmediatamente de la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Ejemplo 6. (China, 1999). Sea ABC un tridngulo con ZB < ZC'. Sea D un punto
sobre el lado BC tal que ZADB es obtuso y sea H; el ortocentro del triangulo ABD.
Supén que H es un punto dentro del tridngulo ABC'y que estd sobre el circuncirculo
del tridngulo ABD. Demuestra que H es el ortocentro del tridngulo ABC'si y solo si
HC'y H1 D son paralelas y H; esté sobre el circuncirculo del tridngulo ABC.

Solucién. Si H; es el ortocentro del tridngulo ABD, entonces D es el ortocentro del
tridngulo ABH;. Luego, /H1AD = ZDBH;. Como H es el ortocentro del tridngu-
lo ABC, tenemos que ZCAH = ZHBC'y, como ABDH es ciclico, resulta que
/HAD = ZHBD. Luego,

/CAH, = /CAH = /HBC = /HAD = /H,AD = /DBH, = ZCBH;,

por lo que C AB H; es ciclico. Finalmente, tenemos que HC'y H; D son paralelas por
ser ambas perpendiculares a AB.

Reciprocamente, supongamos que H1, el ortocentro del tridngulo AB D, esta sobre el
circuncirculo del tridngulo ABC'. Entonces, H; es la interseccion de la altura AD; de
ABC con el circuncirculo de ABC. Notemos que BD; es altura del tridngulo ABH,
y esta corta al circuncirculo en C. Luego, DD; = D;C. Si K es la interseccién de
CH con la altura AH;, tenemos que CK Dy y DHyD; son tridngulos rectangulos
congruentes, por lo que K es el ortocentro del tridngulo ABC'. Ahora, como

D\K-DiA=H,D,-DiA=CD,-D:B=D,D-D;B,

tenemos que A, K, D, B estdn sobre una misma circunferencia. Por lo tanto, K estd en
el circuncirculo del tridngulo ABD vy sobre la recta C' H, lo mismo que H, de donde
se sigue que K = H.

Ejemplo 7. (Ucrania, 1999). Sean AD, BE y C'F las alturas de un tridngulo acutdngu-
lo ABC'y sea X un punto arbitrario dentro del tridngulo DEF'. Sean M, N, P,Q, R
y S los pies de las perpendiculares desde X sobre las rectas AD, BC, BE,CA,CF'y
AB, respectivamente. Demuestra que M N, PQ) y RS son concurrentes.

Solucién. Es inmediato que los cuadrildteros X M DN, X PEQ y X RF'S son rectan-
gulos. Sean D1, F, y Fi, respectivamente, sus centros. Recordemos que las bisectrices
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internas del tridngulo 6rtico D E'F son las alturas del tridngulo ABC'. Luego, las bisec-
trices del tridngulo D1 F1 Fy son paralelas a las alturas del tridngulo ABC' (note que
DEF'y D; E; F; son homotéticos desde X). Notemos que M N es la reflexiéon de DX
en la bisectriz de D;. El resultado se sigue de que DX, EX y F'X son concurrentes y
del hecho de que las reflexiones en las bisectrices de tres cevianas concurrentes de un
tridngulo, son también concurrentes-.

Ejemplo 8. (Bulgaria, 2000). Una recta ¢ estd trazada por el ortocentro H de un
tridngulo acutdngulo ABC. Demuestra que las reflexiones de ¢ sobre los lados del
tridngulo son concurrentes.

Solucién. Como ABC es acutangulo, el ortocentro H estd dentro de ABC, por lo que
la recta ¢ corta a dos de los lados, digamos CA 'y AB en Q y R, respectivamente. Si
¢y BC son paralelas, tomemos cualquier punto P de la reflexion de £ en BC. Si {y
BC no son paralelas, tomemos por P la interseccion de ¢ con la recta BC.

Sean D', E’ y F” las intersecciones de las alturas AD, BE y C'F con el circuncirculo,
respectivamente. Las reflexiones de £ sobre los lados del tridngulo son PD’, QFE’ y
RF'. Demostraremos que estas concurren.

Sea S la interseccién de E'Q y F' R. Tenemos que

/SE'A+ /SF'A=/QE'A+ /RF'A=/QHA+ /RHA = r.

Luego, SE’AF’ es un cuadrildtero ciclico, por lo que S estd sobre el circuncirculo del
triangulo ABC'.

Anélogamente, si T es la intersecciéon de D' Py E’'(Q, obtenemos que T estd sobre el
circuncirculo del tridngulo ABC'. Pero entonces, T = S, ya que ambos son la inter-
seccién de E’'Q con el circuncirculo. Por lo tanto, PD’, QE’ y RF’ son concurrentes.

Ejemplo 9. (Taiwan, 2000). En un tridngulo acutdngulo ABC, CA > BC'y M es el
punto medio de AB. Las alturas AD y BE se intersecan en H y, las rectas ABy DE,
se intersecan en R. Demuestra que las dos rectas RH y C'M son perpendiculares.

Solucién. Sean C'F' la otra altura y S el pie de la perpendicular desde H sobre C' M.
Los puntos H, S, D, C'y E estan sobre una circunferencia de didmetro C'H, ya que
los dngulos en S, D y F son rectos. Los puntos D, E, F'y M estdn en otra circunfe-
rencia, precisamente en la circunferencia de los nueve puntos del tridngulo ABC'. Los
puntos M, S, H, F estan en la circunferencia de diametro M H, ya que los dngulos en
S'y F son rectos. Los ejes radicales (las rectas AB, SH y DFE) de estas tres circunfe-
rencias tomadas por pares son concurrentes y, como AB y DF se intersecan en R, se
sigue que los puntos R, H y S son colineales. Por lo tanto, la recta que determinan es
perpendicular (asf se eligié S)a C M.

Ejemplo 10. (San Petersburgo, 2000). Sean BE y CF las alturas de un tridngulo
acutangulo ABC'. Larecta por los incentros de los tridngulos BCE 'y BC'F, intersecan
alasrectas ABy AC en X y Y, respectivamente. Demuestra que AX = AY.

3Esto se puede demostrar usando el teorema de Ceva en su forma trigonométrica.
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Solucién. Primero notemos que si P y @ son los centros de los circuncirculos, el
cuadrildtero BCQP es ciclico, pues /BPC = 1—(/PBC+/PCB) =n—% = 3¢

y ZBQC =7 — (/QBC + /QCB) =7 — T = 3z,

c

Como C(Q es bisectriz del angulo ZEC B, tenemos que o = /Y(CQ = LZQCB =
ZX PB, donde la ultima igualdad se sigue por ser ciclico BC'QP. Andlogamente,
tenemos que 5 = LPBX = ZCBP = ZY QC. Luego, los tridngulos BPX y QCY
son semejantes y, por consiguiente, los dngulos suplementarios en X y Y son iguales,
por lo que AXY es un tridngulo isdsceles.

A continuacién dejamos algunos ejercicios para el lector.

Ejercicios

En todos los ejercicios, DEF es el tridngulo 6rtico de un tridngulo ABC'y H es el
ortocentro del tridngulo ABC.

1) Si la extension de la altura AD del tridngulo ABC' corta al circuncirculo en D',
demuestraque HD = DD’.

2) Sean D', E’ y F” las intersecciones del circuncirculo de ABC con AD, BE'y CF,
respectivamente.
a) Demuestra que los tridngulos DEF y D’ E’F’ son homotéticos desde H.
b) Demuestra que los circuncirculos de los tridngulos DEF'y ABC' son homotéti-
cos desde H. ;Cudl es el otro centro de homotecia?

3) Demuestraque AD - HD = BD - DC.
4) Demuestraque AH - HD =BH-HE =CH -HF.

5) Demuestra que los circuncirculos de los tridngulos ABC, HBC, AHC'y ABH
tienen el mismo circunradio.

6) Sean A; BC'y A3 BC' dos tridngulos inscritos en una misma circunferencia y sean
H; y Hs los ortocentros de los tridngulos A1 BC'y A3 BC, respectivamente. De-
muestra que Hy Hy y A; A son paralelas y de la misma longitud.



16 J. A. Gomez Ortega

7) Sea A’ el punto medio de BC. El circuncirculo del tridngulo HDA’ corta a las
alturas BE 'y CF en E' y F’, respectivamente. Demuestra que £ y F' son los
puntos medios de las alturas y que los tridngulos DE’F’ y ABC son semejantes.

8) Sean Py @ los pies de las perpendiculares desde Ay B a los lados EF'y F'D
del tridngulo 6rtico DEF, respectivamente. Demuestra que EP = QD. Usa es-
to para demostrar que DP, EQ y F'R son concurrentes, donde R es el pie de la
perpendicular desde C al lado DE.

9) Demuestra que las cuatro proyecciones de D sobre CA, CF, BE y AB son coli-
neales.

10) Sia, b, ¢ son las longitudes de los lados de un tridngulo ABC'y R es el circunradio,
demuestra que:
a) OH? = 9R? — (a® + b + ¢?), donde O es el circuncentro de ABC.
b) GH? = 4R? — 4(a® + b? + ¢?), donde G es el baricentro de ABC.
c) AH? + BH? + CH? = 12R? — (a® + b + ¢?).

11) Sea ABC un tridngulo acutdngulo.
a) Si las dreas de los tridngulos H BC, HC Ay H AB son iguales, demuestra que
el tridngulo ABC' es equilatero.
b) Si los perimetros de los tridngulos H BC, HC'A'y H AB son iguales, demuestra
que el tridngulo ABC' es equildtero.

12) Si ABC es un tridangulo acutdngulo, demuestraque HD + HE + HF' < 3r donde
r es el inradio.

13) Determina la medida del dngulo Z/BAC si EA+ AF = CE + FB.

14) Sea O el circuncentro del tridngulo ABC. Si L, M y N son las intersecciones de
AO, BOy CO conlos lados BC, CA'y AB, respectivamente, demuestra que

. 1.
Area(LMN) < ZArea(ABC)
y que la igualdad se da si y solo si el tridngulo ABC' es equildtero.
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