Introduccion a las Ecuaciones
Funcionales

Por Carlos Jacob Rubio Barrios

Nivel Intermedio

Una ecuacion funcional es una ecuacién en donde la incégnita es una funcién de una
o varias variables. Este tipo de ecuaciones aparecen frecuentemente en examenes de
olimpiadas de matematicas. En este escrito abordaremos este tipo de problemas, co-
menzando con la definicién de funcién.

Una funcion es una relacién entre elementos de dos conjuntos X, Y, que denotamos
como f: X — Y, que satisface las siguientes dos condiciones.

1) Cada elemento x € X estd relacionado con algiin elemento y € Y, que se denota
como y = f(x).

2) Cadaelemento x € X esta relacionado con exactamente un elemento de Y, esto es,
si f(x) =yy f(x) = 2, entonces y = z.

El conjunto X se llama dominio de la funcién f; el conjunto Y se llama contradominio
o codominio de la funcién f. El rango de una funcién f : X — Y, es el conjunto de
los elementos y € Y tales que y = f(x) para alginz € X.

Ejemplos.

1) Sea f : R — R la funcién definida por f(z) = 2 para todo nimero real x. El do-
minio de f es el conjunto de los niimeros reales (denotado por R), el contradominio
de f también es el conjunto de los nimeros reales y el rango de f es el conjunto de
los nimeros reales no negativos (observe que para cada y nimero real no negativo,

fVY) = ).
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2) Sea f : R — {0} — Z la funcién definida por

1 si x>0,

fz) =

-1 si xz<0.

El dominio de f es el conjunto de los nimeros reales distintos de cero, el contra-
dominio de f es el conjunto de los nimeros enteros y el rango de f es el conjunto

{~1,1}.

A continuacién, tenemos nuestro primer ejemplo de ecuacién funcional.

Ejemplo 1. Determinar todas las funciones f : R — R tales que

flx—y) = f(x) + fy) — 2wy,

para todos los nimeros reales x, y.

Solucion. Sustituyendo x = y = 0 en la ecuacién funcional, obtenemos que f(0) =
f(0)+ f(0)—0=2f(0),estoes, f(0) = 0. Tratemos de utilizar esta informacién para
eliminar el lado izquierdo de la ecuacién funcional. Una manera es haciendo z = y.
Sustituyendo en la ecuacién funcional, obtenemos que f(x — ) = f(z) + f(z) — 222
para todo nimero real z. Luego, tenemos que f(0) = 2f(z) — 22 para todo niimero
real z. Como f(0) = 0, la relacién anterior se simplificaen 0 = 2f(z) — 222, de donde
se sigue que f(x) = 22 para todo nimero real x. Esto muestra que si f(x) es una
funcién que es solucién de la ecuacién funcional, entonces f(x) = 2. Para concluir
que es la unica solucién de la ecuacién funcional, lo Gnico que falta hacer es verificar
que, en efecto, satisface la ecuacién funcional. Pero esto es fécil, pues f(z — y) =
(x —y)? = 2% +y*> — 22y = f(x) + f(y) — 2xy para cualesquiera nimeros reales
x,y. Por lo tanto, la tinica solucién de la ecuacién funcional es la funcién f(z) = 22
para todo nimero real z.

Consideremos el siguiente ejemplo, un poco mas complicado.

Ejemplo 2. Determinar todas las funciones f : R — R tales que

fla+y) = f(f@)—z—y)=2f(y) — (z+y)fly — ),

para todos los nimeros reales z, y.

Solucién. Como en la solucién del Ejemplo 1, sustituyendo x = y = 0 en la ecuacién
funcional, obtenemos que

f(0) = £(£(0)).

Si ahora sustituimos = 0, y = f(0) en la ecuacién funcional, obtenemos que

F(f(0)) = £(0) = = f(0)%. (1
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Como f(f(0)) = f(0), la ecuacién (1) se simplifica en f(0)> = 0y, por lo tanto,
f(0) = 0. Luego, si z = 0 entonces f(y) — f(—y) = —yf(y) para todo nimero real
y,estoes, (y+1)f(y) = f(—y) para todo nimero real y. Luego, si y = —k, entonces
(=k+1)f(=k) = f(k). Por lo tanto, para todo niimero real k, tenemos que

Fk) = (=k +1)f(=k) = (=k + D)((k + D) f(k)) = (1 = k) f (k).

Si f(k) # 0, entonces 1 — k? = 1, de donde se sigue que k = 0. Esto significa que
si k # 0, entonces f(k) = 0. Pero ya tenfamos que f(0) = 0. Por lo tanto, f(z) =0
para todo nimero real z. Por tltimo, es facil verificar que esta funcén satisface la
ecuacion funcional. Luego, como en el Ejemplo 1, la ecuacién funcional tiene una
tnica solucién: La funcién f(x) = 0 para todo ntimero real z.

A veces tenemos mds de una relacién, como en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3. Hallar todas las funciones f : Z — Z tales que f(0) = 1, f(f(n)) =ny
f(f(n+2)+ 2) = n para todo entero n.

Solucién. Sin = 0, tenemos que f(f(0)) = 0y, como f(0) = 1, resultaque f(1) = 0.
Ahora, la relacién f(f(n + 2) + 2) = n implica que f(f(f(n + 2) + 2)) = f(n).
Por otro lado, la relacién f(f(n)) = n que es vélida para todo entero n, implica que
F(f(f(n+2)+2)) = f(n+2)+ 2. Por lo tanto, tenemos que

fln+2)+2=f(n) 2

para todo entero n. Usaremos esta relacién para calcular los primeros valores de f(n).
Yatenemos que f(0) = 1y f(1) = 0. Conn = 0, obtenemos que f(2)+2 = f(0) =1,
esto es, f(2) = —1. Con n = 1, obtenemos que f(3) + 2 = f(1) = 0, esto es,
f(3) = —2. Con estos valores de f(n) podemos conjeturar que f(n) = 1 — n para
todo entero n. Demostraremos por induccién, que si n es un entero mayor o igual que
cero, entonces f(n) = 1 — n. Tenemos que f(0) = 1y f(1) = 0. Supongamos que
para algin entero n > 1 y para todo entero k tal que 0 < k& < n, se cumple que
f(k) =1 — k. Aplicando la relacién (2) y la hipétesis de induccion, se sigue que

fln+)=fn—-1)—-2=1-(n-1)—-2=1—-(n+1),

lo que completa la induccién.

De manera andloga, se puede probar por induccién el caso de los enteros negativos.
Para concluir que la funcién f(n) = 1 — n es la tnica solucién, solo resta verificar que
satisface todas las condiciones del problema, lo cual es ficil de hacer.

El siguiente ejemplo aparecid en el Concurso Nacional de la 29% Olimpiada Mexicana
de Matematicas.

Ejemplo 4. (Olimpiada Mexicana de Matematicas, 2015) Sea f : Z* — Z* una
funcién tal que f(1) =1y

fla+b+ab)=a+b+ f(ab)
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para cualesquiera enteros positivos a, b, donde Z™ denota el conjunto de los enteros
positivos. Determinar el valor de f(2015).

Solucién. Para b = 1, tenemos que
fRa+1)=a+1+ f(a), 3)

para todo entero positivo a. En particular, f(3) = 3.
Para b = 3, tenemos que

fda+3) = a+ 3+ f(3a),
para todo entero positivo a. Por otro lado, usando la relacién (3) tenemos también que
fAa+3)=f22a+1)+1)=2a+1)+1+ f(2a+1) =3a+3+ f(a),

para todo entero positivo a. Luego, a + 3 + f(3a) = 3a + 3 + f(a) para todo entero
positivo a, esto es,

f(3a) =2a+ f(a), “

para todo entero positivo a.
Calculemos ahora f(6a 4 3) de dos maneras. Usando primero la relacién (4) y después
la relacién (3), tenemos que

f6a+3)=f(B32a+1))=22a+1)+ f(2a+1) =5a+ 3+ f(a),

para todo entero positivo a.
Usando ahora la relacién (3), tenemos que

f(6a+3)=f(2Ba+1)+1)=Ba+1)+1+ fBa+1)=3a+2+ f(3a+1),

para todo entero positivo a. Luego, 5a + 3 + f(a) = 3a + 2 + f(3a + 1) para todo
entero positivo a, esto es,

fBa+1)=2a+1+ f(a), (5)

para todo entero positivo a. En particular, f(4) =2+ 1+ f(1) = 4.
Anidlogamente, calculemos f(6a + 1) de dos maneras. Usando la relacién (5), tenemos
que

f(6a+1)= f(3(2a) + 1) =2(2a) + 1+ f(2a) =4a+ 1+ f(2a),

para todo entero positivo a.
Ahora, usando primero la relacion (3) y después la relacién (4), tenemos que

f(6a+1)=f(2(3a)+1)=3a+1+ f(3a) =3a+1+2a+ f(a)
=5a+ 1+ f(a),
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para todo entero positivo a. Luego, 4a + 1 + f(2a) = 5a + 1 + f(a) para todo entero
positivo a, esto es,

f(2a) = a+ f(a), (6)

para todo entero positivo a. En particular, f(2) =1+ f(1) = 2.

Como f(1) = 1, f(2) = 2, f(3) = 3y f(4) = 4, estamos tentados a pensar que
f(n) = n para todo entero positivo n. Es fdcil verificar que esta funcién satisface las
condiciones del problema.

Demostraremos, por induccién, que f(n) = n para todo entero positivo n. La base
de induccidén es f(1) = 1, la cual es cierta por hipdtesis. Supongamos que para algin
entero n > 1y para todo entero k tal que 1 < k < n, se cumple que f(k) = k.

Si n es par, entonces n = 2m para algtin entero positivo m < n. Luego, aplicando la
relacién (6) y la hipétesis de induccién, obtenemos que

fn)=f2m)=m+ f(m) =m+m=2m=n.

Abhora, si n es impar, entonces n = 2m + 1 para algiin entero positivo m < n. Luego,
aplicando la relacién (3) y la hipétesis de induccion, obtenemos que

fm)y=fCm+1)=m+1+f(m)=m+1+m=2m+1=n.

Por lo tanto, f(n) = n, lo que completa la induccién. En particular, f(2015) = 2015.
De paso hemos demostrado que la inica funcién que satisface las condiciones del pro-
blema es la funcién f(n) = n para todo entero positivo n.

En el ejemplo anterior fue muy util calcular las imdgenes de algunos valores del domi-
nio de la funcidn, lo cual sirvié para poder conjeturar. Veamos un ejemplo donde puede
no ser tan inmediato establecer una conjetura.

Ejemplo 5. Hallar todas las funciones f : Z — Ztales que f(1) =1y

flz+y) = f(@) + f(y) + 2y(z +y)

para cualesquiera enteros z, y.

Solucién. Comencemos por calcular las imdgenes de algunos enteros. Tenemos que

fR)=f)+f1)+2=1+1+2=4,
fB)=f)+f2)+2-3=14+4+6=11,
fA) =f2)+f(2)+4-4=4+4416=24,
f(5)=f(2)+ f(3)+6-5=4+11+30 =45,
F(6)=f(3)+ f(3)+9-6=11+ 11+ 54 = 76.
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Observando que

f2)=1+2-1+1)=f(1)+2(1) +
f8)=4+(2-341)=f(2)+ (1+2)+1
FA=11+2-6+1)=f3)+2(1 +2+3)+1,
f5)=21+(2-10+1)=f(4)+2(1+2+3+4) +1,
f6)=45+(2-15+1)=f(5)+2(1+2+3+4+5)+1,

conjeturamos que
fmy=f(n—-+204+24+--+n-1)+1=f(n—1)+nn—-1)+1,

para todo entero n > 2. Ahora, tratemos de hallar una férmula cerrada para f(n) a
partir de esta formula recursiva de f. Aplicando repetidamente esta férmula recursiva
de f, obtenemos que

fln)=f(n—=1)+(n—-1)n+1
=fn-2)+(n-2)n—1)+(n—-1)n+2
=fn=3)+(n-3)(n—-2)+(n-2)(n—1)+(n—-1)n+3

=f(1)+(1-2+2-3+3-44+---+(n—1n)+(n—1).
Por lo tanto, la conjetura es

n—1

f(n)=1+Zz’(i+1)+(n—1)=1+§:i2+§:z’+(n—1)
— -

i=1

14 (n(n+1)6(2n+1) _n2) +l(n(nT+1)1_n) -

n® +2n
pu— 7
3 @)

para todo entero n > 2. Se deja de ejercicio a lector demostrar por induccién en n, que
la relacion (7) es verdadera para todo entero n > 2.

Calculemos ahora f(0). Como 0 = —1 + 1, haciendo x = —1, y = 1 en la ecuacién
funcional, obtenemos que f(0) = f(—1) + f(1). Para calcular el valor de f(—1),
hagamos z = —1, y = 2 en la ecuacién funcional. Asi, f(1) = f(-1) + f(2) +
(—=2)(—=1+2),estoes, 1 = f(—1)+4 —2 = f(—1) + 2, de donde obtenemos que
f(=1) = =1y, en consecuencia, f(0) = f(—1) + f(1) = 0. Es fdcil ver que la
relacién (7) también se verifica paran = 0y n = 1. Usaremos el hecho de que f(0) =
0 para determinar f(n) para todo entero n < 0. Usando la identidad, 0 = —n + n
vélida para todo entero n, tenemos que f(0) = f(n) + f(—n) para todo entero n, esto
es, f(n) = —f(—n) para todo entero n, ya que f(0) = 0. Luego, si n < 0, entonces
—n > 0y, aplicando la relacién (7) vélida para todo entero no negativo, obtenemos

que f(n) = —f(-n) = — ((_n)Sng(_")) ==z +2" para todo entero n < 0.
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3 Lo .. .
Por lo tanto, f(n) = % para todo entero n. Por dltimo, es facil verificar que esta
funciodn satisface la ecuacion funcional, de manera que es la tnica solucién.

El siguiente ejemplo apareci6 en la 28 Olimpiada Internacional de Matemadticas.

Ejemplo 6. (Olimpiada Internacional, 1987) Demostrar que no existe una funcién
f:N— Ntal que
f(f(n)) =n+ 1987

paratodon € N, donde N = {0,1,2,3,...} es el conjunto de los nimeros naturales.

Solucién. Supongamos, por contradiccién, que existe una funcién f : N — N tal que
f(f(n)) = n+ 1987 para todo nimero natural n. Por un lado, tenemos que

FF(f(n))) = f(n+1987)

para todo n € Ny, por otro lado, tenemos que

F(f(f(n))) = f(n) + 1987

para todo n € N. Luego,
f(n+1987) = f(n) + 1987 ®)

para todo nimero natural n.
Mis atin, tenemos el siguiente resultado.

Lema. f(n + 1987m) = f(n) 4+ 1987m para todo n,m € N.

Demostracion. Sean € N. Sim = 0, el resultado es inmediato. Supongamos que
el resultado es cierto para algin nimero natural m. Entonces, aplicando primero la
relacién (8) y después la hipétesis de induccion, obtenemos que

F(n+1987(m + 1)) = f((n + 1987m) + 1987) = f(n + 1897m) + 1987
= f(n) + 1987m + 1987 = f(n) + 1987(m + 1),

lo que completa la induccién. O

Ahora, sea r un nimero natural tal que » < 1986. Como f(r) y 1987 son nimeros
naturales, el Algoritmo de la divisién garantiza la existencia de nimeros naturales k y
£ tales que f(r) = 1987k + £ con £ < 1986. Luego, tenemos que

r+1987 = f(f(r)) = f(£+ 1987k) = f(£) + 1987k,

donde la dltima igualdad se sigue por el lema anterior.

Por lo tanto, r+-1987 = f(¢)+1987k,estoes, r— f(¢) = 1987(k—1). Comor < 1986
y f(¢) > 0, tenemos que r — f(£) < 1986, lo que significa que 1987(k — 1) < 1986.
Como k£ es un nimero natural, es facil ver que esta desigualdad se satisface si y solo si
k=0ok=1.
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1) Sik = 0, entonces f(r) =Ly f(¢) = f(f(r)) = r + 1987, lo cual implica que
r#£ 4.

2) Sik =1, entonces f(r) = 1987+ Ly f(¢) = r, lo cual implica que r # £.

Hemos demostrado asi, que para cada nimero natural » < 1986, existe un nimero
natural ¢ < 1986, con £ # r, tal que f(r) = Ly f(£) = r+1987,0 f({) = ry
f(r) = £+ 1987. Observemos que ambos casos no pueden suceder simultdneamente.
En efecto, si para algtin » nimero natural menor que 1987 existen nimeros naturales
01 < 1986y fo < 1986 tales que f(r) = ¢1y f(r) = f2 + 1987, entonces {1 =
{9 4 1987, esto es, £1 — £2 = 1987, lo cual es imposible. De esta manera, el conjunto
{0,1,2,...,1986} se ha dividido en parejas (r, £), lo que es una contradiccion, ya que
dicho conjunto tiene una cantidad impar de elementos.

Cuando comenzamos a trabajar con una ecuacién funcional, siempre es una buena idea
considerar valores pequefios, como z = 0, x = 1, y ver qué sucede. Sin embargo,
esto puede no ser suficiente para resolver todo el problema. A veces serd necesario
considerar valores mds grandes. Podemos pensar en la ecuacién funcional como un
sistema gigante de ecuaciones e intentar encontrar una forma de hacer que algunas
cosas se cancelen.

Ejemplo 7. (Corea, 2000) Determinar todas las funciones f : R — R tales que

f@® —y?) = (@ —y)(f(2) + f(y)

para todos los nimeros reales z, y.

Solucién. Sea z un nimero real positivo arbitrario. Sustituyendo z = /2,y = O en la
ecuacién funcional, obtenemos que

f(2) = Vz(f(Vz) + [(0)).
Si ahora sustituimos x = 0, y = /2 en la ecuacién funcional, obtenemos que
f(=2) = =Vz(f(0) + [(V2)).

Comparando estas relaciones, obtenemos que f(z) = —f(—z2).
Si ahora sustituimos y = —z y usamos que f(—z) = —f(z), resulta que

f@® = 2%) = (z + 2)(f(2) + f(=2)) = (x + 2)(f(x) = f(2)),

para todo niimero real z. Sin embargo, si y = z, tenemos también que

f@® = 2%) = (& = 2)(f(2) + (2))

para todo nimero real z.
Por lo tanto, (z — 2)(f(z) + f(2)) = (x + 2)(f(x) — f(2)) para todo = € R, de
donde se sigue que zf(z) = zf(z) para todo nimero real x, esto es, f(z) = @x
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para todo x € R. Como 1) es una constante, f(z) tiene la forma Cz con C una
constante. Es fdcil verificar que si C' es cualquier nimero real, la funcién f(z) = Cx
para todo x € R, satisface la ecuacién funcional. Por lo tanto, las soluciones de la
ecuacion funcional son todas las funciones de esta forma.

Ejemplo 8. Determinar todas las funciones f : R — R tales que

f@fly) —yf(z)) = flzy) — 2y,

para cualesquiera nimeros reales x, y.

Solucién. Sustituyendo y = 0 en la ecuacién funcional, obtenemos que f(zf(0)) =
f(0) para todo = € R. Si f(0) # 0, para cada nimero real r podemos encontrar un
nimero real z tal que 2 f(0) = r (de hecho, x = F(oy)> lo cual significa que xf(0) to-
ma todos los valores reales posibles y, en consecuencia, f(r) = f(0) para todo nimero
real 7. Sustituyendo en la ecuacién funcional, obtenemos que f(0) = f(0) — xy para
cualesquiera x, y, esto es, xy = 0 para cualesquiera x, y, lo cual evidentemente es fal-
so. Por lo tanto, f(0) = 0.

Si ahora sustituimos y = z en la ecuacién funcional, obtenemos que f(0) = f(2?)—2?
para todo z € R, esto es, f(x?) = 22 para todo = € R (pues f(0) = 0). Esto significa
que f(x) = x para todo niimero real = > 0, pues para cada nimero real r > 0 existe
un nimero real y tal que y? = 7.

Ahora, sean z, y nimeros reales menores que cero. Como zy > 0, tenemos entonces
que f(zy) = xy. Luego, la ecuacién funcional en este caso es f(xf(y) —yf(x)) = 0.
Sizf(y)—yf(x) > 0,entonces f(zf(y)—yf(z)) = xf(y)—yf(z)y, en consecuen-
cia, zf(y) —yf(z) = 0, lo que es una contradiccion. Por lo tanto, x f (y) — y f (z) < 0.
De manera andloga, obtenemos que y f (z) —z f(y) < 0, estoes, —(zf(y) —yf(x)) <
0. Luego, la tnica posibilidad es que 2 f (y) — yf(z) = 0. En conclusidn, He) — 1)

z Y
. p o f(=)
para cualesquiera nimeros z < 0, y < 0. Esto significa que =~ es constante para

todo z < 0, esto es, f(x) = cx paratodo z < 0 con ¢ una constante. Si ¢ = 1, tenemos
que f(z) = x paratodo z < 0y, es facil ver que la funcién f(x) = x paratodo z € R
satisface la ecuacién funcional.

Supongamos que ¢ # 1y sean z,y € R tales que x < 0 < y. Por lo demostrado antes,
tenemos que f(x) = cz, f(y) = yy f(zy) = cxy. Sustituyendo estos valores en la
ecuacion funcional, obtenemos que

f((1=c)zy) = fey — coy) = f(xf(y) —yf(x) = f(zy) —zy = (c — 1)zy.

Sustituyendo z = —1, y = 1, obtenemos que f(c — 1) = —(¢ — 1). Como f(z) = x
paratodo z > 0y ¢ # 1, necesariamente ¢ — 1 < 0. Luego, f(c — 1) = ¢(c — 1). Por
lo tanto, ¢(¢ — 1) = —(c — 1), esto es, ¢ = —1. Esto significa que f(x) = —x para
todo z < 0. Como f(x) = z para todo > 0, concluimos que f(x) = |z| para todo
x € R es otra solucién, solo debemos verificar que esta funcién satisface la ecuacién
funcional. Los detalles de este aserto se dejan de ejercicio al lector.

En conclusién, las funciones f(x) = x paratodo z € Ry f(z) = |z| paratodo z € R
son las Unicas soluciones.
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Ejemplo 9. (Estados Unidos, 2014) Determinar todas las funciones f : Z — Z tales

que
f(z)?

T

f(2f(y) — =) +v° f 2z — f(y))

para todos los enteros x, y con x # 0.

+ f(yf(y))

Solucién. Demostraremos primero que f(0) = 0. Supongamos, por contradiccion, que
£(0) # 0. Sustituyendo = 2(0), y = 0 en la ecuacién funcional, obtenemos que

£2F0)
2f(0)* = =2+ f(0),
(0 = L5+ 10
estoes, (4f(0)—2)£(0)% = f(2£(0))2, lo cual significa que 4 f(0) — 2 es un cuadrado.
Sin embargo, 4 f(0)—2 = 2 (mod 4), lo cual es una contradiccién ya que todo cuadrado
es congruente con 0 o 1 médulo 4. Por lo tanto, f(0) = 0.
Sustituyendo ahora y = 0 en la ecuacién funcional y simplificando con f(0) = 0,

obtenemos que 2 f(—z) = %1)2 Si z # 0, esta igualdad es equivalente a la igualdad

para todo entero z # 0.

De estas dos dltimas relaciones, obtenemos que z2f(z) = %@4 para todo entero
x # 0, estoes, 2°f(x) = f(2)* que es equivalente a f(x)(2® — f(x)3) = 0. De aqui
que f(z) = 00 f(x) = 22 para todo entero .

Es fécil ver que cada una de las funciones f(z) = 0 para todo entero x y f(z) = x
para todo entero x, satisfacen el problema. Demostraremos que si f(¢) = 0 para algin
entero t # 0, entonces f(x) = 0 para todo entero . Supongamos que f(y) = 0 con

y # 0. Sustituyendo en la ecuacion funcional, obtenemos que

S

2

vf(~z) +y*f(22) =
Sin embargo, como 2% f(—x) = f(z)?, la ecuacién anterior se puede reescribir como

%C)Q +y2f(2x) = %w)z

de donde se sigue que y?f(2x) = 0. Como y # 0, necesariamente f(2z) = 0. Esto
muestra que f(x) = 0 para todo entero par z. Supongamos que existe un entero impar
m tal que f(m) = m?. Sustituyendo x = 2k con k # 0 en la ecuacién funcional,
obtenemos que y2 f (4k—f(y)) = f(yf(y)) paratodo entero y. En particular, si y = m,
entonces m?f(4k — m?) = f(m3). Observemos que f(4k — m?) # 0 si y solo si
f(m?) # 0 (pues m? # 0 al ser m impar). Supongamos que ambos f(4k — m?) y
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f(m?) no son cero. Entonces, f(4k —m?) = (4k — m?)? y f(m?) = mS, de donde
obtenemos la ecuacion m?(4k — m?)? = m®, esto es, 4k — m? = £m?. Es fécil ver
que esta ecuacion es imposible ya que k # 0 y m es impar. Por lo tanto, debemos tener
que

m?f(4k —m?) = f(m*) = 0.
Como m es impar, se sigue que f(4k — m?) = 0y m? = 1 (mod 4). Luego, 4k —
m? = 3 (mod 4), lo que significa que f(z) = 0 para todo entero z = 3 (mod 4)
y x # —m? (pues k # 0). Por otro lado, de z2f(—x) = f(x)? tenemos que si
f(x) =0y x # 0, entonces f(—x) = 0. Como f(4k —m?) =0y 4k —m? # 0, se
sigue que f(m? — 4k) = 0. Luego, f(z) = O paratodo x = 1 (mod 4) y x # m?
(pues m? — 4k = 1 (mod 4) y k # 0). Con esto hemos demostrado que f(z) = 0
para todo entero x # £+m?2. Como f(m) # 0 (pues f(m) = m? y m es impar),
necesariamente m = +m?2. Elevando al cuadrado esta ecuacién, obtenemos que m2 =
m* y, dividiendo por m # 0, resulta que m = m?. Como f(m?®) = 0, se sigue que
f(m) = 0, lo que es una contradiccién.
Hemos demostrado asi que si f(y) = 0 para algdn entero y # 0, entonces f(z) = 0
para todo entero x.
En conclusidn, las dnicas funciones que son solucién de la ecuacién funcional son las
funciones f(z) = 0 para todo entero z y f(z) = x? para todo entero x.

En la solucién del ejemplo anterior, obtuvimos que f(z) = 0 o f(z) = 2 para todo
entero z. En general, esto no significa que f(x) = 0 para todo entero x o f(z) = 2
para todo entero x. Por ejemplo, si S es cualquier subconjunto de enteros 'y S # Z, la
funcién
0 sizels,
fs(x) =
2?2 sz ¢S,

satisface la primera afirmacién y no satisface la segunda. En principio, la ecuacién fun-
cional del ejemplo anterior podria tener una infinidad de soluciones (una funcién por
cada subconjunto S de enteros). Este error a menudo se olvida y le ha sido dado un
nombre especial en la comunidad olimpica como la trampa puntual. En una ecuacién
funcional que estd sujeta a la trampa puntual, usar contradiccién es usualmente util
(como lo hicimos en el ejemplo anterior), para determinar el conjunto correcto de solu-
ciones a partir de la (posible) infinidad de soluciones puntuales. Los Ejercicios 9 y 10
al final de este breve escrito, son ejemplos de ecuaciones funcionales en donde aparece
la trampa puntual.

Concluimos este escrito con un problema de la olimpiada matematica de China.

Ejemplo 10. (China, 2007) Determinar todas las funciones f : Q7 — Q™ tales que

f(ab)

f(a) + f(b) + 2abf(ab) = Fatb)

para todos a,b € QT, donde Q™ denota el conjunto de los nimeros racionales positi-
VOS.
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Solucién. Haciendo a = b = 1 en la ecuacién funcional, obtenemos que 4 (1) = %,

lo cual implica que f(2) =  pues f(1) # 0. Si ahora sustituimos @ = b = 2 en

la ecuacién funcional, obtenemos que 2f(2) + 8f(4) = 1, de donde se sigue que

f4) =5

Sustituyendo b = 1 en la ecuacién funcional, obtenemos que (1 + 2a) f(a) + f(1) =
(a)

f{a—+1)’ lo cual implica la férmula recursiva

f(a)
(1+2a)f(a) + f(1)

Usando esta férmula recursiva, obtenemos que f(3) = 5++f(1) yf(4) = W.

Como f(4) = 1%, se sigue que 4 f(1)>—5f(1) —9 = 0, cuyas soluciones son f(1) = 1
o f(1) = —3. Alser f(1) > 0, lanica posibilidad es f(1) = 1. Porlo tanto, f(3) = 1

9
y la relacion (9) se simplifica como

fla+1) = 9)

_ f(a)
fa+ )= G i@ 1

1
Lema 1. f(n) = —; para todo entero positivo n.
n

Demostracion. La prueba la haremos por induccién en n. El resultado es cierto para
n = 1,2, 3, 4. Supongamos que la féormula es cierta para cierto n = k£ > 1. Entonces,
aplicando la relacién (9), resulta que

1
= 1 1
k 1 = k2 = =
flk+1) 2k 142k + k2 (R+ DY
lo que prueba el resultado para n = k + 1 y concluye la induccién. o

f(a)

Lema 2. f(a+n) = 5 ) £1

para todo entero positivo n y todo nimero

racional positivo a.

Demostracion. Procederemos por induccién en n. El resultado es cierto paran = 1.
Supongamos que la igualdad es cierta para cierto n = k > 1. Aplicando primero la
relacién (9) y después la hipétesis de induccion, obtenemos que

f(a)

fla+k) (7 2ka) [(@ 1
k+1) = =
flatk+1) (1+2(a+k))fla+k)+1 7&;%;:)’?35)(?1 +1
_ f(a)
(14+2(a+k))f(a) + (k%2 + 2ka)f(a) + 1
f(a)

(k+1)2+4+2a(k+1))f(a)+1’

lo que prueba el resultado para n = k + 1 y concluye la induccién. o
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1
Lema 3. f <—) =n? para todo entero positivo n.
n

Demostracion. Sustituyendoa =ny b= % en la ecuacién funcional, obtenemos que

f)

s+ 1 (5) w210 = 2ty

Como f(1) =1y, porel Lema 1, f(n) = 13—2, obtenemos que

Abhora, aplicando el Lema 2 con a = %, tenemos que

f(% +") - (n2+£§§()%)+1'

Eliminando f (% + n) de estas ecuaciones y simplificando, resulta que

TORCESNORE

estoes, (f(L)+25)(f(2) —n?) =0.Como f(2) > 0, se sigue que f(1) =n? O

n

2

m n .

Lema4. f (—) = — para todos los enteros positivos m y n.
n m

Demostracion. La prueba la haremos por induccién en m. El caso m = 1 es cierto

por el Lema 3. Supongamos que el resultado es cierto para m = k > 1. Sustituyendo
a= % yb= % en la ecuacién funcional, obtenemos que

(E) s () 20(8) - 12

n

Aplicando ahora la hipétesis de induccién, resulta que

n? 5  2knt s
—+n'+ ===
k2 2k2 f( +1)
Por lo tanto,
4
f(k—l—l)i = B n? B n?
noJ  m2(&F+1+2) 1+E+2k (k+1)%

lo que prueba el resultado para m = k + 1 y concluye la induccién. O
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Como cada ntiimero racional positivo g es de la forma “*> con m y n enteros positivos,
tenemos la tnica solucién f(q) = q% para todo ¢ € Q™. Finalmente, es f4cil verificar
que esta funcién satisface la ecuacion funcional:

1 2ab  (a+b)?*  f(ab)

1
f(a)+f(b)+2abf(ab):;—i—b—z—i-azbz: 2 Fath)

A continuacién dejamos unos ejercicios para que practique el lector.

Ejercicios
1) Determina todas las funciones f : R — R tales que
2f(x +y) +6y° = f(x +2y) + a3
para cualesquiera niimeros reales x, y.
2) Determina todas las funciones f : R — R tales que
fl@—y) = f(=)f(y)
para todos los nimeros reales z, y.
3) Determina todas las funciones f : R — R tales que
f(fe+y) ==+ fy)
para todos los nimeros reales z, .

4) Determina todas las funciones f : Q — Q que satisfacen las siguientes dos condi-
ciones:

a) f(x+1)= f(x)+ 1paratodo z € Q.
b) f(z3) = f(x)3 paratodo z € Q.

5) Determina todas las funciones f : R — R tales que
F@®) + f(y°) = (= +9)(f (@) + [(y°) — f(ay))
para todos los nimeros reales z, y.
6) Determina todas las funciones f : ZT — Z* tales que f(1) =1y
fla+b) = f(a) + F(b) + ab
para todos a,b € Z7T.

7) Determina todas las funciones f : Q* — Q™ tales que

f(:z:—l—%)—f(:c)—l—%—l—%g

para todos los nimeros racionales positivos x, y.
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8) Determina todas las funciones f : Q — R tales que
flatb+c)+ fla)+ f(b)+ flc) = fla+b) + f(b+c) + flc+a) + f(0)
para todos los nimeros racionales a, by c.

9) (Iran, 1999) Determina todas las funciones f : R — R tales que

F(f(@) +y) = fa® —y) +4f ()y
para todos los nimeros reales x, y.

10) (Japdn, Final, 2004) Determina todas las funciones f : R — R tales que

ff@) +fy) = f@)’+y

para todos los nimeros reales z, y.
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