El Teorema Chino del Residuo,
una herramienta poderosa

Por Victor Hugo Almendra Hernandez

Nivel Avanzado

El manejo de congruencias en teoria de niimeros, juega un papel muy importante dentro
de la olimpiada de matematicas y, dentro de ello, el Teorema Chino del Residuo es una
herramienta sumamente util. Ademas de hablar del teorema en si, mostraremos tres
maneras en las que este puede ser usado: para construir, para acotar nimeros y para
dividir un problema de modo que sea facil trabajar con los subproblemas resultantes.

Teorema Chino del Residuo

Comenzaremos por enunciar y demostrar el teorema en cuestion.

Teorema Chino del Residuo (TCR). Sean my, ma, ..., m,, enteros positivos distintos
de 1 y primos relativos por parejas, y sea M = mims - - - m,,. Entonces, para cuales-
quiera enteros x1, X2, . . . , Tp, €l sistema de congruencias:

T (mod ml),

T2 (mod mo ),

x = z, (modm,),

tiene soluciones y cualesquiera dos soluciones tienen la misma congruencia médulo
M.
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Demostracion. Construiremos primero una solucién al sistema de congruencias pro-
puesto. Esta construccidn es muy clara una vez que se tiene en mente la forma que que-
remos que tenga nuestra x para que satisfaga las n congruencias. Buscaremos enteros
k1, ko, ..., k, tales que paracadai € {1,2,...,n}, se cumpla que k; = z; (mod m;)
y ki = 0 (mod m;) para todo j # i, con ¢ # j. Una vez que determinemos estos
enteros, * = k1 + ka2 + --- + k, serd solucién al sistema de congruencias, ya que
r=k +ke+---+k, =k =z (mod m;), pues k; =0 (mod m;) siempre que j
sea distinto de <. Entonces solo resta encontrar los enteros ky, ko, . . . , k, que cumplan
lo mencionado anteriormente. Para esto, sean r; = 1%, parat =1,2,...,n. Como los
m;’s son primos relativos por parejas, tenemos que med(r;, m;) = 1, por lo que para
cada ¢ existe ¢; entero tal que ¢;r; = 1 (mod m;). Finalmente, los enteros k; = x;c;r;
cumplen lo deseado, ya que si j # 4, m; divide a r; y, por lo tanto, k; = 0 (mod m,;)
y también se tiene que k; = x;(c;r;) = 2; (mod m;), como queriamos. Entonces,
x = ki + ko + -+ - + k, satisface el sistema de congruencias planteado.

Notemos ahora que si x, y son soluciones del sistema de congruencias, tenemos que
m; dividea x — y paracadai = 1,2,...,ny, como los m;’s son primos relativos por
parejas, se sigue que M divide a z — y, esto es, z = y (mod M). Es fdcil ver que
si 2 es soluci6n del sistema, entonces cualquier entero y tal que y = = (mod M) es
también es solucion.

Con esto concluimos que los enteros congruentes médulo A al entero & que construi-
mos, son las tnicas soluciones al sistema de congruencias. 0

El caso general

El Teorema Chino del Residuo nos dice que bajo ciertas hipétesis nuestro sistema de
congruencias tiene solucidn, ;pero qué sucede cuando estas hipétesis no se cumplen?
Es decir, como saber si determinado sistema tiene solucidn, si el sistema no satisface
que los médulos que se estan considerando son primos relativos por parejas. Nos gus-
tarfa poder resolver este problema con lo que ya tenemos, por lo que pasaremos de un
sistema cualquiera a uno que cumpla las hipétesis del teorema.

Se tiene el sistema de congruencias:

= I (mod ]{1),

= X2 (mod ]{2),

x = x, (modky,),
donde x1, x2, . .., x, son enteros cualesquiera y ki, ks, ..., k, son enteros positivos.
Una primera observacion es que para que el sistema tenga solucién, es necesario que
para cualesquiera, j € {1,2,...,n}, se cumplaque z; = x; (mod mcd(k;, k;)). Para

probar esto, basta con notar que si existe x tal que satisface cada una de las congruen-
cias planteadas anteriormente, entonces k; divide a ¢ — z; y k; divide a © — x;, por
lo que med(k;, k:j) divide a ambos nimeros y, en consecuencia, divide a su diferencia,
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que es z; — z;, de donde concluimos que x; = x; (mod mcd(k;, k;)) para cualesquiera
1, J, como se queria.

Veamos que esta condicién también es suficiente para garantizar que existe solucién al
sistema de congruencias. Supongamos que, ademds de las congruencias presentadas,
se cumple que z; = z; (mod mcd(k;, k;)) para cualesquiera i, j. Sea K el mini-
mo comun multiplo de ki, ks, . .., k,. Considerando la descomposicién candnica de
K = p{'p3?---p%r, tenemos que existe js tal que p%= divide a k;, y, ademds, no
existe ¢ tal que p@:*! divida a k. En otras palabras, o es la mdxima potencia de p;
que divide a alguno de los k;’s. Definimos s; € {1,2,...,n} tal que p;" divide a ks,
paracadai € {1,2,...,r} (tal entero existe por lo que mencionamos anteriormente).
Demostraremos ahora que el sistema de congruencias:

= 1z (mod pt),

Ts, (mod py*),

v = a, (modpl),

es equivalente al planteado inicialmente, esto es, = es solucién del primer sistema
de congruencias si y solo si x es solucién del segundo sistema de congruencias. Su-
pongamos primero que x es solucién del primer sistema de congruencias y sea ¢ €
{1,2,...,7r}. Como = = zs;, (mod ks,), se sigue que ks, divide a x — x4, y, co-
mo p;* divide a ks,, resulta que ©+ = x5, (mod pg*), por lo que = es, en efec-
to, una solucién del segundo sistema de congruencias. Para el reciproco, conside-
remos x solucién del segundo sistema y sea ¢ € {1,2,...,n}. Como k; divide a
K, tenemos que k; = pf-jl”pg2 ---pﬁ”, donde {iy,ia,...,i:} C {1,2,...,7}y,
ademas, f3; ; < ay; para cada j. Entonces, por Teorema Chino del Residuo tenemos

. . Bi; .
que z = z; (mod k;) siy solo si z = x; (mod p;,’) paracada j € 1,2,...,t. Ahora,
L7 Bi
como = T, (mod p; 7))y Bi; < i, tenemos que = s, (mod p; 7). Recorde-
mos que z; = T, (mod mcd(k;, ks, )) y, como pf;j divide a k; y pz_” divide a ks, ,
. Bi; . . Bi
se sigue que p; * divide a med(k;, ks,, ), por lo que z; = s, (mod p; 7). Luego,
Bi ; . . .
T = x5, = x; (mod p; ") para cada j, lo cual implica que x = @; (mod ;), como
querfamos. Finalmente, como el segundo sistema de congruencias cumple las hipétesis
del Teorema Chino del Residuo, este tiene solucién y es tinica médulo K.
Concluimos entonces que el sistema de congruencias planteado tiene solucién si y so-

lo si para cualesquiera 4, j se cumple que x; = x; (mod mcd(k;, k;)). Ademds, la
solucién es tinica médulo M, el minimo comun multiplo de kq, ko, . . ., Ky, O

Foérmula de interpolacion de Lagrange
Consideremos el siguiente ejemplo. Se quiere encontrar un polinomio P(z) tal que

P(0) =1, P(1) = 7y P(2) = 10. Lo que haremos serd considerar un polinomio
de la forma P(z) = ciz(x — 1) 4+ ca(z — 1)(z — 2) + c3(x — 2)(z). Notemos que
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P(0) = 2c3, P(1) = —c3 y P(2) = 2c1, entonces basta con hacer ¢; = 5,c = 5y
C3 = —7.

Notemos que la idea con la que construimos el polinomio P(z) es muy similar a la
forma en como se construyé una solucion al sistema de congruencias, pues nos apo-
yamos en sumandos que surgen al considerar el producto de todos los elementos en
cuestién excepto alguno de ellos. Ciertamente esta es una idea bastante util para pro-
blemas de esta naturaleza. De manera mas general, supongamos que tenemos d + 1
nimeros reales distintos x1,xs,...,x4+1 ¥ d + 1 valores (no necesariamente distin-
tos) y1, %2, - - - , Yd+1. Entonces, existe un dnico polinomio P, de grado menor o igual
adtal que P(x;) = y; parai = 1,2,--- ,d+ 1y, ademads, se conoce la forma de dicho
polinomio P, la cual estd dada por la Férmula de interpolacion de Lagrange. Veamos
cémo se construye. Una vez teniendo esto serd muy claro que el polinomio construido
cumple lo deseado y tiene grado menor o igual a d, y restaria ver que es Unico.
Paracadai=1,...,d+ 1, sea

Qi(z) = [ [ (& — ay),
J#i

esto es, ;(x) es el polinomio que resulta de multiplicar todos los x — x;, excepto
x — x;. Ahora, veamos que existen nimeros reales ¢y, ca, . . ., C4+1, tales que

P(z) = c1Q1(7) + c2Q2(x) + - - + ca11Qar1(x).

Notemos que el papel que juegan los );’s es exactamente el mismo que el de los k;’s
en la prueba dada para el Teorema Chino del Residuo, es decir, Q);(x;) = 0 para todo
Jj # iy Qi(x;) es distinto de 0, por lo que si hacemos ¢; = # tendremos que

P(x;) = y;, como queremos.

El polinomio obtenido,

Q2(z) o Qa+1(z)
- i Qat1(ay1)’

Q1(x)
() P Qu(m)

es conocido como la féormula de interpolacion de Lagrange. Notemos que el grado
de P es en efecto a lo mas d, ya que cada uno de los @);’s tiene grado d. Demostraremos
que no existe otro polinomio R, de grado menor o igual a d que cumpla que R(z;) =
y; para todo ¢. Supongamos, por contradiccion, que si existe. Entonces, el polinomio
R(z) — P(x) es de grado a lo mds d. Sin embargo, R(z;) — P(z;) = y; — y; = 0 para
1=1,2,...,d+1,esto nos dice que el polinomio es la constante 0 pues de lo contrario
tendria grado mayor que d por tener al menos d + 1 raices. Como R(z) — P(z) = 0
para todo x real, se sigue que R(z) = P(z), lo que es una contradiccién. Concluimos
que el polinomio dado por la férmula de interpolacién de Lagrange, es el tinico que
cumple las d + 1 condiciones deseadas y que tiene grado menor o igual a d.

P(z) =y

1 i i ui s Z
Este tipo de ideas “diagonales” al momento de construir cosas, en donde forzamos
que suceda cierta condicién cuando ¢ # j y otra distinta cuando ¢ = j, como en la
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solucién propuesta en la demostracién del Teorema Chino del Residuo, o la forma de
llegar a la férmula de interpolacién de Lagrange, resultan muy ttiles en el mundo de
las matemadticas, incluso fuera de la olimpiada.

Retomando el Teorema Chino del Residuo (TCR), ademds de las ideas tan ttiles que
se vieron en la demostracidn, el resultado que nos da este teorema suele ser muy titil
dentro de los problemas de la olimpiada. A continuacién, mostraremos tres diferentes
técnicas en las que es comun utilizar el TCR: para construir niimeros que cumplan
ciertas propiedades, para acotar nimeros que satisfagan ciertas condiciones, o para
dividir el problema en subproblemas con los que sea mds fécil trabajar.

Construcciones

Para construir enteros que satisfagan cierto sistema de congruencias como el planteado
por el TCR, muchas veces es suficiente con saber de su existencia para concluir lo que
se ande buscando.

Ejemplo 1. (Estados Unidos, 2008) Sea n un entero positivo. Muestra que existen
enteros positivos kg, k1, . . . , k, mayores que 1, primos relativos por parejas tales que
koky - - -k, — 1 es el producto de dos enteros consecutivos.

Solucién con el TCR. Notemos que es suficiente demostrar que existe m entero posi-
tivo tal que m(m + 1) 4 1 tiene al menos n + 1 factores primos distintos, lo que nos
permitird “repartir” los factores en kg, k1, . . . , k,, de modo que resulte cada uno mayor
que 1y que sean primos relativos. Consideremos el polinomio P(z) = 2% + = + 1.
Queremos probar que existe m tal que P(m) tiene tantos divisores primos distintos
como queramos, para lo cual primero hay que ver que el conjunto de primos que divide
aalgtin P(a), con a entero, es infinito. Supongamos que tal conjunto es finito, digamos
que p1,p2, - - ., pr son dichos primos, podemos tomar a = pips2 - - - P, Y, claramente,
ninguno de estos primos divide a P(a), lo que es una contradiccién. Entonces, el con-
junto de los primos que dividen a algiin P(a) es infinito, en particular tiene al menos
n + 1 elementos distintos. Sean pg, p1, ..., P, €stos primos y ag, a, ..., a, enteros
tales que p; divide a P(a;) parai = 0,1,...,n. Consideremos ahora el sistema de
congruencias dado por = a,; (mod p;) para cada i. Por el TCR este sistema de con-
gruencias tiene solucién, pues med(p;, p;) = 1si ¢ # j (ya que los p;’s son primos
distintos). Sea N una solucién de dicho sistema. Tenemos ahora que P(N) es miltiplo
de po, p1, - - - Pn, €sto es, hemos encontrado un entero tal que N (NN + 1) + 1 tiene al
menos p + 1 divisores primos distintos, como querfamos ver.

Solucion sin el TCR. Recordando la factorizacion

1=+ + D2 -2+ 1),
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podemos generalizarla como sigue:
2 r1= ($2k +227 4 1)(x2k —22 1)

2k71 2k72

= (x2k71 +2277 ¢ D(x —x + 1)(:172k —x

2k71

+1).

Ademads, la diferencia entre los primeros dos factores es 2:52’671, con lo que es fécil
concluir que si x es entero, entonces los factores son primos relativos. Con esta obser-
vacién concluimos que podemos tomar x entero positivo mayor que 1 y un exponente k
lo suficientemente grande, de modo que 22 a2 41 tenga al menos n + 1 factores
primos relativos por parejas (los que se obtienen al ir factorizando), con lo que hemos
concluido, pues 22" 4+ 22" +1 = 22" ($2k + 1) + 1. Entonces, los factores obtenidos
seran ko, k1, . . ., ky, y, claramente, son mayores que 1 si x es mayor que 1.

La segunda solucién del Ejemplo 1, es evidentemente mds simple que la primera. Sin
embargo, requiere que se recuerde la factorizacién o que esta sea motivada de algin
modo, lo cual ya no parece ser tan sencillo. La primera solucién, una vez que se tiene en
mente que se quiere que m? + m + 1 tenga muchos divisores, resulta natural pensar en
el TCR, ya que este nos permite construir nimeros, basados en su congruencia médulo
ciertos enteros.

Ejemplo 2. Sea P(x) un polinomio con coeficientes enteros tal que existen enteros
positivos aq, as, . .., a, tales que para cada entero z, existe ¢ € {1,2,...,n} tal que
a; divide a P(z). Muestra que existe m € {1,2,...,n} tal que a,, divide a P(z) para
todo entero x.

Solucion. Supongamos, por contradiccién, que para cadai € {1,2,...,n} existe z;
tal que a; no divide a P(x;). Nos gustarfa construir « tal que P(z) no sea divisible por
ninguno de ai, aq, ..., an, lo que nos darfa la contradiccién buscada. Como P tiene
coeficientes enteros, sabemos que si d no divide a P(a) entonces d no divide a P(a +
kd) con k entero. Esto tltimo nos hace pensar que ya estamos cerca, pues si existe x tal
que x = x; (mod a;) parai = 1,2,...,n se llega a lo deseado. El dnico problema con
esto, es que no sabemos si los enteros aj, as, . . ., a, son primos relativos por parejas,
por lo que no podemos usar el TCR. Haremos ciertas modificaciones para poder usar
este teorema. Como a; no divide a P(z;), existe p; primo tal que si o; = vy, (a;),
entonces p;* no divide a P(z;). Consideremos entonces el sistema de congruencias
dado por z = x; (mod p;*) parai = 1,2,...,n. Si existen j, k tales que p; =
Pk, omitimos la congruencia que contiene el mayor exponente para tal primo, esto
es, si &; < oy, omitimos la congruencia x = xj, (mod pgk). En caso contrario,
omitimos la congruencia z = z; (mod p?j ). Continuamos este proceso hasta que
tengamos puras potencias de primos distintos en nuestro sistema de congruencias y,
por el TCR, garantizamos que existe solucién. Es ficil ver que esta = cumple que
ninguno de a1, as, . .., a, divide a P(z), pues paracada¢ = 1,2, ..., n, py no divide
a P(z), lo que es una contradiccion. Concluimos entonces que existe m tal que a,,
divide a P(z) para todo entero x, como querfamos.
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El ejemplo 2 muestra que hay ocasiones en las que no tenemos inmediatamente un
sistema de congruencias que cumpla las hipétesis del Teorema Chino del Residuo, pero
no hay que preocuparse. Usualmente con trucos que se adquieren con la practica, como
el de este ejemplo, podemos modificar las cosas para tener un sistema que cumpla tanto
las condiciones del TCR como lo que se quiera para el problema en cuestion.

Ejemplo 3. Sea N el conjunto de los enteros positivos. Sea f : N — N una funcién
que satisface las siguientes condiciones:

= Sim y n son primos relativos, entonces f(m) y f(n) son primos relativos.
= n < f(n) <n+ 2012 paratodon € N.

Muestra que para cualquier n € N y cualquier primo p, si p divide a f(n), entonces p
divide a n.

Solucién. Procederemos por contradiccién. Supongamos que existen n entero positivo
y p primo tal que p divide a f(n) pero p no divide a n. Sean p1, po, . . . , p2012 nNlmeros
primos distintos y mayores que 2012, n y p. Como 1 < p; < f(p;), se tiene que
existe ¢; primo tal que ¢; | f(p;) para cadai € {1,2,...,2012}. Notemos que si
i # j, entonces ¢; # ¢;, pues p; # p;. En particular, med(p;, p;) = 1, por lo que
med(f(pi), f(p;)) = 1y, en consecuencia, g; # ¢;, como queremos. Ahora, por el
TCR podemos garantizar que existe un entero positivo m que satisface las siguientes
condiciones:

m =0 (mod p), (1)
m+i=0 (mod ¢;) paracadai € {1,2,...,2012}, 2)
p; t mparacadai € {1,2,...,2012}, 3)
mcd(n,m) = 1. 4

Notemos que p # ¢; para cada ¢ € {1,2,...,2012}, ya que p; > n implica que
mcd(p;, n) = 1y, en consecuencia, med(f(p;), f(n)) = 1; en particular, p no divide a
f(p;) pues divide a f(n). Con esto garantizamos que el sistema de congruencias dado
por (1) y (2), tiene solucién. Luego, si algtin p; es igual a algitin ¢;, entonces p; no divide
a las soluciones del sistema de congruencias dado por (1) y (2), ya que si  es solucién,
entonces  +j = 0 (mod ¢;) y, como 0 < j < 2012y ¢; = p;, resulta que p; no puede
dividir a z. Concluimos que si podemos garantizar (1), (2) y (3) simultineamente,
pues si el primo p; no ha aparecido en (2), podemos pedir que m = 1 (mod p;). Sea
2 una solucién de (1), (2) y (3). Para ver la cuarta condicién, basta ver que para cada
primo ¢ que divida a n, como p no divide a n, g # p, y entonces si ¢ aparece en alguna
de las condiciones anteriores, ¢ no divide a z, y su g no ha aparecido, pediremos que
m = 1 (mod q), con lo que se existe m que satisface las cuatro condiciones deseadas.
Si f(m) = m+idiconi € {1,2,...,2012}, entonces ¢; | f(m). Por otro lado,
como mcd(p;, m) = 1, tenemos que med(f(p;), f(m)) = 1y como q; | f(pi), ¢
no divide a f(m), lo que es una contradiccién. Por lo tanto, f(m) = m y, ademds,
p | m y med(n,m) = 1, con lo que hemos acabado, pues se tiene que entonces
1 = med(f(m), f(n)) = med(m, f(n)), lo que es una contradiccién, ya que p | m
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y p | f(n). Concluimos que la suposicién de la existencia de n y p nos lleva a una
contradiccién, por lo que todo primo que divida a f(n) divide a n para todo entero
positivo n, como queriamos.

Acotar con TCR

En ciertas ocasiones nos presentamos con problemas en los que el TCR es ttil para
acotar. Un ejemplo de esto es que si sabemos que se tienen dos soluciones distintas de
cierto sistema de congruencias, entonces su diferencia puede ser muy grande, pues serd
multiplo del producto de los médulos considerados.

Ejemplo 4. (Olimpiada Nacional de Matemadticas por Internet, 2013) Para cualquier
conjunto finito X de enteros, definimos S(X') como la suma de todos los elementos de
X y P(X) como el producto de todos los elementos de X . Sean A y B dos conjuntos
finitos de enteros positivos tales que |A| = |B|, P(A) = P(B)y S(A) # S(B). Si
para cadan € AU By cualquier primo p divisor de n se tiene que p© divide a n pero
p>7 no divide a n, demuestra que

|S(A) — S(B)| > 5-107.

Solucion. De la condicién de que para cualquier primo p que dividean € AU B, la
mayor potencia de p que divide a n es 36, concluimos que todos los elementos de Ay B
son potencias 36-ésimas. Sean ¢ un primo y « un entero positivo tales que 36 | p(g%).
Sin € AU B, entoncesn = 1 (mod ¢®) o n = 0 mod ¢%), pues n = k36 para algtin
entero k. Notemos ademds que A y B tienen la misma cantidad de mdltiplos de g, pues
como P(A) = P(B), se tiene que vy(P(A)) = va(P(B)) y, como ve(P(A)) es 36
veces la cantidad de miltiplos de ¢ en A, y andlogamente para B, se sigue que tienen la
misma cantidad de multiplos de g. Como |A| = | B|, resulta que A y B tienen la misma
cantidad de nimeros que no son miltiplos de ¢, por lo que S(A4) = S(B) (mod q),
pues los nimeros en A y en B que no son multiplos de ¢ son congruentes con 1 médulo

q.
Por el TCR, tenemos que S(A) — S(B) debe ser multiplo de 23 - 3% -5-7-13-19 - 37
y, como S(A) # S(B), tenemos que |S(A) — S(B)| > 5 - 107, como querfamos.

Divide y conquistaras

El TCR también nos permite “dividir” el problema, pues si M = mims - - - m,,, donde
mecd(m;,m;) = 1 para cualesquiera 4, j distintos, y tenemos alguna condicién da-
da médulo M, podemos analizar cada congruencia por separado, es decir, analizando
médulo m; parat =1,2,...,n.

Ejemplo 5. Sea n un entero positivo impar. Encuentra el nimero de soluciones de la
congruenciaz? = 1 (mod n), esto es, cudntos elementos del conjunto {0, 1,...,n—1}
satisfacen dicha congruencia.
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Solucién. Consideremos la descomposicion canénica de n, n = pi" p5? - - - pp*. Por
el TCR tenemos que z2 = 1 (mod n) si y solo si 22 = 1 (mod p{'*) para i =
1,2,..., k. Ahora, z? = 1 (mod p{) siy solo si p divide a (z — 1)(x + 1). Como
p; es primo impar, solo puede dividir a uno de x — 1 o « + 1, de donde se tiene que
z =1 (mod pj") oz = —1 (mod pj*). Se tienen entonces dos posibilidades para
cadauno de p{"*, p5?,...,py", lo que nos da un total de 2" sistemas de congruenciasy,
por el TCR, sabemos que cada sistema tiene solucién. Como los sistemas difieren en al
menos una congruencia, estas soluciones seran distintas entre si. Entonces concluimos

que hay 2* soluciones de la congruencia 2% = 1 (mod n).

Ejemplo 6. Demuestra que para cada entero positivo n, existen enteros a y b tales que
4a? + 9b2 — 1 es miltiplo de n.

Solucién. Por el TCR, basta demostrar la existencia para potencias de primos. Para 2%,
consideremos a y b tales que @ = 0 (mod 2¥) y 3b = 1 (mod 2*), esto es, b es el
inverso multiplicativo de 3 médulo 2*. Finalmente, para p¥, con p primo impar, sean a
y b tales que 2a = 1 (mod p*), equivalentemente, a es el inverso multiplicativo de 2
médulo p* y b = 0 (mod p*). Los enteros a y b satisfacen la condicién del problema,
por lo que hemos terminado.

Problemas

1) Encuentra el residuo de dividir 20192°19*""* entre 100.

2) Sea P(x) un polinomio con coeficientes enteros y sean ¢, gz, - - ., gn primos dis-
tintos tales que para cada i existe un entero x; tal que ¢; divide a P(z;). Demuestra
que existe un entero x tal que q1¢2 - - - g, divide a P(x).

3) Sea {a1,as,...,a,} un conjunto de enteros positivos. Muestra que existe b entero
positivo tal que todos los elementos de {ba1, bas, . . ., ba, } son potencias perfectas.

4

~

(Olimpiada Internacional, 1989) Sea n un entero positivo. Demuestra que existen n
enteros positivos consecutivos tales que ninguno de ellos es potencia de un primo.

5

~

Demuestra que existe una sucesion creciente de enteros tal que para cualquier entero
no negativo k se tiene que la sucesién {a,, + k} contiene una cantidad finita de
ndmeros primos.

6

~

(México, 2017) Un conjunto de n enteros positivos se llama balanceado si para
cada entero k tal que 1 < k& < n, el promedio de cualesquiera k nimeros en el
conjunto es un entero. Encuentra la mayor suma posible de los elementos de un
conjunto balanceado tal que todos sus elementos son menores o iguales que 2017.

7

~

(Olimpiada Internacional, 2016) Un conjunto de nimeros enteros positivos se llama
fragante si contiene al menos dos elementos, y cada uno de sus elementos tiene
alguin factor primo en comin con al menos uno de los elementos restantes. Sea
P(n) = n?+n+1. Determina el menor niimero entero positivo b para el cual existe
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algiin entero no negativo a tal que el conjunto { P(a + 1), P(a+2),...,P(a+b)}
es fragante.

8) (Lista corta, Olimpiada Internacional, 2005) Sean a y b enteros positivos tales que
a™ + a divide a b™ + b para todo entero positivo n. Muestra que a = b.

9) (Taiwan, 2002) Sea O el origen en el plano. A un punto con coordenadas enteras
X en el plano le llamamos visible desde el origen si el segmento OX no contiene
ningun otro punto con coordenadas enteras ademds de O y X. Muestra que para
cualquier entero positivo n, existe un cuadrado de n? puntos con coordenadas ente-
ras (con lados paralelos a los ejes) tal que ninguno de los puntos con coordenadas
enteras dentro del cuadrado es visible desde el origen.

10) (Lista corta, Olimpiada Internacional, 2014) Sean a; < as < --- < a, enteros
primos relativos por parejas, tales que a; es primo y a; > n + 2. En el segmento
I =10,a1a9 - - ay] de la recta real, se marcan todos los enteros que son divisibles
por al menos uno de los enteros a;, ag, . . ., a,. Los puntos marcados dividen a I en
segmentos mds pequeflos. Demuestra que la suma de los cuadrados de las longitudes
de los segmentos formados es divisible por a;.
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