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Introduccion

Manejar las propiedades del incirculo es muy importante en la geometria de olimpiada.
Sin embargo, hay ocasiones en las que la configuracién del problema no presenta un
tridngulo y su incirculo, pero si construcciones cercanas que se pueden atacar con técni-
cas similares. Por ejemplo, los circulos mixtilineos (o mixtilineales) de un tridngulo
son circunferencias tales que son tangentes al circuncirculo y a dos lados del tridngulo.
(Coémo trabajar con esas configuraciones geométricas y qué relaciones tienen con las
técnicas para trabajar con incirculos? Esta es la pregunta que motiva este articulo. Las
propiedades y relaciones que surgen aqui no son inmediatas, y vale la pena aprender-
las. Asi, se tendrdn herramientas claras que sirvan de punto de partida para desarrollar
ideas originales, que serdn necesarias para resolver los problemas de olimpiada de este
tipo.

En este articulo se presentan varias construcciones que uno puede encontrar en dis-
tintos problemas de geometria, sobretodo en aquellos problemas en donde aparece el
incentro de un tridngulo y los distintos circulos curvilineos o mixtilineos del tridngulo.



2 O. M. Martin del Campo, J. C. Diaz Calderén

Se combinan algunos resultados conocidos en forma de lemas junto con ejemplos de
diversas olimpiadas. Al final se dejan algunos problemas para el lector.

Incentros y excentros

Angulos rectos en una cuerda del incirculo. El incirculo de AABC es tangente
alos lados BC, CAy ABen D, E y F, respectivamente. Sean M y N los puntos
medios de BC'y de AC, respectivamente. La recta B/ interseca a la recta EF en K,
donde I es el incentro de AABC. Demuestra que BK es perpendicular a CK y que
el punto K se encuentra en la recta M N.

Solucién. Comenzaremos por nombrar las medidas de los dngulos de AABC de
manera usual como /A = 2a, /B = 23,y ZC' = 2+, respectivamente. Por suma de
angulos internos, sabemos que 2« + 23 + 2y = 180°. Ahora, por ser I el incentro de

ANABC, tenemos que LZACI = % =~y /ZABI = % =p.

Por otro lado, nétese que LZCAB = LZFAF = 2ay AE = AF, ya que ambos son
segmentos tangentes al incirculo de A ABC desde A. Por tanto, AAFEF es is6sceles y
ZAFE = /AEF = B0=£BAF _ 180 -%a _ g4 4 Entonces, ZKFB = 180° —
LAFE =2a+6+vy LFBK = ZFBI = j3, por ser I incentro de AABC. Por suma
de dngulos internos en AFBK, tenemos /FKB = 180° — 2a+ 3 +7v) — (8) = 1.
Por otro lado, teniamos que ZAC'I = ~; por tanto, ZACI = ZFK B, con lo que se
concluye que I EK C es ciclico. Por esto mismo, /BKC = ZIKC = ZIEC = 90°,
ya que £ es un punto de tangencia del incirculo de AABC con AC. Entonces, BK L
CK.

Ahora, si prolongamos C' K mas alld de K hasta intersecar a AB en P, podemos notar
que /ZBKP = /BKC = 90°. Ademds, BK = BKy /PBK = ZCBK por ser
BK parte de la recta bisectriz de ZB. Por el criterio de congruencia de tridngulos ALA,
podemos decir ABK P = ABKC, en conclusién, K P = KC'. Por esto mismo y por
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el hecho de que M y N son puntos medios de CB y C A, respectivamente, tenemos
que g—]X = g—fg = % = % Por ultimo, el teorema de Tales nos garantiza que K, M

y N son colineales, o equivalentemente, que K estd sobre la recta M N. ]

El lema del incentro/excentro. Sea ABC' un tridngulo con incentro /. La recta A
interseca al circuncirculo del tridngulo AABC en L. Sea I4 la reflexién de I con
respecto a L. Demuestra que:

a) Los puntos I, B, C' e I4 se encuentran en una circunferencia de didmetro 174 y
centro L. En particular, LI = LB = LC = LI 4.

b) Las rectas BI4 y CI4 bisecan a los dngulos exteriores del AABC; esto es, [ 4 es
el excentro del AABC opuesto al vértice A.

Solucién. a) Sean /A = 20, /B = 28y Z/C = 2~. Al igual que en el problema
anterior tenemos que ZA + ZB + ZC = 180° implica que o + 5+~ = 90°. Primero,
demostraremos que LI = LB, por medio de la igualdad de angulos Z/IBL = Z/LIB,
lo que nos va a permitir establecer una relacién importante entre los dngulos y los
segmentos de la figura.

Por dngulos inscritos en el circuncirculo de AABC, ZCBL = ZCAL = /TAC = «
implica que ZIBL = ZIBC + ZCBL = § + «. Por otro lado, /BIL = 180° —
LAIB = /ZIBA+ /BAI = a+ (. Entonces, ZIBL = a+ = ZBIL, por lo que
ALBI esisosceles, con LI = LB, que es lo que querfamos.

De manera andloga, obtenemos que LI = LC. Entonces, se tiene la igualdad LB =
LI = LC, que implica que L es el centro de un circulo que pasa por B, I, C, el cual
nombramos como (BIC'). Si recordamos que L es el punto medio de 114, notamos
que IL = LIy, por lo que 1,4 también estd sobre (BIC) y la cuerda I1, es ademas
didmetro del mismo circulo.
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b) Para esta parte, queremos demostrar que /I, BC = %(180O —28) =90° -3
y que ZI4,CB = %(180O — 27) = 90° — v, ya que estos resultados implican que
BI,4y C1I4 son bisectrices externas de ZABC'y ZAC B, respectivamente. Al usar el
resultado de la parte a), sabemos que 114 es didmetro del circulo (BIC), por lo que
LIBIj = ZICT4 = 90°. Esto implica que £ZI4BC = LI,BI — ZIBC = 90° — .
De modo similar, obtenemos /BCT4 = 90° — . OJ

La configuracién del problema anterior aparece mucho en geometria de olimpiadas; jes
dtil tenerla en mente para reconocerla cuando vuelva a aparecer en un problema!

Ejemplo 2.1. Sea AABC un triangulo con circuncirculo wy, y sean I e I 4 su incen-
tro y excentro correspondiente a A, respectivamente. Sean N y M los puntos medios
de los arcos C/D@ y B?Z’ en wi, respectivamente. NI interseca de nuevo a w; en P,
y P’ es el punto en la recta NI tal que PI = PP’. Demuestraque NA, BC'y [4 P’

concurren.

Solucién. Si usamos el resultado del problema anterior, sabemos que C, I, B e I4
estdn sobre una circunferencia wo de centro M, por lo que IM = MI4. Ademas,
IP = PP’ por construccién. Ahora, por el teorema de Tales, tenemos que PM ||
P’I4,1o cual implica que ZIPM = /IP'I4.

Por otro lado, como N y M son puntos medios de los arcos CAB y EE’, tenemos
que M N es un didmetro de wy, por lo que ZIPM = ZNPM = 90°. Por lo tanto,
ZIP'T4 =90°,y como I, es didmetro de wo, entonces P’ también esté sobre dicha
circunferencia. Tenemos ahora las siguientes igualdades de dngulos:

/NAIp = /NAM = /NPM = /NP'I4 = 90°.

N

Ia

Por lo tanto, N AP'I 4 es un cuadrildtero ciclico; llamemos w3 a su circuncirculo. No-
temos lo siguiente:

m AN es el eje radical de wy y ws.
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= B(C esel eje radical de wy y wo.
» [4 P’ esel ejeradical de wo y ws.

Es un hecho conocido que dados tres circulos, sus tres ejes radicales por parejas con-
curren, con lo que concluimos el problema. (|

Nota para el lector: El punto P es de hecho el punto de tangencia del circuncirculo
de AABC con el circulo A—mixtilineo de AABC que vamos a definir més adelante.
Este punto tiene muchas propiedades interesantes, que también vamos a discutir mas
adelante.

Dualidad de ortocentros y excentros. Si 4, Ip e Ic son los excentros del tridngulo
AABC, entonces, el tridngulo AABC' es el tridngulo 6rtico (es decir, el tridngulo
formado por los pies de las alturas) del triangulo Al s I I¢ y el ortocentrode AT g1,
es .

Solucién. Primero, notemos que, de manera similar a como se demuestra que las tres
bisectrices internas de AABC concurren, también Bl (externa), CI, (externa) y
Al 4 (interna) concurren. Sabemos entonces que [ estd sobre la recta A4, ya que ésta
es bisectriz interna de ZA.

De acuerdo con el lema del incentro/excentro anterior, tenemos que I, B, I 4 y C estan
sobre una misma circunferencia €2 cuyo centro es el punto medio de /74. Ademds,
tenemos que /14 es didmetro de 2 y, por dngulos inscritos en esta circunferencia,
podemos ver que LIBI4 = ZIgBI4 = 90°. Por lo tanto, B es el pie de altura en
NI IgIc desde el vértice Ig.

De manera similar vemos que A y que C son pies de altura en Al4Ipl- desde los
vértices I 4 e I, respectivamente. Entonces, la interseccion de Al4, BIp 'y Clc es el
ortocentro de Al 4Iplc. Si recordamos que estas tres rectas son bisectrices internas,
sabemos que I es su interseccion. Por lo tanto, [ es el ortocentro de AT, Iplc. O
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Puntos de tangencia de incirculos y excirculos

Punto medio de las alturas. Sea ABC un tridngulo con incentro I y con excentro
14, opuesto al vértice A. Ademads, sean D y X los puntos de tangencia asociados al
incentro y al excentro correspondiente con el lado BC, respectivamente. Demuestra
que las rectas D14 y X I concurren en el punto medio de la altura desde A.

Solucién. Primero, consideremos la altura AK en AABC desde el vértice A, con K
sobre el lado BC'. Sea M el punto medio de AK . Nuestra demostracién va a consistir
en dos partes:

1) Trazamos AX y AD. Sean E y Y, respectivamente, los puntos en que las rectas

anteriores intersecan al incirculo y al excirculo, respectivamente, de AABC'. Por
homotecia entre el incirculo y el excirculo de AABC' desde el punto A, notemos
que (I,1,),(D,Y),y (E, X) son parejas de puntos correspondientes. Eso implica
que si nos enfocamos en el segmento BC', que es perpendiculara I D, y en la recta
r, que es perpendicular a 11,4, estos van a ser paralelos. Ademds, /4 X | CB, por
tangencia del excirculo con BC'; por lo que 14X es perpendicular a r, de donde
I X esparalelaa I4Y, lo cual implica que X, /4 y Y son colineales. De manera
similar, D, I y E son colineales.
Notemos la semejanza entre los tridngulos rectdngulos AX AK ~ AXED, la cual
es cierta debido a que X A||XE, XK| XDy BC L DEFE implican que DE||AK;
por otro lado, por construccion, I‘?[—% = 1. Ademds, I es incentro de AABC, por
lo tanto ID = IE, lo cual implica que % = 1. Podemos notar entonces que M e
1 son puntos correspondientes en la semejanza AX AK ~ AXFED,lacual es ala
vez una homotecia desde X, por lo que X, I y M son colineales.
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2) Con las construcciones y las propiedades anteriores y al usar que AK | CB L
XY implica AK || XY, podemos mostrar andlogamente que ADAK ~ ADY X
y que esta semejanza también puede interpretarse como una homotecia desde D.
Ademas, M es punto medio de AK mientras que I 4 es punto medio de XY, lo que
implica, por la homotecia desde D, que M e I4 son correspondientes. Por lo tanto,
D, M, I, son colineales.

Hemos demostrado que D, I 4 y M son colineales y que X, I y M son colineales. Con
esto concluimos nuestra demostracion. (]

Punto de concurrencia en el incirculo. Sea AABC un tridngulo con incentro I y
sean D, 'y F los puntos en los que el incirculo de AABC es tangente a los lados
BC,CAy AB, respectivamente. Si M es el punto medio del lado BC, demuestra que
las rectas EF, AM y DI concurren.

Solucién. Primero, notemos que esta concurrencia es equivalente a decir que si X es
el punto de interseccién de F'E con DI, entonces AX es la mediana de AABC' desde
A. Un punto principal para resolver este problema, es observar que el punto M solo
es una distraccién, pues no tiene muchas relaciones directas con la figura. Podemos
olvidarnos de M si trazamos una linea paralela a BC' por X . Esta recta interseca a AB
ya AC en B’y C', respectivamente. Ademds, queremos que X sea el punto medio de
B’C’, ya que la homotecia entre AABC'y AAB’C’ desde A conservaria las razones.
Por tangencia, sabemos que DX | BC'y DX | B'C’,lo que implica que ZIX B’ =
90° = ZIXC'. Por otro lado, ZIFB’' = 90° = ZIEC’, por la misma tangencia del
incirculo. Por lo tanto, I X B'F' 'y IX EC’ son cuadrilteros ciclicos.

Ahora, al mover algunos dngulos, podemos notar que:

180° — LA =/AB'C'+ ZAC'B' = /XIF + /XIE = /FIE

1
=/B'IE+ /FIB' = /B'IE+ /EIC' = /B'IC". )

Donde para las dltimas igualdades basta usar las identidades de los dngulos opuestos
por el vértice, en efecto /FIB' = /FXB' = /ZEXC' = ZFEIC’. Esto implica que
AB’IC’ es un cuadrilétero ciclico.

Por otro lado, AT es bisectriz del dngulo /B’ AC" y el circulo en el que estd inscrito
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AB’IC’ es también el circuncirculo de AAB’C’. La interseccién de estas dos curvas,
es decir I, tiene que ser punto medio del arco B’C". Por lo tanto, B’ = C'I. Ahora,

dado que IX es altura desde I, tenemos que B’X = X C’. Concluimos que X es el
punto medio de B'C". O

Incirculos mixtilineos

Circulos inscritos en segmentos. Sea AB una cuerda de una circunferencia 2. Sea
w una circunferencia tangente a la cuerda AB en K y tangente internamente a ) en

T. Demuestra que el segmento T'K pasa por el punto medio M del arco AB que no
contiene a T'. M4s atin, demuestra que M A% = M B? es la potencia del punto M con
respecto a w.

Con la notacién del hecho anterior, sea C' otro punto en el arco AB que contiene a T’
y sea D un punto en AB tal que C'D es tangente a w en L. La circunferencia w se
conoce como el incirculo curvilineo del AABC. Cuando D varia a lo largo de AB,
se obtienen miiltiples incirculos curvilineos. La circunferencia que se obtiene cuando
A = D se conoce como la circunferencia A-mixtilineal.

Solucién. Los centros de w y €2 son colineales con 7', ya que existe una tangente
comun entre los dos circulos, por lo que existe una homotecia desde 7" que manda w a
Q. Llamemos A’, B’ a los puntos que son mandados por la homotecia anterior hacia A
y B, repectivamente. Por homotecia, podemos decir que g—é{ = %, lo cual implica
que A’ B’||AB. Por angulos inscritos, vemos que ZA'TK = /A'B’'K. Ademas, por
angulos alternos internos entre paralelas, /A’B'K = /B’ K B, y por dngulos semins-

critos, /B'KB = /KTB’. En resumen, ZA'TK = /KTB’, lo cual implica que

KT es bisectriz de ZAT B. Asi, T K pasa por el punto medio M del arco AB que no
contiene a 7.

M

Si usamos el resultado anterior, /ZMTB = /MTA = /ZMBA. Por otro lado, te-
nemos que /BM K = /T M B. Ahora, por el criterio de semejanza AA, ANTM B ~
ABM K. Asi, por razones de semejanza % = %, lo cual implica q/lEMK~MT =
M B2. Lo anterior es igual a M A? por ser M punto medio del arco AB. Por tltimo,

sabemos que el valor M K - MT es la potencia de M hacia w. 0
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Ejemplo 4.1. Sea w un circulo y BC' una cuerda de w. Sean I un punto sobre el arco
BC y D un punto en el segmento BC'. La recta DI interseca por segunda vez a w en
A. Sea 7 el circulo que es tangente a BC' en D y que pasa por A. Demuestra que 7y es
tangente a w si y solo si AT es bisectriz interna del tridngulo AABC.

Solucién. Notamos primero que la implicaciéon = se demostré anteriormente. Para
demostrar el reciproco, supongamos que Al es bisectriz interna de ZBAC. Esto im-
plica que I es punto medio del arco EE’, por lo que IB = IC. Ademas, si O es el
centro de w, tenemos O 1 BC'. Ahora, definimos al punto P como la interseccion de
AO y de la perpendicular a BC que pasa por D.

Por construccién, PD 1 BC, lo cual implica que PD || OI. De esta manera, como
AP || AO, AD || AI, PD || OI, podemos concluir que AAPD ~ AAOI. Por
razén de semejanza, % = ﬁ—g. Como O es centro de w, sabemos que OI = AO 'y,
en consecuencia, PD = AP. Por lo tanto, un circulo « con centro en P y radio AP
seria tangente a BC' (por ser PD 1 BC) en D como tangente a w (por ser O, P, A

colineales) en A. O

Cuerdas del incirculo curvilineo. Sea AABC un tridngulo y sea D un punto en el
segmento AB. Una circunferencia w es tangente a C'D en L, a AB en K y también
es tangente al circuncirculo de AABC en T. Demuestra que el incentro de AABC se
encuentra en la recta LK.

Solucién. Sea I la intersecciéon de LK con C'M. Si recordamos el resultado del pro-
blema anterior, M es punto medio del arco @, entonces C' M es bisectriz de ZACB.
Ademas, la homotecia de w hacia () desde T" manda al arco ﬁ hacia el arco m,
por lo que los dngulos inscritos correspondientes tienen medidas iguales; en particu-
lar, ZMCT = ZK LT, lo cual implica que ZICT = ZILT, estoes, C, L, I, T son
conciclicos. Nombremos o« = /A MTI,8 = /ZITL,yv= ZLTC.Como CLIT es cicli-
co,tenemos ZITL = ZICL = 8y ZCTL = ZCIL = vy,dedonde ZDLK = 3+.
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Ademds, Z/DLK esseminscritoenwy /DLK = ZLTK = ZLTI+/ZITK = +a.
Por lo anterior, tenemos /DLK = +vy=a+ = a="1.

Entonces, v = LCTL = ZCIL = ZMIK = a, lo tltimo por dngulos opuestos
y porque « = ZMTI. Por tanto, /ZMIK = Z/MTIy ZIMK = ZTMI. Por el
criterio de semejanza AA, vemos que AMKI ~ AMIT. Asi, por razén de seme-
janza, tenemos que MI? = MK - MT. Por el problema anterior recordemos que
MA2 = MB?2 = MK - MT. Por lo tanto, MA = M B = M. Para concluir, de la
seccion de incentros y excentros sabemos que lo anterior implica que I es el incentro
de AABC. I estd por construccion sobre LK, por lo que concluimos. 0

Ejemplo 4.2. Sean AABC un tridangulo inscrito en el circulo w y 7y un circulo tan-
gente al arco BC,a ABya AC en P, Q y R, respectivamente. Sean A’ el punto medio

del arco BC que contiene a A e I, el incentro de AABC'. Demuestra que P, [ 'y A’
son colineales.

Solucién. Primero notamos que, por construccién, P A es simediana de AQ PR des-
de P (yaque 7y es circuncirculode AQPR,y ARy AQ son dos tangentes a 7). Por otro
lado, sabemos que I es punto medio de R() (un caso particular del problema anterior),
por lo que PI es mediana de AQPR desde Py, por tanto, PA y PI son isogonales
con respecto a ZQPR. Es decir, ZRPA = ZIPQ.
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Prolongamos PQ y PR hasta que vuelvan a intersecar aw en Q" y R’. Ya sabemos que
dichos puntos bisecan a los arcos AB y AC' en w, respectivamente. Ademds, por dngu-

los en w, tenemosque@ = % = %Q‘MB — ATB = AB- C/ﬁ? = //l’AQ\’. En resu-
men, R'A = X’a’. Entonces, por dngulos inscritos, tenemos que ZR'PA = LA’ PQ'.
Si recordamos que /RPA = /R'PA = /ZIPQ = /IPQ’, tenemos LA'PQ" =

ZIPQ’, lo cual implica que A’, I, P son colineales. O

Incirculos mixtilineos. Sea AABC un tridngulo y sean K, L y T los puntos en los
que su circunferencia A-mixtilineal es tangente a AB, a AC' y al circuncirculo del
AABC, respectivamente. Llamemos D y F a los puntos de tangencia del incirculo y
del excirculo opuesto a A en BC, respectivamente. Demuestra que:

1) El punto medio I de K L es el incentro de AABC..

2) Las rectas TK y T'L pasan por los puntos medios de los arcos AB y AC que no
contienena 7.

3) Larecta T'I pasa por el punto medio del arco BC que contiene a A.

4) Los cuadrilateros BKIT y C'LIT son ciclicos.

5) Los angulos { BAT y £C'AFE son iguales.

6) Los angulos K BT Ay £CT'D son iguales.

Solucién. Recordemos del lema de cuerdas del incirculo curvilineo que I esté sobre

KL, ya que esta construccion es el caso particular de dicho lema en el que A = D.
Llamemos w a dicha circunferencia A-mixtilineal y €2 al circuncirculo de AABC.

1) Tenemos que Al es bisectriz de /K AL. Ademas, AL = AK por ser tangentes
desde un mismo punto, hacia w. Entonces, I es el pie de la bisectriz en un tridngulo
iséceles, por lo que es punto medio de LK.
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2) Esto es un corolario del primer problema de esta seccion; w es tangente a AB en K

yaQen T, porlo tanto T K pasa por el punto medio del arco AB que no contiene
aT. El resto es andlogo.

3) Esto es por el Ejemplo 4.2.

4) Tenemos, gracias a la homotecia desde T, que LK ||[NM, por lo que ZIKT =
/LKT = ZNMT.Por dngulos inscritos en €, tenemos que ZNMT = ZNBT =
ZIBT. Asi, ZIKT = ZIBT, por lo que BKIT es ciclico. La prueba de que
CLIT es ciclico es andloga.

5) Primero, tomamos como hecho el problema 7 de la dltima seccién de este articulo
(EGMO 2013, 5). Entonces, si trazamos la tangente a w por () que es paralela a
BC, sucede que ZCAQ = £LBAT. Por otro lado, por homotecia entre el incirculo
de AABC, wy el excirculo de AABC, los puntos correspondientes sobre dichos
circulos son colineales junto con A. En particular, A, Q y F son colineales, por lo
que LBAT = LCAE = ZCAQ.

6) Al usar el resultado de arriba, tenemos /BAT = ZCAE. Entonces, si AF inter-
seca al arco BC' en G, obtenemos que T'GBC' es un trapecio isdsceles. Por otro
lado, sabemos que BE = DC ya que D es el punto de tangencia del incircu-
lo y E es punto de tangencia del excirculo. Por dicha simetria en TGBC'y los
segmentos BE = DC, tenemos que la interseccion de 7D y GFE con el cir-
cuncirculo de AABC (A 'y A’, respectivamente) son simétricas con respecto a la

mediatriz de BC. En otras palabras, AA’BC' es un trapecio isiceles, por lo que
/BTA=/CTA = £ZCTD.

O

Ejemplo 4.3. Sea AABC un tridngulo escaleno inscrito en el circulo Q. El incirculo
de AABC toca al lado BC en D. La bisectriz de ZA intersecaa BC'yaQen Ey F,
respectivamente. El circuncirculo de A DFEF interseca al excirculo correspondiente a
A, Q4,enS1y SoyaQenT # F. Demuestra que el segmento AT pasa por uno de
los dos puntos S1, Ss.
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Solucion.  Sin pérdida de generalidad, supongamos que AB < AC. Sean K el punto
de contacto de 24 con BC'y L la interseccion de T'D con 2. Tenemos las igualdades:

/FTL=/FTD =180° - ZFED = 180° — ZAEC
=/FAC+ LECA =/BAE + /BCA = ZACF

Asi, ZFTL = LACF, es decir, L es el reflejo de A con respecto a la mediatriz de
BC. Si reflejamos los puntos colineales 7', D, L con respecto a la misma mediatriz,
obtenemos los puntos 77, K, A. Esto implica que /BAT = LCAT' = /CAK.

Ahora, llamemos S a la reflexiéon de K con respecto a Al. Ya que Al es la bisectriz
de LAy Q4 es simétrico con respecto a dicha linea, S esta sobre {2,4. Ademads, te-
nemos /BAT = LZCAK = ZBAS , entonces A, S, T son colineales. Notemos, sin
embargo, que D y K son isotomicos en BC' (es decir, BD = C'K) y que F' es punto
medio del arco menor /B?' . Por lo tanto, FF'D = F' K. Entonces, S, por ser reflexion de
K con respecto al eje radical de los circuncirculos de AFED y AFEK (que tienen
el mismo radio), estd sobre el circuncirculo de ADFEF también. Por lo tanto, S es la
interseccion que se desea. (|

Nota: La conclusion de los primeros dos parrafos (/BAT = ZC AK) se puede hacer
tan solo de notar que como 7 es la interseccion del circuncirculo de ADEF con §2,
también es el punto de tangencia del circulo mixtilineal con respecto a A.

Ejemplo4.4. Sea AABC un tridngulo, w su circulo A-mixtilineal, {2 su circuncircu-
lo e 14 su excentro con respecto a A. Sea H el pie de altura desde A hacia BC, F el
punto medio del arco BAC. Sean M y N los puntos medios de BC'y AH, respecti-
vamente, y sea P la interseccion de AF con M N. Sea S el punto no en 2 tal que el
circuncirculo de ABSC' es tangente a w. Demuestra que 14, S'y P son colineales.

Solucién. Sea I el incentro de AABC'y sea ) el punto donde dicho incirculo toca
a BC. Si usamos el lema punto medio de las alturas de la seccion 3, tenemos que I N
interseca a BC en J, el punto de tangencia entre BC'y el excirculo € con respecto a A.
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Entonces I4J | BC implicaque I4J || AH || AN. Al usar estas paralelas, vemos la
NH

semejanza AITNA ~ AIJI, y obtenemos % = % =70

Ia

Notese que arriba usamos que /@) L. BC. Por otro lado, por ser E punto medio del

arco EZE’, tenemos que B = EC, lo cual implica que EM 1 BC, de donde
EM || AN. Al usar la semejanza AAPN ~ AEPN, obtenemos 25 = ZM — BH.
Sea V el punto de tangencia de w y 2. Por el ejemplo 4.2 sabemos que V', I y E son
colineales. Digamos que la recta que pasa por dichos puntos interseca a BC en D.
Entonces, puesto que IQ || EM L BC'y por la semejanza ADIQ ~ ADEM, ob-
tenemos que % = % Asi, al multiplicar las expresiones de arriba, obtenemos que
% . % . % = J}[—g . % . % = 1. Luego, por el teorema de Menelao, P, D, e I4
son colineales. Ahora, se demostrard un resultado previo.

Lema. Los puntos A, I 4,V y S son conciclicos.

Demostracion. Consideremos la transformacioén p, que es la composicién de una inver-
sién con centro A y radio vV AB - AC'y de una reflexion con respecto a AI. Sabemos
que A, I4,V,y .S son conciclicos solo si los inversos de 14, V, y S son colineales, lo
cual sucede si y solo si p(I4), (V) y p(S) son colineales.

Ahora, notemos que p(B) = C'y que p(C) = B. Ya que 2 pasa por el centro de
inversion, por By por C, p(2) es larecta BC. Ademds, tenemos que, por la parte 4 de
incirculos mixtilineos, /BAJ = ZC AV, donde J era el punto de contacto entre BC
y el A—excirculo €. A esto sumamos que, por dngulos inscritos, ZAVC = ZABF, lo

que implica que AAVC = AABF. Por tanto,

AV AB

_ . f— . 2 =
i AJ:>AV AJ = (VAB-AC)* = p(V)=J.
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Ahora, como w no pasa por A, entonces p(w) es un circulo. Dado que w es tangente
alas rectas AB y AC (las cuales se preservan con g), y pasando por V, tenemos que
p(w) es tangente a AB y a AC' y que pasa por J. Por lo tanto, p(w) = €. Como S
se encuentra sobre w, entonces e(.S) se encuentra sobre €. Por otro lado, tenemos por
angulos en 2 que AAIB ~ AACIy4, lo cual implica que Al - AI4 = AB - AC
de donde p(74) = I. Por lo tanto, lo que buscamos demostrar es que p(14) = I,
p(V) = Jy p(S) son colineales.

Para esto, tracemos la tangente a € por p(S), hasta intersecar a BC (i.e. la tangente a
e por J) en K. Lo que queremos probar se reduce a que I estd sobre la polar de K, lo
cual ocurre si y solo si K estd sobre la polar de I. Ahora, definimos a ¥/ como el circulo
que pasa por I, B, I 4, C. Denotemos con Q¢ y con (Qp a las intersecciones de ) y ¢;
y con Pc y con Pp alas intersecciones de 9 y e.

Sea 7 el circuncirculo de ABSC'. Al usar ejes radicales es posible obtener las siguien-
tes concurrencias:

m Q. ¢, 0(y) — los tres ejes radicales QcQ@p, p(S)K y BC (misma recta que
FK) concurren, en K.

= 9, ¢, — los tres ejes radicales Pc Pp, QcQp y BC concurren.

Al combinar lo anterior obtenemos que Po Pp, QcQ B, 9(S)K y BC concurren en un
mismo punto, K. Notemos que ¥ es un circulo de didmetro 14,y que 4 Pc = 14 Pp,
entonces PcPp L Il4. Sillamamos Y a la interseccidon de dichas perpendiculares,
entonces sabemos que Al oY Po ~ A4 Pol = IAPC% =1,Y 141 = Y eselinver-
so de I en una inversioén con respecto a €. Como LKY Iy = ZPgY 14 = 90° = K
estd sobre la polar de I, con lo que se demuestra el lema. ]



16 O. M. Martin del Campo, J. C. Diaz Calderén

Sabemos que los tres ejes radicales de cada pareja de w, 2 y v concurren. El eje radical
de 2 y w es la tangente a w por V; el eje radical de v y w es la tangente a w por S
y el eje radical de v y w es BC, por lo que existe un punto X sobre las tres rectas
mencionadas, lo cual directamente implica que XS = XV.

A E

Mais atin, sabemos que XD = XV yaque ZXVD = /ZXVE = % = 7VBJQFBE =

VBIEC — /BDV = £XDV. En otras palabras, X es el circuncentro de ASDV.
Llamemos ZDSV = a. Veamos, por angulos en una circunferencia, que 2ae = ZDXV
implica que /X DV = 90° — a. Por lo anterior, si E’ es el punto medio del arco
BC que no contiene a A, notamos que /X DV = % = 90° — VZE' = 90° —
ZV EFE’, lo cual implica que ZVEE' = «. Sabemos que A, E’, I 4 son colineales,

ya que Al es bisectriz de ZBAC, y que E’ es punto medio del arco BC' opues-
to a A. Ademds, AIoV'S es ciclico; por lo tanto, LZVAI, = ZVSIy. Asi, a =
LVEE'" = VAE = /VAI4 = £V SI4. Por definicién, tenemos ZVSD = q,
entonces ZVSD = AV 514, es decir, S, D, e I4 son colineales. Al combinar lo ante-
rior con que P, D, I 4 son colineales, concluimos la prueba. 0

Problemas olimpicos

1) (USAMO 1988, Problema 4) Se tiene un tridngulo AABC' con incentro . Prueba
que los circuncentros de AIAB, AIBC'y AT AC se encuentran sobre un circulo
cuyo centro es el circuncentro de AABC.

2) El tridngulo A ABC estd inscrito en un circulo I'. Sea I' 4 el circulo tangente a T,
AB,y AC (es decir, el circulo A-mixtilineal). Sea A’ la interseccionde I' y T" 4. De
manera similar se definen B’ y C’. Demuestra que AA’, BB’, y CC" concurren.
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3) Sea (2 el circuncirculo de u tridngulo AABC, y sean P, ) y R los puntos de tan-
gencia de B?Z’, AC'y AB con el circulo A-mixtilineal, respectivamente. Sean Q' y
R’ los segundos puntos de intersecciéon de PQ y PR con {2, respectivamente. Sea
K el punto de interseccion de los circuncirculos de AAQ'Q y A AR’ R. Demuestra
que AQ'K R’ es un paralelogramo.

4) (EGMO 2018, Problema 5) Sea I" 1a circunferencia que pasa por los vértices de un
triangulo AABC. Una circunferencia (2 es tangente al segmento AB y tangente a
I" en un punto situado al mismo lado de la recta AB que C. La bisectriz del angulo
/BC A interseca a €2 en dos puntos distintos, P y (). Demuestra que ZAPB =
ZQBC.

5) (Olimpiada de Jap6n, 2009) El tridngulo AABC estd inscrito en I'. Se traza un
circulo con centro O, tangente a BC' en P, y tangente internamente al arco BC' de

I que no contiene a A en el punto ). Demuestra que si ZBAO = ZC AO, entonces
ZPAO = ZQAO.

6) (APMO 2006) Sean A, B dos puntos distintos sobre una circunferencia O y sea P
el punto medio del segmento AB. Sea O el circulo tangente a AB en Py también
tangente al circulo O. Sea [ la linea tangente, distinta a AB, a O que pasa por A.
Sea C la interseccién de [ y O, tal que C' # A. Sea () el punto medio del segmento
BC'y Os el circulo tangente a BC en () y tangente al segmento AC. Prueba que el
circulo O es tangente al circulo O.

7) (EGMO 2013, Problema 5) Sea 2 el circuncirculo de AABC. El circulo w es tan-
gente a los lados del tridngulo, y es tangente internamente a {2 en P. Una linea

paralela a AB que pasa por el interior del tridngulo AABC es tangente a w en Q.
Prueba que ZACP = ZQCB.
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