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En muchas multiplicaciones algebraicas es de mucha utilidad conocer los famosos
«productos notables ». Productos notables es el nombre que reciben multiplicaciones
con expresiones algebraicas que cumplen ciertas reglas fijas, cuyo resultado se puede
escribir mediante simple inspeccién, sin verificar la multiplicacién.

Este escrito desarrolla solo tres productos notables cldsicos: binomio al cuadrado, di-
ferencia de cuadrados y binomio al cubo (con sus variantes).

Binomio al Cuadrado

(a+b)* = a®+2ab+ b

Ejemplo 1. Sea n un entero positivo tal que 2n + 1 es un cuadrado. Demostrar que
n + 1 es suma de dos cuadrados.

Solucién. Supongamos que 2n + 1 = k? para algiin entero positivo k. Si k es par,
entonces k2 también es par y, por lo tanto, 1 = k? — 2n es par, lo cual es un absurdo.
Luego, k es impar, digamos k = 2m + 1 para algtn entero m. Usando la identidad del
binomio al cuadrado, obtenemos que 2n + 1 = (2m +1)? = 4m? + 4m + 1, de donde
n = 2m? + 2m. Finalmente, usando una vez mds la identidad del binomio al cuadrado,
obtenemos que

n+1=2m?>+2m+1=m?+(m?*+2m+1) =m? + (m + 1),

esto es, n + 1 es suma de dos cuadrados.
O

A partir de la identidad del binomio al cuadrado podemos generar dos variantes, llama-
das «identidades de Legendre».
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(a+b)%+ (a—b)? =2(a® +b?)

(a+b)? — (a — b)? = 4ab

Diferencia de Cuadrados

a’?—b* = (a+b)(a—b)

Ejemplo 2. Determinar el mayor niimero primo de dos digitos que divide a 332 — 232,

Solucion. Aplicando diferencia de cuadrados, tenemos que

332 _ 232 _ (316 4 216)(316 _ 216) _ (316 4 216)(38 4 28)(38 _ 28)
= (30 +2'0)(3% +2°)(3* + 2)(3* — 2%)
= (31 4+219)(3% +2%)(3" + 2%)(3% + 2%)(3* - 2%).

Ademis, 32 — 22 = 5,32+ 22 =13y 3* + 2% = 81 4+ 16 = 97. Como 98 y 99 no son
primos pero 97 si es primo, la respuesta es 97. O

)

Solucion. Claramente ambos nimeros x, y son diferentes de cero. Tenemos que 6xy =
V3(x? + y?). Dividiendo ambos lados por 27 obtenemos la relacién 6 = v/3(Z + ¥).

Yy x

Simplificando obtenemos que % + 2 = 21/3. Hagamos a = % y b = Z. Queremos

Ty  _ /3

Ejemplo 3. Si se sabe que 5775 = *5°, calcular el valor de (%)4 + (

8 e

determinar el valor de a* + b*.
Tenemos que (a + b)* = (2v/3)* = 24(v/3)* = 16 - 9 = 144. Por otra parte, usando
dos veces la identidad del binomio al cuadrado tenemos que
(a+b)* = (a+b)*(a+b)? = (a* + 2ab + b*)(a® + 2ab + b?)
= a* + 4a®b + 6a%b% + 4ab® + b*.
Como ab = 1, tenemos que 6a%b* = 6(ab)? = 6, de modo que

144 = a* + b* + 4ab(a® + b*) + 6 = a* +b* + 4(a® + V) + 6.

Por lo tanto, a* + b* = 138 — 4(a? + b?); asi que basta determinar el valor de a? + b2
Nuevamente, por la identidad del binomio al cuadrado, tenemos que a® + v = (a +
b)? — 2ab. Como a + b = 21/3 y ab = 1, obtenemos que a® + b* = (21/3)% — 2(1) =
12 —2 = 10. Finalmente, obtenemos que a* +b* = 138 —4(10) = 138—40 = 98. O

Binomio al Cubo

(a +b)® = a3 + 3a2b + 3ab?® + b
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Teniendo en cuenta esta identidad, vamos a encontrar dos variantes. En efecto, como
(a+b)® = a® + 3a®b + 3ab® + b°,

entonces (a + b)° = a® + b® + 3ab(a + b). Luego,

a® +b° = (a+b)* — 3ab(a +b) = (a +b) [(a + b)* — 3ab] = (a + b)(a® — ab+ b?),

obteniendo la identidad llamada «Suma de Cubos»:

a® +b% = (a+b)(a® — ab+ b?)

Anélogamente, tenemos la siguiente identidad llamada «Diferencia de Cubos»:

a® —b® = (a—b)(a® + ab+ b?)

Ejemplo 4. Determinar todas las parejas de enteros (a, b) tales que ab > 0y
a® +b® + 99ab = 33°.

Solucion. Sea ¢ = a + b. Usando la férmula del binomio al cubo, obtenemos que
3= (a+0b)®=a®+ b3+ 3ab(a + b). Luego,

& —33% = a® + b3 + 3ab(a + b) — (a® + b® 4 99ab) = 3abc — 99ab,
estoes, (¢ — 33)(c? + 33¢ + 332) = 3ab(c — 33), de donde
(c —33)(c® + 33c+ 332 — 3ab) = 0.

Por lo tanto, ¢ = 33 0 (a + b)* + 33(a + b) + 33> — 3ab = 0. Las soluciones de
a + b = 33 que satisfacen ab > 0 son (a,b) = (0, 33), (1,32), (2,31),...,(33,0).

Por otra parte, la igualdad (a + b)? + 33(a + b) + 332 — 3ab = 0 es equivalente a la
igualdad (a — b)? + (a + 33)% + (b + 33)? = 0. De aqui obtenemos que a — b = 0,

a+ 33 =0yb+ 33 = 0. Luego, la tinica solucién en este caso es a = b = —33.
Por lo tanto, las soluciones (a,b) buscadas son (—33, —33) y las parejas de la forma
(k,33—k)conk =0,1,...,33. |

Ejemplo 5. (American Regions Mathematics League, 2003) Encontrar el mayor divi-
sor de 1001001001 gue no exceda a 10000.

Solucion. Sea E = 1001001001. Notemos que E = 1001 - 105+ 1001 = 1001(10¢ +
1). Sabemos que 1001 = 103 + 1. Usando la identidad de suma de cubos, tenemos que

10 +1% = (10 4+ 1)(102 =104+ 1) = 11-91 = 7- 11 - 13.

Ademds, 106 +1 = (102)3 + 1, luego, usando nuevamente la identidad de suma de
cubos, tenemos que

105 + 1 = (10%)3 + 1 = (10* + 1)(10* — 10> 4+ 1) = 101 - 9901.

Asi, la descomposicion de E en factores primos es £ = 7 - 11 - 13 - 101 - 9901. No es
dificil verificar que cualquier divisor positivo del nimero 7 - 11 - 13 - 101 es menor que
9901 o es mayor que 10000. Por lo tanto, el mayor divisor de E que no excede a 10000
es 9901. O
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Aplicaciones en Competencias de Matematicas

1
2007 4 1o

Problema 1. Si 23 = 1, pero x # 1, calcular el valor de x

Solucién. Notemos que 2017 = 3-672+1, por lo tanto 22917 = (23)672.2 = 1672.5 =
x. Asf, solo necesitamos calcular z+ 2. Notemos que 0 = z3—1 = (z—1)(2*+a+1);
luego, como = — 1 # 0, entonces 2 + x + 1 = 0. Dividiendo entre 2 ambos miembros

de la dltima igualdad, obtenemos que 0 = ﬁ% =x+ % + 1, de donde concluimos
que x + % = —1. Por lo tanto, la respuesta es —1. O

Problema 2. (Conamat 2005) Sean z, y, z, w niimeros reales tales que x+y+z+w >

12+y2+z2+w2+1
Oy R < 1. Calcular el valor de x + y + z + w.

Solucion. Como z +y + z +w > 0, entonces multiplicando por x + y + z 4+ w ambos
miembros de la segunda desigualdad, obtenemos que
P4+ 2wt i< eyt 2+ w. D

Usando la identidad del binomio al cuadrado podemos completar cuadrados, luego, la
desigualdad (1) es equivalente a:

(-2) 4 lg) + (g e (g) <0 o

Como las cuatro variables son nimeros reales, entonces el miembro izquierdo de la
desigualdad (2) es no negativo, asi, la tinica posibilidad de que la desigualdad (2) sea
verdaderaesquer =y =2 = w = % Por lo tanto, tenemos que z+y+z+w = 2. 0O

Problema 3. Sean a, by c niimeros reales, distintos entre si, tales que a = (a —

b2 +bla+1),b=(b—c)?>+c(b+1)yc=(c—a)?+a(c+1). Demostrar que

E= % =5

Solucién. Notemos que la igualdad a = (a — b)? + b(a + 1) es equivalente a
a—b=a%—ab+ % (3)

Si multiplicamos por a + b a ambos miembros de la igualdad (3), obtenemos que a? —
b? = a® + b3. Andlogamente, podemos obtener que b2 — c? = b3 +c® y que ¢? — a? =
¢ + a3. Sumando miembro a miembro estas tres tltimas igualdades obtenemos que,
a® +b% + ¢ = 0. Luego, 8 = (—c?)? = (a3 + %)% = a® + 2a3b3 + b5, por lo tanto
® —4a°p® = a® — 2a°0 +b° = (a® — b?*)%. 4)
Por otro lado, por la identidad de la diferencia de cuadrados, tenemos que
(CLG _ b6)2 _ (CL3 + b3)2(a3 _ b3)2. (5)
Como a # b, tenemos que a® # b>. De (4) y (5) tenemos que
(a3 + b3)2(a® — b%)2

E= (a3 — b3)2

= (a® +b*)*.

Luego, como a® + b3 = —¢c3, entonces E = (—c?)? = 5. O
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Problema 4. Sean a y b niimeros reales tales que o> —3a*+5a = 1y b3 —3b%+5b = 5.
Calcular el valor de a + b.

Solucion. Notemos que el sistema de ecuaciones es equivalente a
(a—1)*+2(a—1)+2=0,
(b—1)3+2(b—1)—2=0.

Por comodidad, hacemos a — 1 = z, b — 1 = y. Luego, el sistema es equivalente a

23+ 2x+2 = 0yy>+ 2y — 2 = 0. Sumando miembro a miembro y aplicando la

identidad de suma de cubos, obtenemos que (z + y)(2? — zy + y? + 2) = 0. Por lo
tanto, z +y = 0 0 22 — zy + %> + 2 = 0. Pero si 22 — zy + y2 + 2 = 0, entonces

2 32
O:xQ—xy+y2+2:(x—g) —|—i—|—2,
2 4
lo cual es absurdo, pues (z — %)? + % + 2 > 0. Asi, concluimos que x + y = 0. Por
lotanto,a +b=xz+y+2 =2. O

Problema 5. Demuestre que el producto de cuatro enteros positivos consecutivos nun-
ca es un cuadrado perfecto.

Solucion. Supongamos que existen cuatro enteros positivos consecutivos tales que su
producto es un cuadrado perfecto y sea n el menor de esos cuatro nimeros. Entonces,
n(n + 1)(n + 2)(n + 3) = k? para algin entero positivo k. Ademds, tenemos que
n(n+3)=n%+3ny(n+1)(n+2) =n?+ 3n+ 2. Entonces,

nn+1)n+2)(n+3)+1=n*+3n)(n*+3n+2)+1
= (n*+3n)? +2(n® +3n) + 1
=(n*+3n+1)>

lo cual implica que k> + 1 = (n? + 3n + 1)%. De aqui, (n> + 3n + 1) — k> = 1o de
manera equivalente, (n* + 3n 4+ 1 + k)(n® 4+ 3n+ 1 — k) = 1. Como ambos factores
son enteros, o bien ambos son iguales a 1 o ambos son iguales a —1. En cualquier caso,
tenemos que n2 +3n + 1+ k = n2 + 3n + 1 — k, lo cual implica que 2k = 0y,
en consecuencia, k = 0. Esto es una contradiccién, pues si k es el producto de cuatro
enteros positivos, entonces k también es positivo. |

Problema 6. Determine todos los niimeros enteros que se pueden expresar como la
diferencia de dos cuadrados perfectos.

Solucion. Sea n un nimero entero que se puede expresar como la diferencia de dos
cuadrados. Sabemos que n puede ser par o impar, por esta razén analizaremos dos
casos:

= Si n es impar, entonces existe un entero k tal que n = 2k + 1. Luego, por la
identidad del binomio al cuadrado sabemos que (k + 1)2 = k2 +2k+1, es decir,
2k +1 = (k + 1)? — k2. Esto es suficiente para garantizar que si n es impar,
entonces si se puede expresar como la diferencia de dos cuadrados perfectos.
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= Sin es par, entonces como n es la diferencia de dos cuadrados, tenemos que n =
- y2, para algunos enteros z, y. Claramente x, y tienen la misma paridad. Si
x, Y son pares, entonces x2— y2 es miultiplo de 4, en consecuencia, n es multiplo
de 4. Ahora, si z, y son ambos impares, entonces 2 = y2 = 1 (mdd 8), asi
x? — y? es multiplo de 8 y, en consecuencia, n también es mdltiplo de 8. Luego,
de cualquier forma, n es multiplo de 4, asi, n = 4t para algiin entero ¢. En
sintesis, si un nimero par se puede expresar como la diferencia de dos cuadrados
perfectos, entonces dicho nimero es mdltiplo de 4.

De pronto surge una interrogante muy natural: ;jtodo multiplo de 4 se puede
expresar como la diferencia de dos cuadrados perfectos? La respuesta es si, y
procederemos con la prueba. Sea ¢ un nimero entero arbitrario. Por la identidad
de Legendre, sabemos que (t + 1)2 — (¢t — 1) = 4¢. Esto es suficiente para
afirmar que cualquier mdltiplo de 4 si se puede expresar como la diferencia de
dos cuadrados perfectos.

Finalmente, concluimos que los tnicos enteros que se pueden expresar como la dife-
rencia de dos cuadrados son los impares y los multiplos de 4. o

Problema 7. Demuestre que existen 2017 cuadrados perfectos, todos distintos, tales
que la suma de todos ellos es también un cuadrado perfecto.

Solucion. Consideremos los nimeros z;, = 2k, paratodo 1 < k& < 2016. Asf, la suma
de sus cuadrados es multiplo de 4, es decir, existe un entero positivo m tal que

2%+ 4% 4 .- +4032° = 4m.
Por la identidad de Legendre, tenemos que 4m = (m + 1)? — (m — 1)2, por lo tanto,
22 442 4 ... 440322 + (m — 1)? = (m + 1),

donde claramente se observa que la suma de esos 2017 cuadrados perfectos es también
un cuadrado perfecto. Ademds, m — 1 > % - 4032 > 4032; por lo tanto esos 2017
cuadrados perfectos son todos distintos. o

Problema 8. (Brasil, 2012) Determine si existen enteros positivos distintos x1, s,
..., To012, N, tales que

2 _ P Py Pso12
Nt =y + a7 4+ Tyg1a
donde Py, es el k-ésimo niimero primo, para todo entero positivo k.
Solucion. Vamos a demostrar que si existen tales nimeros. En efecto, para cada 2 <

k < 2012 hagamos xy, = 2k — 1. Como cada uno de los nimeros xs, x3, . .., L2012 €S
impar, entonces los siguientes niimeros también son impares:

Py P3Py Pso12
T2™s T37y Lyy e v To012
Sabemos que al sumar 2011 nimeros impares obtenemos un nimero impar, entonces
el nimero
Py Ps Pso12
Ty" +x3" A+ o+ Tyg1o
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es impar, o sea, existe un entero positivo ¢ tal que
2 Akt B =2t 1
Sabemos que P, = 2, luego, haciendo z; = ¢, tenemos que
el a4 bl = ot 1= (14 1)%

Basta con tomar n = ¢+ 1 y conseguimos lo deseado. Ademds, es fécil notar que todos
los niimeros x; son distintos dos a dos y que también son diferentes de n. |

Problema 9. Demostrar que el niimero 31" 4 45° ge puede expresar como el producto
de dos enteros de al menos 2017 digitos.

Solucién. Seanm = 3*' yn= 2% Notemos que 3% 4 45° = 4 + 4nt y que
m* +4n* = (m* + 4m2n? + 4n*) — (4m>n?) = (m? + 2n?)% — (2mn)>.
Luego, m* + 4n* = (m? + 2mn + 2n?)(m? — 2mn + 2n?). Notemos que,
m? — 2mn + 2n* = (m —n)? + n® > n? (6)

Ademas, .
n2 — 95°—1 _ 915624 | 98068 _ 12017 - (2017 )

De (6) y (7) tenemos que m? — 2mn + 2n? tiene al menos 2017 digitos. Como
m? + 2mn + 2n? > m? — 2mn + 2n2,

entonces m? + 2mn + 2n? también tiene al menos 2017 digitos. Concluimos que el
5 6 o,

nimero 3*" + 45" si se puede expresar como el producto de dos enteros positivos de al

menos 2017 digitos. |

Problema 10. (Bay Area Mathematical Olympiad, 2016) Encontrar un entero positi-
vo N y enteros a1, as, ..., an, tales que

a1 13 +ay- 22+ 4 an - N3 = 20162016,
dondea; =10a; = —1paracadai=1,2,...,N.

Solucién. Para cada entero positivo m, definamos u,, = (m + 1)3 — m?>. Por la iden-
tidad del binomio al cubo, tenemos que

Up = (M> 4+ 3m? +3m +1) —m> = 3m? +3m + 1.
Andlogamente, podemos calcular w12, Um+4 ¥ Um—+6. En efecto,

Umyo = 3(m +2)% +3(m +2) + 1 =3m? + 15m + 19,
Umya = 3(m +4)% +3(m +4) + 1 =3m? + 27m + 61,
U = 3(m +6)% +3(m 4+ 6) + 1 = 3m? + 39m + 127.
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Notemos que
Um + Ui = 6mM? +42m + 128 Y Upmyo + Umsa = 6m> + 42m + 80.

Asi, tenemos que S, = Uy, — Umt2 — Um+t4 + Umte = 48. La dltima igualdad nos
indica que el valor de .S,,, no depende de m, es decir, siempre es 48 para cualquier valor
de m. Ademads, notemos que Sy, tiene la siguiente forma:

Sm=—m®+ (m+1)* + (m+2)* — (m+3)°+
+(m+4)° = (m+5)7>—(m+6)>+ (m+7)>.
Sabemos que 2016 = 48-42, asf, 20162016 también es divisible por 48, entonces existe
un entero positivo k tal que 20162016 = 48k. Asi, podemos aprovechar la siguiente

expresion:
48 + 48 + - - - 4+ 48 = 20162016

k sumandos

reemplazando cada 48 por algin .S; de la siguiente forma: el primer sumando 48 lo re-
emplazamos por S1, el segundo sumando 48 lo reemplazamos por Sy, el tercer suman-
do 48 lo reemplazamos por Sy7 y asi sucesivamente. Por lo tanto, el dltimo sumando
48 lo reemplazamos por Sg_7 quedando de la siguiente manera:

S1+ Sg + S17+ -+ + Ssp_7 = 20162016.

Como cada S; estd conformado por 8 términos y la expresion de arriba tiene £ térmi-
nos, entonces tomando N = 8k habremos conseguido que el nimero 20162016 quede
expresado de la forma que se pedia. O

Problemas Propuestos

1) Sean x, y, niimeros reales tales que = + y = 22 + 3% = 2> + 3> = a. Hallar todos
los posibles valores de a.

2) Sean a, b, ¢ nimeros reales tales que a?(b + ¢) = b?(c + a) = 2017. Si a # b,
calcular c?(a + b).

3) Determinar si existen enteros positivos a y b tales que a® + a = 4(b* + b).

4) Hallar todos los niimeros reales x, y, z talesque z+y = 4vz — L, y+z =4vx — 1
yz+ax=4yy—1.

5) Sea x un ndmero real, con |z| > 1, tal que x +vz2 — 1

2 [t — 1
el valor de z° 4+ vz 1+$2+m.

9999 1
n=1 (Vatv/ntl) (Yt ¥ntl)

7) Sean x, y nimeros reales tales que (x + Va2 + 1) (y + /Y2 + 1) = 1. Calcular
T+ .

+ ﬁ = 20. Calcular

6) Calcular el valor de la suma
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8) Resolver la ecuacién en los nimeros reales

1
\/:Cl—12—1—2\/:52—22+---+20\/:1020—202:§(x1+:62+---+:v20).

9) Seana, b, ¢, d ndmeros reales. Demostrar que min(a—b*, b—c?, c—d?, d—a?) < 1.

10) Sean a y b niimeros reales. Probar que a® + b + (a + b)3 + 6ab = 16 si y solo si
a+b=2.

11) Sean a, b, ¢, d nimeros reales tales que a® + b + (a + b)? = 2 + d? + (c + d)%.
Probar que a* + b* 4 (a + b)* = ¢* + d* + (c + d)*.

2_ .2 . .
o +52 = k. Calcular, en términos

2 2
12) Sean x, y nimeros reales que satisfacen ;gfzg +

8 8 8 8
2 x4y " —y
de k, la expresion =5 + 57 5-
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