Cuadrilateros Ciclicos

Por Emerson Lucas Soriano Pérez y Carlos Jacob Rubio Barrios

Nivel Intermedio

La geometria tiene un rol muy importante en la olimpiada de matemadtica y para re-
solver problemas geométricos no s6lo basta con aprender las propiedades y algunas
aplicaciones de ellas, también se debe tener mucha imaginacion. En esta ocasion he-
mos querido escribir sobre los cuadrildteros ciclicos. De hecho, hay muchas formas de
identificarlos, pero en este escrito solo abordaremos la forma mas sencilla, que es la
version por angulos.

Un cuadrildtero ABC'D es llamado ciclico si sus cuatro vértices estdn en una misma
circunferencia. Se dice que los vértices A, B, C'y D de un cuadrildtero ciclico ABC D
son conciclicos.

Por ejemplo, si tenemos un cuadrilitero ABC'D con angulos rectos en B 'y en D, en-
tonces el cuadrilitero ABC'D es ciclico, pues el circuncentro del tridngulo rectdngu-
lo ABC' es el punto medio M de la hipotenusa AC' y el circuncentro del tridngulo
rectdngulo ADC, también es el punto M. Luego, los cuatro puntos A, B, C, D perte-
necen a la circunferencia con centro en M y radio AM.

D

Este caso especial en donde dos dngulos internos opuestos de un cuadrildtero miden
90° cada uno, se puede generalizar como se muestra en el siguiente resultado.
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Dos Propiedades Basicas

Teorema 1. Sea ABC D un cuadrildtero convexo. El cuadrildtero ABCD es ciclico
si 'y solo si la suma de dos dngulos interiores opuestos es 180°.

Prueba. Supongamos primero que el cuadrilitero ABCD es ciclico. Entonces, el
dngulo inscrito ZBAD es la mitad del arco BCD vy el dngulo inscrito ZBCD es
la mitad del arco BAD. Asi, /ZBAD + ZBCD es la mitad de la suma de los arcos

BAD y BCD y, como ambos arcos completan la circunferencia, entonces la suma de
ambos arcos es 360°, por lo tanto, /ZBAD + Z/BCD = 180°.

C

Para demostrar el reciproco, procederemos por contradiccion. Supongamos que el cua-
drilatero ABC' D satisface la igualdad ZBAD + ZBCD = 180° pero no es ciclico.
Entonces, C' no estd en el circuncirculo I" del tridngulo ABD. Como el punto C' no
estd en I, entonces estd en el interior o en el exterior de dicha circunferencia. Supon-
gamos que C' estd en el exterior de I' (se procede de manera similar cuando C esta en
el interior de I).

C

D

Sea X # D el punto de interseccion de I' y C'D. Como el cuadrilatero ABX D es cicli-
co, entonces por lo demostrado en la primera parte, tenemos que ZBAD + /BXD =
180°. Pero por hipétesis tenemos que ZBAD + ZBCD = 180°, entonces ZBX D =
/ZBCD, de esto deducimos que ZC'BX = 0°, lo cual es un absurdo. O
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Corolario 1. Si ABCD es un cuadrildtero convexo ciclico, entonces la medida de un
dngulo interior es igual a la medida del dngulo exterior opuesto.

Prueba. La demostracion es inmediata, pues por el teorema 1 sabemos que /BAD +
/ZBCD = 180°. Luego, ZBAD = 180° — ZBC'D (angulo exterior respecto al vértice
(), que es lo que se queria probar. |

Teorema 2. Sea ABCD un cuadrildtero convexo. El cuadrildtero ABCD es ciclico
siysolosi ZABD = LACD.

Prueba. Supongamos primero que el cuadrilidtero ABCD es ciclico. En la figura se

puede ver que los dngulos inscritos ZABD y ZAC D subtienden el mismo arco AD
(que no contiene al punto B). Asf, concluimos que ZABD = ZACD.

C

D

Para el reciproco, procederemos nuevamente por contradiccién como en la prueba del
teorema 1, esto es, supongamos que el cuadrilatero ABCD satisface que ZABD =
ZAC'D pero no es ciclico. Como los cuatro puntos A, B, C, D no estan en una misma
circunferencia, supongamos que el punto C no esta en el circuncirculo I" del tridngulo
ABD. Asi, el punto C esta en el interior o en el exterior de I'. Supongamos que C' esta
en el exterior de I" (se procede de manera similar si el punto C' estd en el interior de I).

C
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Sea X el punto de interseccién de I' y C'D. Como ABX D es un cuadrilatero ciclico,
entonces por lo demostrado en la primera parte, tenemos que ZABD = ZAX D. Pero
por hipétesis, tenemos que LZABD = ZACD. Entonces, ZAX D = ZACD, lo cual
implica que ZCAX = 0°, que es un absurdo. O

Algunas Aplicaciones Sencillas

Problema 1. Sea ABC'D un cuadrildtero convexo ciclico que estd circunscrito a una
circunferencia w. Sean M, P, N, Q los puntos de tangencia de w con los lados AB,
BC, CD, DA, respectivamente. Calcular la medida del dngulo que forman las cuerdas
MNy PQ.

Solucion. Es facil probar que el arco ]\//.7@ (que no contiene al vértice P) en la circun-
ferencia w y el angulo ZM A(Q) son suplementarios (basta usar el hecho conocido de
que | la recta que pasa por A y el centro de w, es bisectriz del angulo /M AQ), esto es,
M Q = 180° — LM AQ. Analogamente, tenemos que el arco NP (que no contiene al
vértice () en w) y el angulo ZPC' N son suplementarios, esto es, NP = 180°~ZPCN.

Luego, ]\//.7@ + NP = 360° — LMAQ — ZPCN. Como el cuadrilatero ABCD es
ciclico, por el teorema 1 tenemos que LMAQ + ZPCN = 180°. Asi, MQ + NP =

180°. Ademas, tenemos que z = M . Por lo tanto, x = % = 90°. O

Problema 2. Sea ABCD un cuadrildtero convexo ciclico. Sean Py Q los puntos de
interseccion de AB con CD y de AD con BC, respectivamente. Las bisectrices de los
dngulos ZAQB y / BPC se intersecan en el punto X. Calcular la medida del dngulo
ZPXQ.

Solucion. En el cuadrildtero no convexo BPX (@, tenemos que /PBQ = /BQX +
/BPX + ZPXQ. Pero como /PBQ = ZABC, entonces ZABC = /BQX +
/BPX 4+ /ZPX(. Anédlogamente, en el cuadrilitero no convexo PDQX, tenemos
que ZXPD + /ZPDQ + £ZXQD = ZPX Q. Sumando miembro a miembro las dos
relaciones anteriores, obtenemos que 2/PXQ = ZABC + /P DQ.
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Como ZPDQ = ZCDA y el cuadrilitero convexo ABCD es ciclico, resulta que
180° = LABC + ZPDQ = 2/PXQ y por lo tanto, ZPX Q) = 90°. O

Problema 3. Demostrar que las tres alturas en un tridngulo son concurrentes.

Solucion. Si el tridngulo es rectdngulo, entonces es claro que las tres alturas concu-
rren en el vértice del dngulo recto. Supongamos que el tridngulo ABC' es acutdngulo
(cuando el tridngulo es obtusdngulo se procede de manera similar). Sean D y E las
proyecciones de A y B respecto a las rectas BC'y C A, respectivamente. Sea H el
punto de interseccién de AD y BE, y sea F' el punto de interseccién de CH y AB.

c
D
B
I
xXr
A A\ B
F

Para demostrar que las tres rectas del tridngulo A BC' son concurrentes, debemos probar
que C'F es altura, es decir, debemos probar que ZH F'B = 90°. En efecto, notemos que
en el cuadrilitero AEDB se cumple que ZAEB = ZADB, luego, por el teorema 2,
tenemos que el cuadrilitero AE D B es ciclico, asi, /ZDAB = /DFEB.

Por otro lado, en el cuadrildtero CEH D se cumple que Z/CEH + ZCDH = 90° +
90° = 180°, luego, por el teorema 1, deducimos que C'EH D es ciclico, por lo tanto,
/ZHED = ZHCD. En consecuencia, de la dltima igualdad tenemos que Z/DAB =
/ZFCB, pero como ZCBF = 90° — ZDAB = 90° — ZFCB, entonces ZFBC +
ZFCB = 90°, de donde x = 90°, como queriamos. O
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Problema 4. Sea ABCD un cuadrado y sea K un punto en su interior. Una recta
que pasa por K corta a los lados AB y CD en los puntos M y N, respectivamente.
Demostrar que las circunferencias circunscritas de los tridngulos K BM y KDN se
intersecan en el punto Ky en un punto de la diagonal BD.

Solucion. Sea X el punto de interseccion del circuncirculo del tridngulo K BM y la
diagonal BD. Para demostrar que uno de los puntos de interseccién de los circuncircu-
los de los tridngulos K BM y K DN esta sobre la diagonal B D, basta demostrar que

KN DX es ciclico.
B,/\ c
X

/
N

—
M

A D

Por ser BD diagonal del cuadrado ABC D, se cumple que ZX BM = 45°. Luego,
como K BM X es ciclico, entonces 45° = ZXBM = /XK M. Nuevamente, por
ser BD diagonal del cuadrado ABC'D, entonces ZX DN = 45°. Notemos que en el
cuadriladtero K N DX se cumple que el dngulo interior respecto al vértice D es igual

al dngulo exterior respecto al vértice K, entonces concluimos que K N DX es ciclico.
O

Problema 5. Sea ABCD un cuadrildtero ciclico tal que AC' es didmetro de su cir-
cunferencia circunscrita. Sean X, Y las proyecciones de A’y C sobre BD, respectiva-
mente. Demostrar que DX = BY.

Solucion. Basta demostrar que BX = DY
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Como AC es diametro del circuncirculo del cuadrilatero ABC D, entonces ZABC =
ZADC = 90°. Notemos que ZCBD = /CAD, pues el cuadrilitero ABCD es
ciclico. Ademds, en los tridngulos rectangulos ABC' 'y ABX, tenemos que 90° =
LCBX + /ZXBA=/XAB+ £XBA, de donde se sigue que ZCBD = LCAD =
/BAX.

Andlogamente, obtenemos que /BCA = ZBDA = ZDCY . Por lo tanto, los tridngu-

los ABX y AC'D son semejantes, de donde % = g—g. También tenemos que los

tridngulos CDY y ABC' son semejantes, por lo tanto, % = ’g—g. Comparando las
dltimas dos igualdades, concluimos que BX = DY, como se queria. O

Aplicaciones en Problemas de Olimpiada

Problema 6 (Estados Unidos, 1993). Sea ABC D un cuadrildtero ciclico tal que sus
diagonales AC'y BD son perpendiculares y se intersecan en el punto E. Demostrar
que las reflexiones de E respecto a los lados AB, BC, CD y DA, estdn en una misma
circunferencia.

Solucion. Sean X1, Y1, Z1, Wi las proyecciones de E sobre los lados AB, BC, CD,
D A, respectivamente. Como X, Y, Z, W son las reflexiones de E sobre las rectas AB,
BC, CD, DA, respectivamente, entonces EX = 2EX,, EY = 2EY,, EZ = 2FE7;
y EW =2EW;.

Asi, los cuadrildteros XY ZW y X1Y7Z1W; son homotéticos con centro de homote-
cia I/ y razén EE—))ci = 2. Entonces, basta demostrar que el cuadrilatero X;Y; 2 W3
es ciclico para concluir que el cuadrildtero XY ZW también es ciclico, pues son ho-
motéticos.

En efecto, es facil ver que los cuadrilateros £ X; AW; y EX;BY; son ciclicos, por

lo tanto, en esos cuadrildteros se cumple que /EAW, = ZEX\Wy y ZEX 1Y) =
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/ EBY1, respectivamente. También, los cuadrildteros EY;CZy y EZy DW; son cicli-
cos, por lo tanto /ZECY, = L/EZ1 Y1y LZEZ4W; = ZEDW,, respectivamente. Lue-
go, como el cuadrilatero ABC'D es ciclico, entonces /BCA = /BDAy /DAC =
/ZDBC, en consecuencia, /W1 X1 F = L/EX Y1y W1 Z\E = ZEZ,Y;. En con-
clusion,

WX Yy =2/EBC y /Y1 7Z1Wy, =2/ECB. (1

Como las diagonales del cuadrilatero ABC'D son perpendiculares, entonces el tridngu-
lo EBC es rectangulo, recto en F, por lo tanto, /EBC + ZECB = 90°. Luego, en
(1) tenemos que ZW1 X Y, + £Y1Z: W1 = 2-90° = 180°. Esto es suficiente para ga-
rantizar que el cuadrildtero XY, Z; W es ciclico y, por ende, el cuadrilatero XY ZW
también es ciclico. O

Problema 7 (Rusia, 1996). En el lado AB de un cuadrildtero convexo ABCD se
ubican los puntos E'y F con AE < AF. Si ZADE = /FCBy Z/EDF = ZECF,
demostrar que /FDB = /ACE.

Solucion. En el cuadrilatero EDCF se cumple que ZEDF = ZECF, por lo tanto,
el cuadrilatero EDC'F es ciclico y, en consecuencia, /EDC = ZCFB.

C

Ac > > B
E F

En el tridngulo F'C'B, tenemos que 180° — ZFBC = Z/BFC + ZFCB. Pero como,
/BFC+ /FCB = /ADFE + ZEDC, entonces 180° — ZABC = ZADC, esto es,
LADC + ZABC = 180°. Asi, el cuadrilatero ABC D es ciclico, de donde ZCAE =
ZBDC. Como el cuadrildtero EDC'F es ciclico, tenemos que ZCEF = /ZFDC =
ZFDB + £ZBDC. Luego, en el triangulo ACE, Z/CAE + ZACE = ZCEF. Com-
parando las dos ultimas igualdades, concluimos que ZF DB = ZACE. O

Problema 8 (Pre-Selectivo Perd, IMO 2016). Sea ABC D un cuadrildtero convexo tal
que AD y BC no son paralelas. Sean M y N los puntos medios de los lados AD y
BC, respectivamente. El segmento M N corta a AC'y BD en los puntos K y L, res-
pectivamente. Demostrar que uno de los puntos de interseccion de las circunferencias
circunscritas de los tridngulos AK M y BN L pertenece a la recta AB.

Solucion. Sea E el punto medio del segmento AB y sea T el punto de interseccion del
circuncirculo del tridngulo AK M y larecta AB. Para demostrar que uno de los puntos
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de interseccion de los circuncirculos de los tridngulos AKM y BN L esta sobre la
recta AB, solo debemos probar que el cuadrildtero BN LT es ciclico.

Como F, M y N son puntos medios de los lados AB, AD y BC, respectivamente, en-
tonces EM y EN son bases medias de los tridngulos ABD y ABC, respectivamente.
Luego, por ser EN paralelo a AC, tenemos que /ZBEN = /BAC, pero como el
cuadrilatero AT K M es ciclico, entonces /TAK = /TMK.

Observemos que en el cuadrildtero M ET'N se cumple que ZNMT = ZNET, por
lo tanto, el cuadrilatero M ET N es ciclico. Por ser EM paralelo a BD, tenemos que
LAEM = ZABD, pero como el cuadrilatero M ET N es ciclico, entonces /T NM =
/AEM vy, en consecuencia, /T'BL. = /TN L. Este dltimo resultado nos garantiza
que el cuadrildtero BN LT es ciclico. O

Problema 9 (Canada, 1991). Sea w una circunferenciay sea P un punto en su interior.
Considere todas las cuerdas de w que pasan por P. Demostrar que los puntos medios
de todas esas cuerdas estdn en una misma circunferencia.

Solucion. Sea O el centro de la circunferencia w y sea I la circunferencia de didmetro
OP. Demostraremos que los puntos medios de todas las cuerdas que pasan por P en
la circunferencia w, pertenecen a la circunferencia I'. Sea £ una recta que pasa por el
punto P. Tenemos dos posibilidades con respecto a la recta £: Que sea secante a I' o
que sea tangente a I'.

Si la recta ¢ es secante a I, sean A y B los puntos de interseccién de ¢ con la circun-
ferencia w. Si la cuerda AB pasa por O, entonces AB es dfametro, y, por ende, O es
punto medio de AB. Ademas, O es punto de la circunferencia I'. Si ¢ no pasa por O,
considere que M # P es el punto de interseccion de ¢ con la circunferencia I'. Como
OP es diametro de I, entonces ZOM P = 90°. Notemos que OM es perpendicular a
la cuerda AB, por lo tanto, M es punto medio de AB.
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Si larecta ¢ es tangente a I, sean C'y D los puntos de interseccion de £ con la circun-
ferencia w. Es claro que OP es perpendicular a C'D, pues P es punto de tangencia y
OP es diametro de I'. Asi, P es punto medio de la cuerda C'D.

En cualquier caso, siempre se cumple que el punto medio de la cuerda que pasa por P
pertenece a la circunferencia I'. Por lo tanto, los puntos medios de todas las cuerdas de
w que pasan por P estdn en una misma circunferencia. o

Problema 10 (Lista corta, IMO, 2015). Sea ABC un tridngulo acutdngulo de ortocen-
tro H. Sea G un punto del plano tal que ABGH es un paralelogramo. Sea I el punto
de la recta GH tal que AC divide al segmento HI en dos partes iguales. Supongamos
que la recta AC interseca a la circunferencia circunscrita del tridngulo GCI en C'y
J. Demostrar que IJ = AH.

Solucion. Sean Ay, By y Cy los pies de las alturas del tridngulo ABC' desde los vérti-
ces A, By C, respectivamente. Sea M el punto de interseccién de AC con [ H.
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Como ABGH es un paralelogramo, entonces AH | BGy AB || HG, esto im-
plica que ZCHG = ZCBG = 90°. Asi, el cuadrilitero CHGB es ciclico y, en
consecuencia, Z/CGH = /HBC. Ademas, tenemos que ZHBC = ZCAA, pues
AByAyB es ciclico. También observemos que el cuadrildtero JICG es ciclico, por lo
tanto, Z/IJC = ZIGC. Por lo tanto, ZIJM = /MAH. Llamemos /M AH = a'y
LAMI = 6.

Aplicando la ley de senos en el tridngulo JI M, tenemos que sg Ijlwa = % y aplican-
do la ley de senos en el tridngulo AM H, tenemos que iﬁ{‘; = Sen(gﬁ. Como
IM = MH y sen(180° — #) = sen 6, se concluye que I.J = AH. O

Problema 11 (Olimpiada Centroamericana, 2017). Dado un tridngulo ABC, sean D
el pie de la altura desde A 'y { la recta que pasa por los puntos medios de AC'y BC.
Sea E la reflexion del punto D respecto a la recta €. Demostrar que el circuncentro del
triangulo ABC estd sobre la recta AE.

Solucion. Si el tridngulo ABC' es rectangulo, entonces el punto E coincide con el
punto C, asi, el resultado es inmediato. La solucién es similar si el tridngulo es ob-
tusangulo o acutdngulo, asi que solo analizaremos el caso cuando el tridngulo ABC es
acutangulo.

Sea T el punto de interseccion de la recta ¢ y la recta AE. En el tridngulo rectangulo
ADC, DN es mediana, por lo tanto, NA = NC = NDy /NDC = ZNCD. Como
E es la reflexion de D respecto a ¢, entonces £ es la mediatriz del segmento DE. En
consecuencia, tenemos que ND = NE, /ZNDT = /NET, /NDM = /ZNEM 'y
ZTND = /TNE.

Notemos que NA = NC = NE, por lo tanto, el tridngulo AEC es retingulo, recto
en F, asi, /NAE = /NFEA. Como ZNCD = /NEM, entonces el cuadrilatero
NMEC es ciclico y, en consecuencia, se tiene que ZMNE = ZMCE. Observe
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que en el cuadrilatero ADFEC se cumple que ZADC = ZAEC = 90°, por lo tanto,
ADEC es ciclico también y, por ende, ZEAD = /DCE.

En el tridngulo ABC, M N es mediana, por lo tanto M N es paralela a AB y, en
consecuencia, ZBAC = ZM NC. Por otro lado, notemos que /BAC = /BAD +
LDAE + /FEACy ZMNC = ZMNE + ZENC. Ademés, 2/EAN = ZNAFE +
/NEA=/ZENC. Luego,como /TNE = /DAEFE, entonces /BAD = Z/FAC.
Es conocido que el ortocentro y el circuncentro del cualquier tridngulo son conjuga-
dos isogonales. Luego, como el rayo AD contiene al ortocentro del tridngulo ABC'y
los rayos AD y AFE son isogonales respecto al angulo ZBAC, entonces el rayo AF
contiene al circuncentro del tridngulo ABC', como se queria probar. O

Problema 12 (Selectivo Pert, Cono Sur, 2014). Sea ABC' D un cuadrildtero ciclico.
Suponga que las rectas BC'y AD se intersecan en el punto Py sea Q) un punto del
plano tal que P es punto medio de BQ. Se construyen los paralelogramos CAQR y
DBCS. Demostrar que los puntos C, Q, Ry S estdn en una misma circunferencia.

Solucion. Como CAQR es un paralelogramo, tenemos que AC' es paralela a RQ),
asi, ZRQC = ZQCA. Como el cuadrilatero ABCD es ciclico, entonces /BCA =
/ZBDA.Sea M un punto de BC tal que RM es paralelaalarecta PD. Por simetria, en
el paralelogramo AQRC, se tiene que los tridngulos APQ y RMC son congruentes
y, en consecuencia, PQQ = PB = MC.

Notemos que los tridngulos M C'S'y PD B son congruentes, pues PB = MC, BD =
CSy/ZPBD = /ZMCS. Entonces, MS = PDy ZCSM = ZBDP, pero como las
parejas homdlogas (C'S, BD) y (PB, M C) son paralelas, entonces M S es paralela a
PD. Asi, los puntos R, M y S son colineales. Por lo tanto, ZRSC = ZCQR, lo cual
implica que el cuadrilatero QRC'S es ciclico. O
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Para finalizar, dejamos unos ejercicios para que practique el lector, esperando que sean
de su agrado.

Ejercicios

1) Sea ABCD un cuadrildtero ciclico tal que AB es el didmetro de la circunferencia
circunscrita. Sean A" y B’ los pies de las perpendiculares desde A y B, respectiva-
mente, hasta C'D. Demostrar que DA’ = CB’.

2) Sea ABC'D un cuadrildtero ciclico. Si P es el punto de interseccion de AD y BC,
y @ es el punto de interseccion de AB y C'D, demostrar que las bisectrices de los
angulos ZDPC'y ZAQD son perpendiculares.

3) Sean C4, Cq, C3 y Cy circunferencias tales que C cortaa Cy en A y en P, Cy
cortaa Csen Byen @, CscortaaCygenC yen Ry CycortaaCjenDyen
S, de manera que el cuadrildtero PQR.S esta contenido en el cuadrildtero ABCD.
Demostrar que el cuadrilatero ABC'D es ciclico si y solo si el cuadrilitero PQRS
es ciclico.

4) Cada una de las circunferencias €21, 29, 23 y €4 es tangente exteriormente a exac-
tamente dos de las demds. Si A, B, C'y D son los puntos de tangencia de las
circunferencias, demostrar que A, B, C'y D estdn en una misma circunferencia.

5) Demostrar que si un cuadrildtero ciclico tiene sus diagonales perpendiculares, en-
tonces una recta que pase por el punto de interseccién de las diagonales y sea per-
pendicular a uno de los lados, pasard por el punto medio del lado opuesto.

6) Las cuerdas AB y CD de una circunferencia (2 se cortan en el punto P. Demostrar
que el circuncentro del tridngulo PAD, el punto P y el ortocentro del tridngulo
PC B son colineales.

7) Sea ABC'D un cuadrildtero ciclico tal que sus diagonales AC'y BD son perpendi-
culares y se cortan en el punto P. Sea M el punto medio del lado AB. Demostrar
que la recta M P es perpendicular a la recta AC.

8) (Sharygin, 2017) Sea ABC'D un cuadrilatero ciclico con AB = BC. Sea M un
punto en el menor arco C'D del circuncirculo de ABCD. Las rectas BM 'y CD se

cortan en el punto Py las rectas AM y BD se cortan en el punto (). Demostrar que
AC es paralela a PQ.

9) (Grecia, 2017) Sea ABC' un tridngulo acutidngulo, con AB < AC < BC,y sea w
su circuncirculo. La circunferencia con centro en A y radio AC' corta nuevamente
a w en el punto D y corta a la recta CB en el punto F. Si la recta AF interseca
nuevamente a w en el punto /'y G es un punto en la recta BC' tal que EB = BG,
demostrar que D, F, F', G estdn en una misma circunferencia.

10) (EGMO, 2017) Sea ABC' D un cuadrildtero convexo tal que /ZDAB = /BCD =
90°y LABC > ZCDA. Sean Q y R puntos en los segmentos BC'y CD, respec-
tivamente, tales que la recta Q) R interseca a las rectas AB y AD en los puntos Py
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11

12)

13)

14)

15)

S, respectivamente. Se sabe que PQ) = RS. Sea M el punto medio de BD y sea N
el punto medio de () R. Demostrar que los puntos M, N, Ay C pertenecen a una
misma circunferencia.

(Checa y Eslovaca, 2010) Las circunferencias w; y ws se intersecan en los puntos
Ay B. La tangente exterior comdn de ambas circunferencias las interseca en los
puntos K y L tal que el punto B est4 en el interior del tridngulo K L A. Una recta
¢ que pasa por A interseca a las circunferencias en los puntos M y N. Demostrar
que ¢ es tangente al tridngulo K L A siy solo si los puntos K, L, M, N estdn en una
misma circunferencia.

(Selectivo Perd, Cono Sur, 2013) Sea [ el incentro del tridngulo ABC'y sean A,
By, C puntos que pertenecen a los segmentos Al, BI, CI, respectivamente. Las
mediatrices de los segmentos AA;, BB1, CC; determinan un tridngulo 7. Si [ es el

ortocentro del tridngulo A; B;C1, demostrar que los circuncentros de los tridngulos
T y ABC coinciden.

Sea ABC'D un cuadrilatero ciclico. Sea M el punto de interseccion de las perpen-
diculares a AB 'y C'D por D y A, respectivamente. Sea N el punto de interseccién
de las perpendiculares a AB y CD por C'y B, respectivamente. Demostrar que
AC, BD y M N son concurrentes.

Sea M el punto de interseccion de las diagonales del cuadrilétero ciclico ABC D de
manera que el dngulo ZAM B es agudo. Se construye el tridngulo is6sceles BC K,
de base BC, externamente al cuadrildtero de manera que /K BC+/ZAM B = 90°.
Demostrar que K M y AD son perpendiculares.

(IMO, 1985) Una circunferencia I esta centrada en un punto del lado AB de un
cuadrilatero ciclico ABC'D. Ademas, los lados BC, CD y DA son tangentes a I
Demostrar que AD + BC = AB.
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