Problemas sobre digitos

Por Emerson Lucas Soriano Pérez y Carlos Jacob Rubio Barrios

Nivel Avanzado

En la olimpiada de matematicas, es comin que aparezcan problemas que involucran a
la suma o al producto de los digitos de un entero positivo. Si n es un entero positivo,
comidnmente se denota por s(n) a la suma de los digitos de n, por ¢(n) al nimero de
digitos de n y por p(n) al producto de los digitos de n. Comenzamos con un problema
de la olimpiada Rusa de 1998.

Ejemplo 1. ;Existen tres enteros positivos a, by c tales que s(a+b) < 5, s(b+¢) < 5,
sla+c)<5ys(a+b+c)>502

La respuesta es si. Supongamos que a, b y c son enteros que satisfacen las relaciones
del problema. Entonces, tenemos que cada uno de los nimeros a+b, b+ cy a+ ctiene
suma de digitos a lo mds 4. Por lo tanto, su suma, (a+b)+ (b+c¢)+(a+c) = 2(a+b+c)
tiene suma de digitos a lo mas 12. Por otro lado, su mitad igual a a + b + ¢ tiene suma
de digitos al menos 51. La unica forma en que esto puede suceder es que a + b + ¢
tenga o bien diez 5’s y un 1 o bien nueve 5’s y un 6. En el primer caso, podemos tomar
a+b+c = 105555555555y 2(a+ b+ c¢) = 211111111110 (hay otras posibilidades).
Sicadaunode a + b, b+ cy a + ctiene suma de digitos igual a 4, como deben sumar
2(a + b + ¢), no puede haber acarreos. Una posibilidad es

a+ b =100001110000, b + ¢ = 11110000000, ¢ + a = 100000001110.
De aqui, obtenemos que

a = 105555555555 — 11110000000 = 94445555555,
b = 105555555555 — 100000001110 = 5555554445,
¢ = 105555555555 — 100001110000 = 5554445555,

satisfacen las condiciones del problema.
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A continuacién veremos algunas propiedades de s(n), c(n) y p(n), asi como su apli-
cacién en diversos problemas de olimpiada.

Uso de desigualdades

Teorema 1. Sin es un entero positivo, entonces

a) s(n) < 9c(n),

b) s(n) < n,

¢) p(n) <n.

Prueba.

a) Cada digito de n es menor o igual que 9, entonces, como n tiene ¢(n) digitos, la
suma de todos ellos es menor o igual que 9c(n); esto es, s(n) < 9¢(n). No es
dificil darse cuenta que la igualdad solo es posible cuando todos los digitos de n
son iguales a 9.

b) Consideremos la descomposicién decimal del ndimero n:

n= Z a; 10’ (D

Notemos que a; - 107 > a; para todo entero no negativo j. Por lo tanto,

c(n)—1 c(n)—1

s(n) = Z a; < Z a; - 10" = n.
i=0

=0
Asi, s(n) < n conlaigualdad siy solo si ¢(n) = 1.

¢) Sic(n) = 1, claramente la propiedad se cumple, pues en este caso p(n) = n, y en
consecuencia p(n) < n. Ahora, analizaremos para ¢(n) > 2. En efecto, como cada
uno de los digitos de n es menor o igual que 9, tenemos que

Qo+ @y Ag(ny—o < 99T < 10°M L )
Luego, observando la descomposicidn decimal de n en (1), tenemos que
N> ey - 1097 3)
De (2) y (3), se sigue que
= Ge(n)—1 - 10—t > e(n)—1 - Qe(n)—2 - @1 - Gg = p(n).
Por lo tanto, p(n) < n con la igualdad si y solo si ¢(n) = 1. O

Ejemplo 2. (Selectivo Argentina - Cono Sur 2006). Hallar todos los enteros positivos
n tales que p(n) = 2n — 211.
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Solucion. Sabemos que el nimero p(n) es un entero, asf, el nimero %n —211 también
lo es. Esto implica que n es divisible por 8. También sabemos que p(n) > 0, por lo

tanto 925
gn —211>0 & n > 68. “)

Por el Teorema 1-c), tenemos que
25
gn —211<n & n < 99. (®)]

De (4) y (5) se sigue que 68 < n < 99. Como n es divisible por 8, tenemos que

n € {72, 80, 88,96}. Luego, comprobando esos cuatro ndimeros en la igualdad p(n) =

%511 — 211, notamos que solo se cumple paran = 72y n = 88. Por lo tanto, los tinicos

nimeros que cumplen son 72y 88. |

Teorema 2. Sin es un entero positivo, entonces
10°M =1 <y < 1060,

Prueba. Sea A el conjunto de todos los enteros positivos que tienen exactamente c¢(n)
digitos. Es claro que A es un conjunto acotado®. Es ficil darse cuenta que el menor
elemento de A es
1000---00 = 10°(™ 1,
——
c(n)—1 veces
y que el mayor elemento de A es
999---99 = 10" — 1.
——
c(n) veces
Como n tiene ¢(n) digitos, entonces n es elemento de A, y esto implica que n es mayor
o igual que el menor elemento de A y menor o igual que el mayor elemento de A, esto

es,
10°M =1 < < 1007,

como querfamos probar. O

Ejemplo 3. Hallar todos los enteros positivos que son iguales a seis veces la suma de
sus digitos.

Solucion. Sea n un entero positivo que cumple dicha propiedad. Lo primero que debe-
mos averiguar es la cantidad de digitos de n. Por el Teorema 2, tenemos que

10 =1 < p, (6)
Por hipétesis tenemos que n = 6s(n), de modo que por el Teorema 1-a) resulta que,

n < 6(9¢(n)) = 54c(n). @)

2Un conjunto B C R es acotado si y solo si existen nimeros reales m y M tales que m < < M para
todox € B.
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De (6) y (7) tenemos que 10°™~1 < 54¢(n). Es facil probar que la funcién f : Z — 7Z
definida por f(n) = 10"~ — 54n es estrictamente creciente® para todo n > 2. En
efecto, notemos que f(n + 1) — f(n) = 9(10"~* — 6). Como 10"~! > 10 > 6 para
todo entero n > 2, la desigualdad

fn+1) = f(n)=9(10""! —6) >0,

es verdadera para todo entero n > 2. Esto es suficiente para garantizar que la funcién
f es estrictamente creciente paran > 2. Como f(3) = —62 < 0y f(4) = 784 > 0,
entonces f(n) > 0 para todo entero n > 4. Esto indica que la desigualdad 10" ~1 <
54c¢(n) solo es cierta cuando ¢(n) € {1,2,3}. Por lo tanto, n puede tener uno, dos o
tres digitos.

= Si n tiene un digito, entonces s(n) = n, pero segin el problema debe cumplirse
que s(n) = 6n, entonces n = 6n. Esto implica que n = 0, lo cual es absurdo
pues n > 0.

= Si n tiene dos digitos, entonces es de la forma n = ab. Segtin el problema, debe
cumplirse que ab = 6(a + b), entonces 10a + b = 6a + 6b, esto es, 4a = 5b.
Esto indica que a es un digito miiltiplo de 5, pero como a # 0, entonces a = 5.
Por lo tanto, b = 4y n = 54.

= Sin tiene tres digitos, entonces es de la forma n = abc. Segiin el problema, se
tiene que abc = 6(a-+b+c), entonces abc = 6(a+b+c), esto es, 94a+4b = 5e.
Como a > 1,entonces bc > 94 -1+ 4 -0 = 94, esto es, ¢ > 19, lo cual es un
absurdo pues ¢ < 10.

Por lo tanto, el tnico niimero que cumple es 54. O

Ejemplo 4. (Cono Sur 2016). Hallar todos los enteros positivos n tales que

s(n)(s(n)—1)=n—1.

Solucion. Primero analizaremos las posibles congruencias de n médulo 9. Como s(n)
n (mod 9), tenemos que

s(n) (s(n) = 1) =n(n —1) (mod 9).

Por lo tanto, n — 1 = n(n—1) (mod 9). Desarrollando y simplificando, esta congruen-
cia es equivalente a (n — 1)? = 0 (mod 9). De aqui que n = 1,4 0 7 (mod 9).

Por el Teorema 2, tenemos que n — 1 > 10°™~1 — 1. Usando esta desigualdad y el
Teorema 1-a), tenemos que

10571 =1 < — 1 = s(n) (s(n) — 1) < 9e(n) (9c(n) — 1),

esto es, si n cumple las condiciones del problema, entonces se debe cumplir la de-
sigualdad
106~ —1 < 9¢(n)(9¢(n) — 1). (8)

3Una funcién f definida en el conjunto no vacio A es estrictamente creciente si para todo x,y € A,
x > y implica que f(z) > f(y).
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Consideremos la funcién f : Z — 7Z definida como sigue:
f(n) =10""" =1 -9n(9n —1) = 10" " = 81n* +9n — 1.

Demostraremos que la funcién f es estrictamente creciente para n > 4. Consideremos
la funcién g : Z — Z definida por

g(n) = w = 10"~ — 18n + 10.

Para probar que f es estrictamente creciente para n > 4, demostraremos por induccién
enn que g(n) > 0 para todo entero n > 4.

Notemos que g(4) = 10*~! — 18 - 4 4+ 10 = 938 > 0. Si existe un entero n > 4 tal
que g(n) > 0, entonces 10"~ > 18n — 10. Multiplicando por 10 a ambos miembros
de la dltima desigualdad, tenemos que 10™ > 180n — 100, pero como n > 4, entonces
180n—100 > 18(n+1)— 10, por lo tanto, 10"+ > 18(n+1)— 10, que es equivalente
a afirmar que g(n + 1) > 0, completando la induccidn.

Luego, como f(4) = —261 < 0y f(5) = 8019 > 0, entonces podemos concluir
que f(n) > 0 para todo n > 5. Asi, la desigualdad en (8) solo es cierta cuando
c(n) € {1,2,3,4}.

= Sic(n) =1, entonces s(n) = n'y esto implica que n(n — 1) = n — 1, es decir,
n=1.

= Sic(n) = 2, entonces n es de la forma n = ab. Reemplazando en la ecuacién
original, tenemos que

(a+bla+b—1)=ab—1 <« (a+b—1)*=09a.

Esto indica que a es un digito no nulo y que es un cuadrado perfecto, es decir,
a € {1,4,9}. Sia = 1, entonces b = 3. Sia = 4, entonces b = 3. Sia =9,
entonces b = 1. Por lo tanto, en este caso los valores de n son 13, 43 y 91.

= Sic(n) = 3, entonces s(n) < 27ymn — 1 > 99. Por lo tanto,
s(n)(s(n) —1)=n—12>99.

Puesto que,
s(n)(s(n)—1)>99 < s(n)>11,

obtenemos la desigualdad 11 < s(n) < 27. No obstante, como s(n) = 1, 4 o
7 (mod 9), entonces s(n) € {13,16, 19,22, 25}. Verificando cada uno de estos
cinco valores en la ecuacién original, vemos que solo cumple s(n) = 13, pues
reemplazando obtenemos que n = 157 y que la suma de los digitos de 157 es
1+5+7=13.

m Sic(n) =4, entoncesn — 1 > 999, por lo tanto

s(n) (s(n) —1) =n —1>999.
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Asi, s(n) > 33. Notemos que s(n) < 36, pues n tiene cuatro digitos, en con-
secuencia tenemos las desigualdades 33 < s(n) < 36. Como s(n) = 1,4 o
7 (mod 9), necesariamente s(n) = 34; pero reemplazando en la ecuacién origi-
nal, obtenemos que n = 1157, lo cual es un absurdo, pues la suma de los digitos
de 1157 no es 34.

Por lo tanto, los valores de n son 1, 13, 43, 91 y 157. O
Teorema 3. Si m y n son enteros positivos, entonces s(m +n) < s(m) + s(n).
Prueba. Consideremos las representaciones decimales de m y n:

m=ag+ay-10+ay-10* +--- + Ae(m)—1 " 10¢(m)—1,
bo + by - 10+ ba - 102 + - -+ + begy 1 - 1097,

n

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que ¢(m) > ¢(n). Definamos x; = a; + b;.
Si ¢(m) > ¢(n), consideramos b; = 0 para todo ¢(n) < j < ¢(m) — 1.
Notemos que,

m+n=xo+ 110+ 22 - 10> + -+ + Tpn)_q - 10°™ 7L 9)

Six; < 9paratodo0 < i < ¢(m)— 1, entonces la igualdad en (9) es la representacién
decimal de m + n; en consecuencia, tenemos que s(m + n) = s(m) + s(n). De lo
contrario, existe j tal que x; > 9; consideramos que j es el menor de todos. Asi,
debemos hacer una correccién en la igualdad en (9) para obtener la representacion,
pues necesitamos la representacién decimal de m + n y poder calcular la suma de sus
digitos. Entonces, por ahora, a x; le debemos quitar 10 unidades para que pueda ser un
digito de la base decimal y después agregar una unidad a ;4 1:

m—+n=mzg+x1-10+ -+ (z; —10) - 107 + (zj41 +1) - 1071 + ... (10)

Notemos que al corregir una vez la igualdad en (9), la suma s(m) + s(n) disminuye en
10 y aumenta en 1 al mismo tiempo, es decir, s(m) + s(n) disminuye en 9 unidades
en total. Procedemos a hacer lo mismo en (10), buscamos el menor j tal que z; > 9y
corregimos de la misma manera que en el paso anterior. Supongamos que este proceso
se repiti6 en total k veces hasta que se logr6 obtener la representacién decimal de
m + n, entonces la suma de los digitos de m + n es igual a s(m) + s(n) — 9k, es decir,
s(m+n) < s(m)+s(n)—9k. Luego, como k > 1, entonces s(m+n) < s(m)+s(n).
Por lo tanto, s(m + n) < s(m) + s(n) y la igualdad ocurre si y solo si al sumar los
nimeros m y n de la forma usual (por columnas), no hay acarreo. o

Corolario 1. Sin > 2yay,as,...,a, son enteros positivos, entonces
s(ar+as + -+ ap) < s(ar) + s(az) + -+ s(an).

Prueba. La demostracion serd por induccién en n. Para n = 2 ya estd demostrado,
pues es el Teorema 3. Supongamos que este resultado es véalido para algin nimero
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entero £ > 2, demostraremos que el resultado también es valido para ¢ + 1. En efecto,
sean aj, as, ..., G, Gg4+1 enteros positivos arbitrarios. Por el Teorema 3, tenemos que

s(lar+as+ -+ ar+apt1) < slar +as + -+ ag) + s(apg1), (11)
y como supusimos que el resultado es vélido para ¢, entonces
s(ar +az + -+ ag) < s(ar) + s(az) + -+ + s(ar). (12)
Luego, de (11) y (12), deducimos que
s(ar +az + -+ ag+ aee1) < sar) + s(az) + -+ + s(ar) + s(aesr),

con la igualdad si y solo si al sumar los nimeros ay, as, . . ., ar, ag4+1, no hay acarreo.
O

Corolario 2. Si ay b son enteros positivos, entonces s(ab) < as(b).
Prueba. Por el Corolario 1, tenemos que

s(ab) =s(b+b+---+b) < s(b)+s(b)+ -+ s(b) = as(b),
—_——— —
a veces a veces

esto es, s(ab) < as(b). O

Comentario. Cabe mencionar que en este corolario, la igualdad ocurre si y solo si al
sumar los a niimeros b, no hay acarreo. Dicho de otro modo, si k es un digito de b,
entonces ak < 9, estoes, k < 2

Teorema 4. Si a y b son enteros positivos, entonces s(ab) < s(a)s(b).

Prueba. Notemos que s(107 - m) = s(m) para cualesquiera enteros positivos m y j.
Abhora, consideremos la representacion decimal de a:

a=xg+x;-10+ 29 -10% + -+ + Te(a)y—1 10¢(@~1
Entonces,
ab = (bxo) + (bw1) - 10+ (bxa) - 102 + -+ + (bze(a)_1) - 10

Por el Corolario 1, tenemos que

c(a)—1 c(a)—1
s(ab) < Z s(bx; - 101 s(bx;). (13)
1=0 1=0

Por el Corolario 2, tenemos que

c(a)—1 c(a)—1 c(a)—1
Z s(bz;) < Z x;8(b) = Z x; | s(b) = s(a)s(b). (14)
i=0 i=0 i=0

De (13) y (14), se sigue el resultado. La igualdad ocurre si y solo si se cumplen las
siguientes dos condiciones de manera simultdnea:
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= Cada digito r de b, cumple que rz; < 9, paratodoi =0,1,...,c(a) — 1.
= Al sumar los nimeros (bzo), (bz1) - 10, . .., (bZc(q)—1) - 10%(9), no hay acarreo.

En conclusién, para que se tenga que s(ab) = s(a)s(b), entonces al multiplicar a y b
de la manera usual, en ningiin momento del proceso debe haber acarreo. O

Ejemplo 5. Sea n un entero positivo.

a) Determinar el mayor valor que puede tomar la expresion

b) Determinar el mayor valor que puede tomar la expresion

Solucion. a) Usando el Teorema 4, tenemos que
s(10n) = s(5 - 2n) < s(5)s(2n) = 5s(2n).

Pero, como s(10n) = s(n), entonces s(n) < 5s(2n). Asi, :((2—7;)) < 5. Es claro que

podemos conseguir la igualdad haciendo n = 5. Por lo tanto, el mayor valor que
puede tomar la expresion ;((2—7;)) es o.

b) Usando el Teorema 4, tenemos que
s(100n) = s(25 - 4n) < s(25)s(4n) = 7s(4n).

No obstante, como s(100n) = s(n), entonces s(n) < 7s(4n). En consecuencia,
% < 7y la igualdad es posible conseguirla haciendo n = 25. Por lo tanto, el
s(n)

mayor valor que puede tomar la expresion (dny ©8 7.

O

Ejemplo 6. (Lista corta, IMO 2016). Determinar todos los polinomios P(x) con co-
eficientes enteros tales que para cualquier entero positivo n. > 2016, el entero P(n) es
positivoy s(P(n)) = P(s(n)).

Solucion. Larespuestaes P(z) = cdonde 1 < ¢ < 9 es un entero o P(x) = x.
Consideraremos tres casos de acuerdo con el grado de P.

Caso 1: P(z) es un polinomio constante. Sea P(x) = ¢ donde c es un entero. Entonces,
laigualdad del problema es en este caso s(c) = c. Esto se cumple siy solosi1 < ¢ < 9.
Caso 2: El grado de P es 1. Supongamos que P(x) = ax + b para algunos enteros a
y b donde a # 0. Como P(n) es positivo para valores de n suficientemente grandes,
debemos tener que a > 1. La igualdad del problema en este caso es s(an + b) =
as(n) + b para todo n > 2016. Haciendo n = 2025 y n = 2020 respectivamente,
obtenemos que

$(2025a + b) — s(2020a + b) = (as(2025) + b) — (as(2020) + b) = 5a.
Por otra parte, de acuerdo con el Teorema 3, tenemos que

5(2025a + b) = 5((2020a + b) + 5a) < s(2020a + b) + s(5a).
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Esto implica que 5a < s(5a). Como a > 1, la desigualdad anterior se cumple cuando
a = 1, en cuyo caso la igualdad del problema se reduce a s(n + b) = s(n) + b para
todo n > 2016. Entonces, tenemos que

s(n+1+4+b)—s(n+b)=(s(n+1)+b)—(s(n)+b) =s(n+1)—s(n). (15)

Si b > 0, elegimos n tal que n + 1 + b = 10* para algin entero k suficientemente
grande. Note que todos los digitos de 7 4 b son nueves, de modo que el lado izquierdo
de (15) es igual a 1 — 9%. Como 7 es un entero positivo menor que 10* — 1, tenemos
que s(n) < 9k. Por lo tanto, el lado derecho de (15) es al menos 1 — (95 —1) = 2—9k,
lo que es una contradiccion.

El caso b < 0 se puede descartar de manera andloga considerando n + 1 como una
potencia grande de 10.

Finalmente, es fdcil ver que P(z) = x satisface trivialmente la igualdad del problema,
de manera que es la Unica solucién en este caso.

Caso 3: El grado de P es mayor o igual que 2. Supongamos que el término principal
de P es agz® donde aq # 0. Es claro que ag > 0. Consideremos n = 10 — 1
en la igualdad del problema. Entonces, s(P(n)) = P(9%). Notemos que P(n) crece
asintSticamente tan réapido como n?, de manera que s(P(n)) crece asintéticamente no
mds rapido que un miltiplo constante de k. Por otro lado, P(9k) crece asint6ticamente
tan rapido como k¢. Esto muestra que ambos lados de la tltima igualdad no pueden ser
iguales para valores de k suficientemente grandes ya que d > 2.

Por lo tanto, concluimos que P(z) = cdonde 1 < ¢ < 9esunenteroo P(z) =x. O

Ejemplo 7. (Rusia 1999). Si n es un entero positivo tal que s(n) = 100 y s(44n) =
800, calcular el valor de s(3n).

Solucion. Por el Teorema 4, tenemos que
800 = s(44n) < s(44)s(n) = 8s(n) = 8 - 100 = 800.

Como en la desigualdad de arriba se da la igualdad, entonces para cualquier digito & de
n, se debe cumplir que 4k < 9,0sea k = 0, 1 0 2. Luego, si k es un digito cualquiera de
n, entonces 3k es menor que 9; en consecuencia, s(3n) = 3s(n) = 3-100 = 300. O

Ejemplo 8. Sin > 0 es un entero tal que s(n) = 2, ;cudl es el mayor valor de s(n'?)?

Solucion. Si s(n) = 2, entonces existen enteros no negativos x; y s (no necesaria-
mente distintos), tales que n = 10”* 4 10*2. Luego,

10 10
nto — Z ( . ) .10(10=F)z1+jz2 (16)

j=o \J

Usando el Teorema 3 en (16), tenemos que

10 10 10 10
S(nIO) < ZS <( _ ) ) 10(10—j)z1+jwz) — ZS (< ) )) . 17
o J i=0 J
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Puesto que (1;)) = (13%) paratodo j = 0,1,...,10, tenemos que

2 () =2-(()) ()

2[s(1) + s(10) + s(45) + s(120) + s(210)] + s(252)
20+14+94+3+3)+9
43

Por lo tanto, de (17) y (18) se sigue que s(n'?) < 43. Para demostrar que efectivamente
43 es el mayor valor de s(n'"), basta tomar n = 11, pues 1110 = 25937424601 y la
suma de los digitos de 1119 es 43. O

Construcciones y Existencias

Ejemplo 9. Demostrar que existen infinitos enteros positivos n tales que

p(n) = (s(n))*.

Solucién. Sea k > 5 un entero arbitrario. Es ficil probar que 2% > 4k.
Consideremos el nimero:

up =1111..-111444 .- - 44,
N— e N— —

2k —4k veces k veces

Notemos que p(uz) = 4% y s(u) = (28 — 4k) + 4k = 2F. Como (2¥)? = 4F,
tenemos que p(uy) = (s(ux))?. Asi, el ndmero uy cumple las condiciones deseadas.
Para concluir el problema, basta tomar todos los términos de la sucesién {uy } k>50 Pues
esta sucesion tiene infinitos términos y cada uno de ellos cumple lo pedido. o

Ejemplo 10. ;Existe alguna progresion aritmética de enteros positivos, que sea in-
Jjemp ¢ 8 prog p q

finita y estrictamente creciente, tal que todos sus términos tengan la misma suma de
digitos?

Solucion. Larespuesta es no. En efecto, supongamos que sf existe tal progresiéony sean
a el primer término de la progresidn y ¢ la cantidad de digitos de a. Si d es la diferencia
comun de la progresion, entonces d > 0, pues la progresion aritmética es estrictamente
creciente. Luego, el siguiente nimero a + 10%d también es término de la progresion.
Sin embargo, s(a+10'd) = s(a)+ s(d). Pero como todos los términos tienen la misma
suma de digitos, entonces s(a) + s(d) = s(a), lo cual implica que s(d) = 0, lo cual es
un absurdo, ya que d > 0. Por lo tanto, no existe tal progresion. O

Teorema 5. Todo entero positivo tiene un miiltiplo de la forma 111 ...11000. . .00.

Prueba. Sea n un entero positivo arbitrario. Consideremos la sucesién de n + 1 nime-
ros:
1, 11, 111, ..., 111...11
———

(n+1) veces
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Por el principio de las casillas, existen dos nimeros de la sucesién que dejan el mismo
residuo al dividirse entre n, esto es, existen ¢ > j tales que

111...11=111...11 (modn) < 111...11000...00 =0 (mod n).
—_—— Y —_——

1 veces J veces (i—j) unos J ceros

Por lo tanto, el nimero 111 ...11000. . .00 es muiltiplo de n y estd formado tinicamente
—_—
(i—7) unos  j ceros

por los digitos 0 y 1. (|

Comentario. Si n es un entero positivo impar y no es divisible por 5, entonces el
nimero

111...11,

(i—7) unos

es divisible por n. Por lo tanto, cualquier entero positivo impar que no es mdltiplo de 5
tiene un multiplo formado unicamente por digitos 1.

Ejemplo 11. Demuestre que todo entero positivo tiene un miiltiplo cuya suma de digi-
tos es impar.

Solucion. Sea n un entero positivo arbitrario. Por el Teorema 5, existe un entero posi-
tivo k tal que nk es de la forma:

111...11000...00,
——

a unos b ceros

Si a es impar, terminamos, pues se tendria que la suma de los digitos de nk es impar.
Si a es par, consideremos los siguientes nimeros:

A=999...99000...00 y B=111...11000...00.
—_— —_—

a unos b ceros a unos b+1 ceros

Es claro que ambos niimeros son miltiplos de n, por lo tanto, la suma A + B también
lo es, pero, como
A+ B =2111...1109000...00,
—_——— N——

a—2 unos b ceros

tenemos que s(A + B) =2+ (a — 2) + 9 = a + 9. Dado que a es un ndmero par, se
sigue que s(A + B) es impar. O

Ejemplo 12. (Emerson Soriano). Un entero positivo n es llamado sensacional si existe
un entero positivo miiltiplo de 792 tal que la suma de sus digitos es igual a n. Por
ejemplo, 18 es sensacional, porque 5544 es miiltiplo de 792 y la suma de los digitos de
9544 esd5+5+4+4 =18

Encontrar todos los enteros positivos que son sensacionales.

Solucion. Comenzamos con un lema.

Lema 1. Solo los enteros positivos pares y los enteros impares mayores o iguales que
11 cumplen que son iguales a la suma de los digitos de algiin miiltiplo de 11.
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Prueba. Sea n un entero positivo. Notemos que el siguiente nimero:

w=1111...1111,
—_———

2n veces

es divisible por 11, pues
w=11(10>""2 +10*" 1 + ... 4102 + 1).

Esto nos muestra que existe un multiplo de 11 cuya suma de digitos es 2n. Por lo tanto,
todo ndmero par es la suma de los digitos de algiin multiplo de 11.
Por otro lado, consideremos el nimero:

g =>506111...11 = 506 - 10%* + 111...11.
N—— S——

2t veces 2t veces

Podemos notar que ¢ es miltiplo de 11, ya que 506 y 1;1 ... 11 son ambos mudltiplos
de 11. Ademds, s(q) = 2t + 11. Como ¢ es un entero no negativo, entonces cualquier
impar mayor o igual que 11 es la suma de los digitos de algiin mdaltiplo de 11.

Solo falta demostrar que no existe ningiin miltiplo de 11 cuya suma de digitos es 1,
3,5, 7009. En efecto, para cada entero positivo m, sean A(m) la suma de los digitos
de m en posicién impar y B(m) la suma de todos los digitos de m en posicién par.
Por ejemplo, A(12345) = 5+3+1 = 9y B(12345) = 4 + 2 = 6. Es claro que
s(m) = A(m) 4+ B(m)y n = A(m) — B(m) (mod 11). Supongamos que existe un
entero positivo m, divisible por 11, tal que s(m) = j para algin j € {1,3,5,7,9}.
Entonces, como A(m) + B(m) = jy A(m) = B(m) (mod 11), tenemos que

A(m) = j — A(m) (mod 11) <  A(m) = 112” (mod 11),

pero j < 9implicaque j < 11% < 11, por lo tanto, 11% es un residuo médulo 11. En
consecuencia, A(m) > 2L > j, pero esto contradice la igualdad A(m)+ B(m) = j.
Por lo tanto, solo los impares mayores o iguales que 11 son iguales a la suma de los
digitos de algin multiplo de 11. O

Con respecto al problema, notemos que 792 = 8 - 9 - 11. Luego, si n es un niimero
sensacional, entonces n es la suma de los digitos de un multiplo de 9, y, por ende, n
también debe ser un multiplo de 9. También debemos notar que n es la suma de los
digitos de un mdltiplo de 11. Luego, por el lema anterior, n es par o es impar mayor o
igual que 11.

= Sin es par, entonces n es multiplo de 18. Consideremos el nimero:
Tp =111...11000,
—

n veces

el cual es mdltiplo de 8, 9 y 11; por lo tanto, 7} es multiplo de 792 y, ademads, la
suma de sus digitos es n.
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= Sin es impar mayor o igual que 11, entonces n = 9k, para algin impar k > 3.
Consideremos el nimero:

Tr = 10989111 ...11000 = 10989 - 10°% + 111...11-10%.
—— N——
9(k—3) veces 9(k—3) veces

Es claro que T3 es divisible por 8 y 9. Como 10989 = 11 - 999, entonces 10989

es divisible por 11. También es facil darse cuenta que el nimero 111...11 es
—
9(k—3) veces

divisible por 11, pues 9(k — 3) es par. Por lo tanto, 75 es muiltiplo de 11. De este

modo, tenemos que 75 es divisible por 792, y, ademds, la suma de sus digitos es
9k.

Por lo tanto, los niimeros sensacionales son todos los niimeros de la forma 9%, donde &
es cualquier entero positivo mayor que 1. |

Ejemplo 13. Probar que existe una potencia de 2 que en su representacion decimal
contiene una sucesion de 2017 digitos consecutivos iguales a cero.

Solucion. Para cada entero positivo ¢, definamos la funcién f(t) = ¢t — ¢(2!). Vamos
a demostrar que la funcién f toma valores tan grandes como se quiera. En efecto, ya
que 210 < 104, tenemos que 2!%% < 10*" para todo entero positivo w. Esto indica
que ¢(2'%%) < 4w. Luego, f(10w) = 10w — ¢(21°%) > 10w — 4w = 6w. Como
w es un entero positivo arbitrario, podemos tomar w tan grande como se quiera, y, en
consecuencia, f(t) es tan grande como se desee.

Abhora, consideremos un entero positivo n tal que f(n) > 2017. Si observamos la
siguiente sucesion:

20 91 92 93 ot 210"

por el principio de las casillas, existen indices 0 < j < i < 10" tales que 2° =
27 (mod 10™). Luego,

2' =27 (mod 10™) = 27 =1 (mod 5") = 29" = 2™ (mod 10™).

La congruencia 2¢-9+" = 2" (mod 10™) nos indica que en los tltimos n digitos de
2777 hay n — ¢(2") digitos consecutivos iguales a 0 y, como n — ¢(2") > 2017,
entonces 277" es la potencia de 2 que estamos buscando. |

Ejemplo 14. Probar que todo entero positivo n tiene un miiltiplo cuya suma de digitos
es igual an.

Solucidon. Sean un entero positivo arbitrario y sean z, y, k, enteros no negativos, tales
que n = 2% - bY - k, donde £ es un nimero impar no divisible por 5. A continuacién
construiremos un multiplo de n cuya suma de digitos es igual a n. En efecto, como k'y
10 son coprimos, entonces por el teorema de Euler, tenemos que 1090 =1 (mod k),
y, en consecuencia, 10?(*)'» = 1 (mod k) para cualquier entero no negativo h. Luego,

A=1+10°0 41020 4 ... 410 De®) = p (mod k);
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pero como k divide a n, entonces A es divisible por k. Note que entre los digitos de A
hay exactamente n digitos iguales a 1 y los restantes son iguales a 0, asi, s(4) = n.
Luego, el niimero que estamos buscando es A - 10™#(*-%)  pues es divisible por n y la
suma de sus digitos es n. o

Ejemplo 15. Probar que existen infinitos enteros positivos que son divisibles por la
suma y el producto de sus digitos.

Solucion. Para cada entero positivo k, sea uy, el nimero formado por 3* digitos iguales
a1, es decir,

up =111...11.
—_—

3k veces

Es fécil notar que para todo entero positivo n, u,, es divisible por el producto de sus
digitos, pues ese producto es igual a 1. Demostraremos por induccién en n que u,, €s
divisible por la suma de sus digitos, esto es, probaremos que u,, es divisible por 3"
para todo entero positivo n. En efecto, para el caso n = 1, sabemos que el nimero
u1 = 111 es divisible por 3. Supongamos que existe un entero positivo k tal que uy es
divisible por 3*.

Observemos que,

Ups1=111...11=111... 11111 ... 11111 ... 11 = uy,(10*%" + 10" +1).
—_—

3k+1 veces 3k veces 3k veces 3k veces

Como 103" = 1 (mod 3), el nimero 1023 + 103" + 1 es divisible por 3. En con-
secuencia, el nimero u;€(102'3’c +10%" + 1) es divisible por 3!, completando asi
la induccién. Para terminar con el problema, basta con tomar la coleccién de nimeros
{un},>1. pues esa coleccién es infinita y cada uno de esos niimeros es divisible por la
suma y el producto de sus respectivos digitos. o

Ejemplo 16. (Rioplatense, Nivel 2, 2012). Encontrar el menor entero positivo n tal
que
s(n) = s(2n) = 5(3n) = --- = 5(2012n).

Solucion. Sea n el nimero que buscamos. Primero demostraremos que c¢(n) > 4. En
efecto,

= Sic(n) = 1, entonces s(n) = ny s(11n) = 2n, pero esto implica que n = 2n,
es decir, n = 0, lo cual es un absurdo, ya que n es positivo.

= Sic(n) = 2, entonces n es de la forman = ab. Luego, como
s(ab) = s(101ab) = s(abab),

entonces a + b = 2(a + b), es decir, a + b = 0, pero esto también es un absurdo
yaquea+b> 1.
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= Sic(n) = 3, entonces n es de la forma n = abc. Luego, como
s(abc) = s(1001abc) = s(abcabe),

entonces a + b + ¢ = 2(a + b + ¢), implicando que a + b + ¢ = 0, pero esto
nuevamente es un absurdo, pues es claro que a + b + ¢ > 1.

Por lo tanto, ¢(n) > 4. Supongamos que ¢(n) = 4y sea aiaz - - - ax la representacién
decimal de n. Notemos que 1001arazasas; = ajaza3a4000 + ajazasag, luego, al
sumar los nimeros ajasasa4000 y Grazazay, obtenemos

a1 as az a4 0 0 O +
ajq ag a3z a4

. Qg a3 a4

donde podemos observar que a4 4+ a; > 9, pues de lo contrario, tendriamos que

1001n = ajazasz(a1 + aq)azasaq,

lo cual implica que s(1001n) > s(n), que es un absurdo.
Sias < 9, tenemos que

1001n = ajaz(as + 1)(a1 + ag — 10)azasay,

pero entonces s(1001n) > s(n), lo cual es un absurdo. Asi, az = 9.
Sias < 9, entonces

1001n = a1 (a2 + 1)0(a1 + a4 — 10)agasay,

de donde claramente s(1001n) > s(n), lo cual es un absurdo. Por lo tanto, as = 9.
Sia; < 9, entonces

1001n = (a1 + 1)00(a1 + a4 — 10)asasay,

pero entonces s(1001n) > s(n), que también es un absurdo. Por lo tanto, a; = 9.
Como ya sabemos que a; = a2 = a3z = 9, entonces al calcular nuevamente 1001n,
tenemos que 1001n = 1000(aq — 1)99a4. Luego, como s(1001n) = s(n), se sigue
que

$(1000(as — 1)99a4) = $(999a4) <  2a4 + 18 = ayq + 27,

lo cual implica que a4 = 9. Basta demostrar que el nimero 9999 satisface las con-
diciones del problema para concluir que es el nimero buscado. En efecto, sea k un
entero tal que 1 < k£ < 2012. Si k£ es multiplo de 10, entonces 9999k también es
miiltiplo de 10 y por lo tanto, 9999% = 10k’ para algin entero positivo &’. Entonces,
$(9999k) = s(10k") = s(k’) = s(9999L). Luego, podemos suponer que k no es
miiltiplo de 10. Como k < 10000, se sigue que k es de la forma k = abcd donde a, b,
¢y d son digitos (por ejemplo, 58 = 0058). Como 9999 = 10000 — 1, tenemos que

9999k = 10000k — k = abcd0000 — abcd.
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Ademais, 0 < d < 9 implica que

9999k = abce(d — 1)(9 — a)(9 — b)(9 — ¢)(10 — d).

Asi, $(9999k) =a+b+c+(d—1)+(9—a)+(9—b)+(9—c)+ (10— d) = 36
donde k es cualquier entero entre 1y 2012, inclusive. O

Ejemplo 17. (Emerson Soriano - Lista Corta Cono Sur 2013). Una sucesion estricta-
mente creciente e infinita de enteros positivos es llamada n-elegante si se cumplen las
siguientes dos condiciones:

= Cualesquiera dos términos de la sucesion son coprimos.
= La suma de los digitos de cada término de la sucesion es n.

Demostrar que existen infinitos enteros positivos n para los cuales es posible encontrar
una sucesion n-elegante.

Solucion. Vamos a demostrar que para todo entero positivo k, siempre es posible en-
contrar una sucesién 2*-elegante. En efecto, consideremos el siguiente niimero

2k 1
a= Y 10"
i=0
y la sucesién {a;},-, definida por a; = a y, para todo entero positivo i > 1,
2k

—1
10j'¢(Pi),

J=0

Q41 =

donde P; es el producto de todos los divisores primos del producto ajas - - - a;. Es facil
notar que dicha sucesion es estrictamente creciente, todos sus términos son coprimos
con 10, y ademds s(a;) = n, para todo entero positivo i.

Si existen ¢ > j tales que a; y a; no son coprimos, entonces existe un niimero primo
p tal que a; y a; son miltiplos de p. Como p es factor primo de a;, entonces p divide
a P;_q; por tanto, ¢(P;_1) es divisible por ¢(p). Luego, como a; es coprimo con 10,
entonces .

109 ¢Pi-1) — 104’(1’)'% =1 (mod p),

paratodo j = 0,1,...,2¥ — 1. Asf, a; = 2* (mod p), pero como a; también es
miiltiplo de p, entonces 2" es miiltiplo de p. En consecuencia, p = 2, lo cual es un
absurdo, pues a; es impar. De este modo, concluimos que todos los términos de la
sucesion mencionada son coprimos dos a dos. Por lo tanto, concluimos que la sucesién
{ai},~, es 2F-elegante. O

Ejemplo 18. Demostrar que para todo entero positivo n existe un entero positivo k
(que depende de n) que satisface simultdneamente las siguientes dos condiciones:

s En la representacion decimal de 5%, hay al menos n digitos iguales a 5.
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= La suma de los digitos de k es menor o igual que la suma de los digitos de n.

Solucion.

Lema 2. ¢(5™) < m para todo entero m > 4.

Prueba. Es claro que si w es un entero positivo, entonces c¢(5w) = ¢(w) o c(w)+1, ya
que 5w < 10wy ¢(10w) = c(w) + 1. Esto muestra que en la sucesién de las potencias
de 5, la cantidad de digitos de un término que no sea el primero, tiene un digito méis que
el término anterior o se mantiene. Por lo tanto, como 5% = 625, entonces c(5%) < 4.
En consecuencia, ¢(5") < m para todo entero m > 4. O

Lema 3. m — ¢(5™) > 3 para todo entero m > 10.

Prueba. Notemos que 50 = 9765625y 10 — ¢(5'°) = 3. Luego, si un entero positivo
t > 10 cumple que t — ¢(5) = 3, entonces (t+1) —c(5!71) > t+1—(c¢(5%)+1) =3
(note que el Lema 2 implica que ¢ — ¢(5%) > 0 para cualquier entero ¢ > 10). Por lo
tanto, si m > 10, entonces m — ¢(5™) > 3. O

Con respecto al problema, haremos la demostracion por induccién en n. Observemos
que paran = 1, basta tomar k = 1, pues 5! tiene al menos un digito 5y 1 = s(k) <
s(n) = 1. Paran = 2, basta tomar k = 10, pues 5! = 9765625 tiene al menos n = 2
digitos igualesa 5y 1 = s(k) = s(10) < s(n) = s(2) = 2.

Supongamos que existe un entero n > 3 que satisface las dos condiciones, esto es,
existe un entero positivo k tal que 5” tiene al menos n digitos igualesa 5y s(k) < s(n).
Debemos probar que n + 1 satisface ambas condiciones del problema. En efecto, como
n > 3, k no puede ser igual a ninguno de los enteros del 1 al 9, pues ninguno de los
nimeros 5, 52,52, ..., 5% tiene al menos tres digitos iguales a 5. Por lo tanto, k > 10y
por el Lema 3 se cumple que k — ¢(5%) > 3.

y—1

— 542" = 1 (mod 2¢6)),

=1 (mod 2C(5k)), es decir, el nimero

k . c(5F
Como 5y 2¢C") son coprimos, entonces 52

ky k c(5%)
pero como 2¢(>)=1 | 10¢5™) entonces 5'°

5100(5k) 1

—— €S un entero positivo.
2¢(5™) L .
Analicemos el siguiente nimero:

k—c(5") 5107 1 (5"
E - 5 ¢ X W X 1OC .

c(5k
Simplificando E, obtenemos que E = 58+10°°” _ 5k Ppor 1o tanto,

10C(5k) 5
<5k_c(5k) % %) « 100(5k) + 5k — 5k+10c(.)k) (19)

Demostraremos que, para que n + 1 cumpla la propiedad, basta con tomar ky = k +
106(5k). Por el Teorema 3, tenemos que

s(k +10°6")) < s(k) + 5(10°G")) = s(k) + 1 < s(n) + 1.
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Ahora, solo falta probar que el nimero 5k+106(5k) tiene al menos n 4 1 digitos iguales
a 5. En efecto, notemos que en el lado izquierdo de la igualdad (19), el primer sumando
termina en c(5%) ceros. Esto quiere decir que al sumar ambos sumandos en (19) no hay
acarreo.

Por otro lado, notemos que

10655 e(5") 10e(5F) c(sk)
0 1= JIGTF 4+ )5 -1 (20)

i=1

Como 5° + 1 = 2 (mod 4) para cualquier entero positivo i, entonces

c(5%) k
c(5%)
v J[6™ +1) | =5, @1)
1=1

donde v (a) denota al mayor entero no negativo tal que 2*2(*) | a siendo a un entero
positivo.

Es claro que si w es un entero positivo impar, entonces 5 —1 = 4(5%¥ =1 45¢ =2 4. .. 4
541), pero como (5* ! + 572 + ... + 5 4 1) es impar, resulta que v5(5* — 1) = 2.
En particular,

5% _
v | 5 1) =2. 22)
De (20), (21) y (22), concluimos que

c v,k:
Vs (510 - 1) = c(5F) + 2.
c k
Luego, como k — ¢(5%) > 3, entonces k > v (510 e 1). Asi, tenemos que

Cv,k
E—c(5%) > 1o (510 A 1) —¢(5%).

Esta dltima desigualdad muestra que el nimero

k—c(5") 1 1
I

cumple que su dltimo digito distinto de cero es 5. Por lo tanto, en la igualdad (19) se

P sk . PR
concluye que el nimero 5++10 “" tiene al menos n + 1 digitos iguales a 5, ya que
por hipétesis el nimero 5* tiene al menos n digitos iguales a 5, quedando completa la
induccidn. (]

Problemas Propuestos

Problema 1 (Putnam, 1956). Demuestra que todo entero positivo tiene un muiltiplo
que en su representacion decimal, contiene al menos una vez a todos los digitos del O
al 9, inclusive.
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Problema 2 (Cono Sur, 1998). Demuestra que al menos el 30 % de los elementos del
conjunto

{1,2,3,...,10°},
cumplen que el primer digito de 2", en su representacion decimal, es 1.

Problema 3 (Rusia, 1999). ;Existen 19 enteros positivos, con igual suma de digitos,
tales que la suma de todos ellos es igual a 1999?

Problema 4 (Cono Sur, 2000). Demuestra que para cada entero positivo n, existe un
entero positivo que es divisible por el producto de sus digitos, tal que ese producto es
mayor que 102990,

Problema 5 (Cono Sur, 2007). Demuestra que para cada entero positivo n, existe
un entero positivo k tal que la representacion decimal de cada uno de los siguientes
niimeros:

k, 2k, 3k, ..., nk,
contiene al menos una vez a todos los digitos del 0 al 9, inclusive.

Problema 6 (Selectivo Pert - Cono Sur, 2009). Determina todos los enteros positivos
n para los cuales existen cuatro enteros positivos a < b < ¢ < d, tales que

s(a) = s(b) = s(c) =s(d) =s(a+b+c+d) =n.

Problema 7 (OMCC, 2003). Diremos que un entero positivo es tico si la suma de sus
digitos, en el sistema decimal, es miiltiplo de 2003.

a) Demuestra que existe un entero positivo N tal que sus primeros 2003 muiltiplos
(positivos): N,2N,3N, ...,2003N, son todos ticos.

b) ¢Existe algiin entero positivo N tal que todos sus miltiplos sean ticos?

Problema 8 (Cono Sur, 2008). Determina todos los enteros positivos que tienen al

menos un miiltiplo que es un niimero capiciia®.

Problema 9 (Iberoamericana, 2016). Sean k un entero positivo y a1, as, . . ., ay digi-
tos. Demuestra que existe un entero positivo n tal que los 2k ultimos digitos de 2" son,
en algiin orden, a1, as, . .., ak, b1,bs, ..., by, para ciertos digitos by, bs, . .., by.

Problema 10 (Selectivo Perti - Cono Sur, 2008). Sea a y b enteros positivos, ninguno
de ellos divisible por 10. Demuestra que existe un entero positivo n tal que s(an) >

s(bn).

Problema 11 (Iberoamericana, 2012). Demuestra que para todo entero positivo n,
existen m enteros positivos consecutivos tales que ninguno de ellos es divisible por la
suma de sus respectivos digitos.

4Un niimero capiciia es un nimero que se lee igual de derecha a izquierda que de izquierda a derecha.
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Problema 12 (APMO, 2014). Demuestra que para todo entero positivo n, existen
enteros positivos ai, as, . . . , Gy, que satisfacen las siguientes condiciones:

s(ar) < s(ag) <+ <s(an) y s(ai) =plait1)
paratodoi = 1,2, ..., n, considerando que an1 = aj.

Problema 13. Demuestra que para todo entero k > 2, existe una potencia de 2 tal
que, entre sus ultimos k digitos, al menos la mitad son iguales a 9.

Problema 14 (Selectivo Peru - Ibero, 2010). Determina todos los enteros positivos N
para los cuales existen tres enteros positivos a, b, ¢ coprimos dos a dos, tales que

s(ab) = s(bc) = s(ca) = N.
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