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Introduccion

El propésito de este texto es introducir algunas técnicas de resolucién de problemas en
ecuaciones diofantinas desde el estudio de un ejemplo particular: el teorema de Fermat
de la suma de dos cuadrados. Una ecuacién diofantina es cualquier ecuacién de la
forma

f(SCl,SCQ,...,In):O, (1)

donde f es una funcién polinomial en n variables con coeficientes racionales. El caso
que nos interesa es cuando f es un polinomio con coeficientes enteros con n > 2
y la ecuacién (1) en este caso se denomina ecuacién diofantina algebraica. En este
contexto, resolver una ecuacién diofantina algebraica significa determinar cuéles son
todas las configuraciones (x1, za, . .., x,), donde a1, z3, . . . , &, son nimeros enteros
que satisfacen (1).

El estudio de técnicas para resolver cierto tipo de ecuaciones diofantinas se vuelve muy
importante a partir de la resolucion del problema diez de Hilbert, el cual establece que
no hay un método general para resolverlas. La lista de problemas de Hilbert es la mds
famosa en el 4mbito matematico y consiste de 23 problemas que formul6 el matematico
David Hilbert en el Congreso Internacional de Matematicas en Paris en 1900. Segin
Hilbert, dichos problemas era en los que valia la pena trabajar en el nuevo milenio.

2Este articulo estd basado en una platica titulada Técnicas de resolucién de problemas en ecuaciones
diofantinas que se presenté el 25 de octubre de 2016 en la sesion especial por el treinta aniversario de la
Olimpiada Mexicana de Matematicas. Esta sesion tuvo lugar en el XLIX Congreso Nacional de la Sociedad
Matemadtica Mexicana en Aguascalientes, Aguascalientes.
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El problema diez de Hilbert consiste en determinar si es posible encontrar un proceso
en el que en una cantifidad finita de operaciones se sefiale si una ecuacién diofantina
tiene una solucién en los niimeros racionales. En 1970, Yuri Matiyasevich demostrd,
con la ayuda del trabajo previo de Martin Davis, Hilary Putnam y Julia Robinson, que
no es posible decidir la existencia de soluciones de una ecuacién diofantina. Mds atn,
demostr6 que existe un polinomio explicito F(zg, 21, X2, ..., Z,) tal que no hay un
algoritmo que, dado un entero a como entrada, pueda decidir en un nimero finito de
pasos si la ecuacion F'(a, 1, xa, ..., x,) = 0 tiene una solucién en los enteros.
Como las técnicas de resolucion de ecuaciones diofantinas son demasiadas, nos limita-
remos a desarrollar las que surgen al trabajar con una ecuacién diofantina particular:

n=a%+ b2 2)

Esta ecuacidn aparece de manera natural cuando se estudian las ecuaciones diofantinas
en tres variables cuyo mdximo exponente es 2. Una ecuacién mds sencilla que también
sirve de motivacién para (2), es la ecuacién de las ternas pitagéricas:

A =a®+ b2 3)

Se puede demostrar que las soluciones en los enteros positivos de (3) son de la forma
a = p?—q% b= 2pq,c= p?+q>, para cualesquiera dos enteros p y q tales que p > q.
El problema 1 ayuda a demostrar este hecho.

Este articulo se divide en tres partes. En la primera se dard respuesta a la interrogante
detrds del teorema de Fermat: ;cudles son los enteros que se pueden escribir como suma
de dos cuadrados de enteros? Las siguientes dos secciones desarrollan dos preguntas
de investigacidn relacionadas con el teorema principal. Se concluye con una lista de
problemas para aplicar lo expuesto en el articulo.

El teorema de Fermat de la suma de dos cuadrados

Si se hacen los célculos para los primeros enteros positivos, es posible determinar que
3 no se puede escribir como suma de dos cuadrados. Los siguientes: 6, 7, 11, 12, 14,
15, etc., no arrojan demasiada informacién respecto a cémo deben ser estos nimeros.
La clave en estas situaciones es restringir el problema a una familia de enteros, por ello,
se resolverd primero la ecuacién diofantina:

p= a? + b2, @)

con p un primo. Para poder resolver (4) serd necesario desarrollar una teoria llamada
aritmética modular.

Definicion 1 (Congruencias). Dos enteros a 'y b son congruentes médulo un entero n
si n divide a a — b. Se escribird a = b (mod n) para indicar que a es congruente a b
modulo n.

Bajo la definicién anterior, todo entero es congruente a 0, 1,2 o 3, médulo 4. Ademas,
el cuadrado de todo entero serd congruente a 0 o 1 médulo 4. Asi, p = a®+b2=0,1
0 2 (mod 4). Esto elimina la posibilidad de que un primo de la forma 4k + 3 se pueda
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escribir como la suma de dos cuadrados. Un desarrollo introductorio de la aritmética
modular se puede consultar en el libro Teoria de niimeros de Maria Luisa Pérez Segui.
Todo nimero primo distinto de 2, es de la forma 4k + 1 o de la forma 4k + 3. Por la
observacién anterior, para que un primo sea suma de dos cuadrados, entonces p debe
ser 2 o de la forma 4k + 1. Resulta que estos nimeros si se pueden escribir como
suma de dos cuadrados. Para probarlo y eliminar algunos casos en la versién general
del problema se demostrard el siguiente lema:

Lema de Lagrange: La ecuacién u? + 1 = 0 (mod p) tiene solucién si y solo si
p=1(mod4)op=2.

Demostracion: Este lema utiliza dos teoremas cldsicos de teoria de ndmeros, el teo-
rema pequefio de Fermat y el teorema de Wilson.

Teorema pequeiio de Fermat: Si p es un primo y a es un entero que no es multiplo
de p, entonces a?~! = 1 (mod p).

Teorema de Wilson: Si p es un primo, entonces (p — 1)! = —1 (mod p).

Las demostraciones de ambos teoremas, asi como ejemplos y ejercicios, se pueden
consultar en el libro Teoria de niimeros. Supongamos que la ecuacién u? +1 = 0 (mod
p) tiene solucién y que p = 4k + 3 con k un entero positivo. Como u? + 1 = 0 (mod
p), entonces med(u, p) = 1; asi, por el teorema pequefio de Fermat, uP~! = 1 (mod p).
Entonces, u***2 = 1 (mod p). Sin embargo, u***+? = (u2?)?k+! = (—1)%+1 = 1
(mod p). Por tanto, 1 = —1 (mod p), es decir, p = 2, lo cual es una contradiccién.
Entonces,p =1 (mod4)op = 2.

Ahora, si p = 4k + 1 para algiin entero positivo k, el teorema de Wilson nos garantiza
que:

0 = (p )'+1
1:2-(2k—1)- (2k) - 2k +1) - 2k +2) -+ (4k — 1) - (4k) + 1
1.2 (2k—1)- (2k) - (=2k) - (=(2k — 1)) -+ (=2) - (=1) + 1
(— 1) "((2k))? +1
((2K))? 41 (mod p).

Asi, u = (2k)! es una solucién de u? 4+ 1 =0 (mod p). Para el caso p = 2, basta con
verificar que © = 1 cumple. Con lo que queda demostrado el lema de Lagrange.

Para concluir que todos los primos de la forma p = 4k + 1 pueden escribirse como
suma de dos cuadrados es necesario introducir una nueva herramienta: el principio de
las casillas.

Principio de las casillas:  El principio de las casillas establece que si se colocan £+ 1
objetos en k casillas, entonces se tendran que colocar dos objetos en una misma casilla.
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La dificultad de los problemas que se resuelven al aplicar un argumento que usa el
principio de las casillas radica en identificar cudles son los objetos y cudles son las ca-
sillas. Para una discusién a profundidad de cémo utilizar el principio de las casillas, se
recomienda consultar el libro Principio de las casillas de José Antonio Gémez Ortega,
Rogelio Valdez Delgado y Rita Vazquez Padilla. Demostraremos el siguiente lema:

Lema 1: Los primos de la forma 4k + 1 se pueden escribir como suma de dos cua-
drados.

Demostracion: En este caso las casillas serdn los ndimeros 0,1,2,...,p — 1, estos
cumplen que cada entero es congruente a uno de ellos médulo p. Los objetos corres-
ponderdn a los enteros de la forma uz — y, donde u es el entero que se obtuvo en el
lema de Lagrange y 0 < z,y < /p. El niimero de parejas (z,y), que cumplen las
condiciones del problema es (|,/p] + 1)* > (,/p)> = p. Por tanto, hay al menos
p + 1 enteros de la forma ux — y y p posibles congruencias médulo p, entonces el
principio de las casillas nos garantiza que existen dos enteros uz; — y; y uZa — ¥
tales que ux; — y1 = uxs — yo (mod p). Entonces, u(x; — x2) = —(y1 — y2) (mod
p), por tanto, u?(z; — x2)? = (y1 — y2)? (mod p). Pero, u?> = —1 (mod p), entonces
—(z1 — 12)? = (y1 — y2)? (mod p). Luego, (z1 — x2)? + (y1 — y2)? es un miltiplo
de p. Sin embargo, 0 < (z1 — 22)* + (y1 — ¥2)* < (y/p)* + (y/p)* = 2p. Por tanto,
(r1 — 12)? + (y1 — y2)? = p, con lo que queda demostrado el lema. O

Para demostrar el teorema principal es necesario probar un lema que se obtiene por
medio de una manipulacién algebraica conocida como la identidad de Brahmagupta.
Su demostracién es inmediata al desarrollar ambos lados.

Identidad de Brahmagupta: Si a, b, ¢, d son nimeros reales, entonces

(a® + b2)(c® + d?) = (ac — bd)? + (ad + be)?.

Lema 2: Sin y m se pueden escribir como la suma de dos cuadrados, entonces nm
también se puede escribir como la suma de dos cuadrados.

Demostracion: Sin = a?+b%y m = c¢?>+d?, laidentidad de Brahmagupta garantiza
que mn = (ac—bd)? + (ad + be)?. Por tanto, mn se puede escribir como suma de dos
cuadrados. 0

Definicién 2. Un entero m es libre de cuadrados si todo primo p que divide a m es tal
que p? no divide a m.

Teorema de Fermat de la suma de dos cuadrados: Un entero positivo n es la suma
de dos cuadrados si y solo si cada factor primo p de n tal que p = 3 (mod 4) aparece
con un exponente par en la factorizacién en primos de n.
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Demostracion: Sean un entero, entonces lo podemos escribir comon = r2m donde
m es un entero libre de cuadrados. Si n = a® + b2, con n,a,b € Z, entonces n =
d?(2* +y?) donde d = med(a, b), a = dz y b = dy. Asi, 5 = TZ;” = 2%+ y?. Como
m es libre de cuadrados, entonces d? divide a 72, por tanto, x? + y2 = tm, para algtin
entero t. Sea p un primo divisor de m. Supongamos que p = 4k + 3, para un entero
k. Se sabe que 22 + y? = 0 (mod p) y que med(x,y) = 1, entonces med(z,p) =
mcd(y, p) = 1. Ademds, #2 = —y? (mod p), entonces (22)2k+1 = (—1)2k+1(y2)2k+1
(mod p), que equivale a zP~1 = —yP~! (mod p). Pero, mcd(z,p) = mcd(y,p) = 1,
entonces el teorema pequefio de Fermat asegura que 2P~ = y?~! = 1 (mod p), asi
= —1 (mod p). Por tanto, p = 2, lo cual es una contradiccion. Entonces, todo divisor
primo p de m cumple que p =1 (mod 4) o p = 2.
Ahora, si todo factor primo p tal que p = 3 (mod 4) aparece con exponente par en la
descomposicién en factores primos de n, entonces m solo puede tener como factores
primos a 2 y a primos p tales que p = 1 (mod 4). Dado que 2 =12 + 12 y el lema 1 es
cierto, entonces todo factor primo de m se puede escribir como suma de dos cuadrados.
Por tanto, el lema 2 garantiza que m se podrd escribir como suma de dos cuadrados,
asi m = 2% + y2, con x e y enteros. Entonces, n = (rz)? + (ry)2. En conclusién, n se
puede escribir como suma de dos cuadrados. O

La siguiente demostracion de Dietmann y Elsholtz ilustra cémo utilizar el teorema
anterior para resolver ecuaciones diofantinas. Se invita al lector a intentar resolver el
problema antes de ver su solucién.

Problema 1: Sea p un primo con p = 7 (mod 8). Demuestra que no hay enteros
positivos z, y, z tales que 22 + 3% + 2% = p?.

Demostracién:  Si existiera una solucién, entonces 2 +y? = (p — 2?)(p + 22). Si 2
es par, entonces p — 22 = 3 (mod 4). Si z es impar, entonces p + 22 = 3 (mod 4). En
ambos casos p — 22 0 p + 22 contiene un primo divisor ¢ tal que ¢ = 3 (mod 4) y que
es de multiplicidad impar. En efecto, sin = p+220on =p+ 22 ysi

n = 2% H pﬁp H q'Yq
p=1 (mod 4) g=3 (mod 4)

donde p corre sobre todos los primos de n de la forma 4%k + 1 en el primer producto, ¢
corre sobre todos los primos de n de la forma 4k + 3 en el segundo producto y 7y, son
todos pares, entonces

,
n=20 [ 1% J[ @k+3v =20 J[ (16k2 +24k,+9)7
p=1 (mod 4) g=3 (mod 4) g=3 (mod 4)
= 2° (mod 4),

que no puede ser congruente con 3 médulo 4. Por tanto, por el teorema de Fermat de la
suma de dos cuadrados, tanto p — z? como p + 22 son divisibles por ¢. Luego, la suma
de ambos nimeros, 2p, y su diferencia, —222, son divisibles entre q. Dado que p es un
primo, entonces p = ¢; ademds como z # 0, entonces ¢ divide a z. Lo anterior implica
una contradiccién pues z2 + y2 + 2% > ¢* > ¢* = p?.
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Unicidad de las soluciones

Una vez resuelto el problema inicial sobre qué enteros se pueden escribir como la
suma de dos cuadrados, la pregunta que surge es: ;dicha representacion es tinica en los
enteros positivos? Es decir, ;puede ocurrir que n = a?+b? = c2+d? conn, a, b, c,d €
Z* y{a,b} # {c,d}? Larespuesta es afirmativa, por ejemplo: 65 = 12 +82 = 42472,
Sin embargo, conocer cudntas representaciones tiene un nimero como suma de dos
cuadrados es complicado. En este apartado resolveremos el problema anterior para los
primos.

Lema 3: Si hay dos pares no ordenados (z,y) de enteros positivos que satisfacen la
ecuacion

22 4y =n,

entonces n es compuesto.

Demostracién 1: Suponga que existe un primo n = p tal que 22 + y? = n tiene
dos soluciones enteras positivas (a,b) y (¢, d). Sin pérdida de generalidad, ac + bd >
ad + bc. Sea w una circunferencia de didmetro /p. Por el teorema de Pitdgoras es
posible construir un cuadrildtero convexo ABC'D con vértices en w tal que AB = a,
BC=0bCD=c,DA=dy AC = /p. Sea BD = ry sea X la interseccién de AC
y BD. Como ABCD es ciclico, el teorema de Ptolomeo® garantiza que AC - BD =
AB-CD + BC - DA, es decir, 7,/p = ac + bd. Denotemos poru = BX,v = XDy
t=AX.

A
x D
X
B
C
La ley de senos en el AAX B dice que ¥ = % = %. Pero, por la ley

de senos en AABD y AABC, se tiene que sen(ébBAC) = Sen(ngC) =P =

3Ver en el apéndice el teorema 23.
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DA d b _ sen(£BAC) _ b .
Sea(ZABD) — sen(ZABD)’ entonces, ; = Sen(ZABD)" Por tanto, £ = 4> que equivale
ab+cd)

au = %. De manera andloga se demuestra que v = ff As,r=u+v=t ( -
Ahora, por potencia de un punto desde X se tiene que AX - XC = BX - X D, es decir,

t(yp—t) =uw =12 (%) Entonces, t = /p (bc‘_’fad). Por tanto, r = /p (Zgi;g)
Pero, r,/p = ac + bd, entonces, p = W. Asi, p divide a ac + bd o divide a
ad + be. Si p divide a ac + bd, entonces p < ac + bd = /P, que equivale a NS
No obstante, se sabe que BD = r es una cuerday AC = /D €s un didmetro, entonces
ABCD es un rectangulo, que implica que a = ¢y b = d, una contradiccién. Ahora, si
p divide a ad + bc, entonces p < ad + be < ac + bd = r,/p, que equivale a \/p < 7;
la conclusién se sigue como en el caso anterior. Por tanto, n debe ser compuesto*. [

Demostracién2:  Sean (a,b) y (c, d) dos soluciones de 2% +y? = n. Entonces, a # c
y a # d. Podemos asumir sin pérdida de generalidad que a > c¢. Entonces, (a + ¢)(a —
¢) = (d + b)(d — b). Por tanto, existen enteros m,n, p, q tales que mcd(n,p) = 1,

1
a+c=mn,a—c=pq,d+b=mp, d— b = nqg. Entonces, a = 5(mn—|—pq),

b= 5 (ng+mp) y dn = 4(a®+b%) = (mn+pq)*+(ng+mp)* = (m*+4*)(n?+p).
Asuma que n es primo. Entonces, sin pérdida de generalidad, m? +¢? = 2o m?+¢® =
4. En el primer caso m = ¢ = 1, lo que implica que a = d, que es una contradiccion.
El segundo es imposible para enteros positivos. Por tanto, n debe ser compuesto. [
El siguiente teorema resuelve el problema del nimero de representaciones de un entero
positivo como suma de dos cuadrados, el lector interesado puede consultar su demos-
tracién en el punto 5.10 del libro Introduccion a la teoria de los niimeros de Ivan Niven
y Herbert S. Zuckerman.

Teorema 2: Sea n un entero positivo y escribamos

n=2* [ »* [ o

p=1 (mod 4) g=3 (mod 4)

donde p corre sobre todos los primos de n de la forma 4k + 1 en el primer producto
y q corre sobre todos los primos de n de la forma 4k + 3 en el segundo producto.
Sea N(n) el nimero de soluciones de 2% + y? = n 'y sea Q(n) el nimero de parejas
(z,y) de enteros tales que (z,y) = 1y 2> +y*> = n. Siaes 00 1y todos los v,
son 0, entonces Q(n) = 2!72 donde ¢ es el nimero de primos de la forma 4k + 1 que
dividen a n. En otro caso, Q(n) = 0. Si todos los -y, son pares, entonces N(n) =
4T]p=1 (mod 4)(Bp + 1). En otro caso, N(n) = 0.

4Esta demostracién fue comentada al autor por Pablo Soberén Bravo. La identidad p = %W

es un caso particular del siguiente resultado: en un cuadrildtero ciclico ABCD, si a, b, ¢, d, x e y

denotan las longitudes de los segmentos AB, BC, CD, DA, AC y BD, respectivamente, entonces

x? w ey’ = M una demostracion de este resultado se puede consultar

+
en la pagina 25 del libro Advanced Trlgonometr} de C. V. Durell y A. Robson.
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El problema de Waring

Alrededor de 1770, Waring afirmé que todo niimero natural se puede expresar como
suma de 4 cuadrados, 9 cubos, 19 potencias cuartas y asi en adelante. El problema que
planteaba esa afirmacién era que para cada entero positivo & existia un entero positivo
s tal que todo nimero natural se puede expresar como suma de s enteros elevados a la
k-ésima potencia. Esto quiere decir que todo niimero natural n tiene una expresion de
la forma:

n:a:]f+x§+~-~+:17§. (&)

El siguiente lema demuestra que dado un entero positivo k, un s demasiado pequefio
no funcionara.

Lema 4: Dado un entero positivo k, existe un entero que no se puede expresar como
suma de 2% + (2)¥ — 3 enteros a la k-ésima potencia.

Demostracion: Sea ¢ = (3)*. Considera el nimero n = 2¥¢ — 1 < 3* que solo
puede representarse con términos de la forma 1% y 2%, Dado que n = (¢ — 1)2% +
(2% — 1)1*, entonces n requiere 2¥ + ¢ — 2 sumandos a la k-ésima potencia. O

Hilbert probd en 1909 que para cada entero positivo k existia una s tal que la ecuacién
(5) tiene solucién en los enteros para todo natural n. El problema de Waring consiste
en encontrar para cada entero positivo k el menor entero s, que se denota como g(k),
para el cual la ecuacién (5) tiene solucién en los enteros para todo natural n. Dicho
problema atin estd abierto. Hardy se dio cuenta que solo unos nimeros muy especiales
necesitaban 9 cubos para poder escribirse como suma de cubos y que, en general, son
pocos los nimeros que necesitan g(k) sumandos para escribirse como suma de enteros
a la k-ésima potencia. A partir de dicha observacion, Hardy plante6 el problema de
encontrar G(k), el menor valor de s tal que todos los niimeros suficientemente grandes,
es decir, con un nimero finito de excepciones, pueden ser representados como la suma
de s enteros elevados a la k-ésima potencia. En particular, G(k) < g(k) para todo k €
N. Los siguientes lemas y teoremas se usardn para demostrar que G(2) = g(2) = 4.

Lema 5: Sean € Ntal que n = 7 (mod 8), entonces, n no se puede representar
como suma de tres cuadrados.

Demostracion: Con un simple cdlculo de los diferentes casos se demuestra que todo
cuadrado de un entero médulo 8 es congruente a 0, 1 0 4. Asi, si z,y, z € Z, entonces
2?2 +9y?+22=0,1,2,3,4,50 6 (mod 8). En ningtn caso z? + % + 22 = 7 (mod 8).
d

Lema 6: Si p es un primo impar, entonces existen enteros z,y y m con 0 < m < p,
tales que 1 + x2 + y? = mp.
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Demostracién: Si 71,72 son dos enteros positivos tales que 22 = 23 (mod p), en-
tonces (x1 — x2)(x1 + x2) = 0 (mod p), por tanto z1 = +a2 (mod p). Asi, para
z=0,1,..., pz;l, los niimeros 22 serdn todos diferentes médulo p. De la misma ma-
nera, paray = 0,1,..., %, los niimeros —1 — y? serdn todos diferentes médulo p.
Dado que hay p + 1 niimeros entre los elementos de ambos conjuntos y solo p con-
gruencias distintas médulo p, debe existir un entero z € {0,1,..., p—;l} y un entero
y € {0,1,..., 251} tales que 22 = —1 — y? (mod p), entonces 2 + 1 + y* = mp,

. . . 2 2
para algin entero positivo m. Sin embargo, 2 < (%) yy? < (%) , entonces

mp:x2+1+y2<1+2-(§)2<p2;portanto,m<p. O

Para probar el siguiente lema es necesario introducir una técnica cldsica para la reso-
lucién de ecuaciones diofantinas: el método de descenso infinito de Fermat. También
sera necesario introducir la identidad de Euler.

Meétodo de descenso infinito de Fermat: Sea k un entero que no es negativo. Sea
P una propiedad sobre los enteros no negativos y sea (P(n)),>1 la secuencia de pro-
posiciones dada por: P(n) = “n satisface la propiedad P”. Suponga que siempre que
P(m) es verdadero para un entero m > k, entonces existe un entero j, conm > j > k,
para el cual P(j) es verdadero. Entonces, P(n) es falso para todo n > k. Se llama des-
censo infinito porque si P(n) fuera cierto paran > k, entonces seria posible construir
una secuencian > nj > ng > - - - de enteros tales que todos son mayores que k. Sin
embargo, esa clase de secuencias infinitas decrecientes no existen en los enteros que
no son negativos.

Identidad de Euler Si z1,x2, x3, 24, Y1, Y2, y3, Y4 € R, entonces

(@7 + 25 + a3 + 2D) (0} + 95 +y5 + i)+
= (z1y1 + 2y + x3Y3 + 5843/4)2 + (21y2 — w2y1 + 23y — x4y3)2
+ (w1y3 — T3y1 + Tay2 — T2ya)® + (T1Ys — Tays + T2ys — T3Y2)°.

Lema 7: Si p es un primo impar, entonces existen enteros z, ¥y, z, w tales que p =
:102+y2+22—|—w2.

Demostraciéon: Por el lema 6, para todo primo impar p, debe existir un entero m tal
que 0 < m < pyque mp = 22 + 2% + 23 + 3. Se debe probar que el menor entero m
que cumple las propiedades anteriores es m = 1. Sea mg el menor entero que cumple
las dos propiedades anteriores. Suponga que 1 < mg < p. Si mg es par, entonces por
paridad todos tienen la misma paridad o dos son pares y dos son impares. Sin pérdida
de generalidad, z; y x5 tienen la misma paridad, entonces los cuatro niimeros x; & x2
y x3 &£ x4 son pares. Por tanto,

Mo, (:vl +x2)2+(xl—xz)2+(x3+x4)2+(:v3—:v4)2
2 2 2 2 2
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lo que contradice que m( era minimo. Asi, mg es impar.
Dado que todo entero es congruente médulo m a un elemento del conjunto:
mo—l m0—3 m0—3 mo—l
- 2 y T ) R 2 ) 2 )

mo

5 "
Abhora, si mg divide a todos los enteros x;, entonces m% dividiria a mgp, lo que impli-
carfa que my dividirfa a p, lo cual es una contradiccién. Por tanto, y? +y3+y3+y3 > 0.
Asi, y% + y% + y§ + yi < mg y y% + y% + y§ + yi = 0 (mod my), lo que implica que
Y3 + Y3 +y3 +y3 = momy con 0 < my < myg. Pero, mop = 23 + 23 + 23 + 23,
entonces la identidad de Euler garantiza que existen enteros z;, con ¢ € {1,2,3,4},
tales que

es posible escoger y;, con i € {1,2,3,4}, tal que y; = x; (mod mo) y | y; |<

mlm%p = z12 + zg + zg + zi. (6)
Sin embargo, 21 = z1Y1 + T2Y2 + T3Y3 + Tays = a:% + :c% + a:% + :c?1 = 0 (mod my).
De manera anéloga se demuestra que z; = 0 (mod myg), con i € {2,3,4}. Por tanto,
es posible escribir z; = mow;, con i € {1,2,3,4}. Si se divide la ecuacién (6) entre
m3, se tiene que myp = w? + w3 + wi + w3, lo que contradice que Mg es minimo.
En conclusién, my = 1.
El problema 2 — b) y el problema 7 permiten concluir que G(2) = ¢g(2) = 4. O

Ejercicios

1) a) Observa que si (z,y,2) = (2o, Yo, 20) es solucién de la ecuacién 22 = 2 +
y?, entonces (x, v, z) = (kxo, kyo, kzo) también es solucién para cualquier entero
k. ;Por qué basta con investigar las ternas en las que sus elementos son primos
relativos por parejas para encontrar todas las soluciones de la ecuacién?

b) Una solucién (g, yo, z0) de 22 = 22 + y? se llama primitiva si 2o, yo y 2o son
primos relativos por parejas. Demuestra que (zg = m? — n?,yg = 2mn, zo =
m? + n?), con m y n enteros positivos tales que m > n 'y m + n impar, es una
solucién primitiva de 22 = 22 + 3.

¢) Demuestra que toda solucién primitiva de 22 = 22 + y? cumple, sin pérdida de
generalidad, que y = 2a, z + x = 2by z — x = 2¢, con a, b y c enteros.

d) Demuestra que todas las soluciones primitivas de 2> = 22 + y? son como en el
inciso b).

2) a) Demuestra que hay una infinidad de primos de la forma 4% + 3. Concluye que
hay una infinidad de enteros positivos que no se pueden escribir como suma de dos
cuadrados.

b) Demuestra que hay una infinidad de enteros positivos que no se pueden escribir
como suma de tres cuadrados.

3) Demuestra que todas las soluciones de la ecuacién 22 + y? + 22 = t2, donde z, v,
z 'y t son enteros positivos y ¢ y z son pares, estan dadas por
o PP+m?—n? 12+ m?+n?

r'=— y=2, z=2m, t= ———
n n
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para [ y m enteros positivos arbitrarios y n cualquier divisor de I2 + m? menor que
V12 + m?2. Ademas, demuestra que cada solucion aparece exactamente una vez por
la forma en que se describid.

4) (F. Smarandache). Resuelve en los enteros positivos la ecuacién
(zD? 4+ (yH? = (22

5) Demuestra que si z # 0,y # 0, z # 0, entonces la ecuacién z* + y* = 22 no tiene
soluciones en los enteros.

6) (Bulgaria 1999/6). Demuestra que la ecuacién 23 + y2 + 23 + 3 = 1999 tiene
infinitas soluciones en los enteros.

7) (Teorema de Lagrange). Demuestra que todo entero positivo se puede escribir como
suma de cuatro cuadrados.

8) Se tardé mucho en descubrir que la ecuacién 22 + y3 + 23 = 30 tiene soluciones.
La solucién mds pequefia es (—283059965, —2218888517, 2220422932) y fue des-
cubierta en 1999 por E. Pine, K. Yarbrough, W. Tarrant y M. Beck al seguir una
sugerencia de N. Elkies. Decidir si la ecuacién 23 + 3® + 23 = 33 tiene soluciones
es un problema abierto. Pese a la dificultad de estos problemas, es posible descartar
facilmente algunos valores de z, y, z. Demuestra que la ecuacién 23 + 13 + 23 = 30
no tiene soluciones si:

a) x,y,z > 0.
b) <0,y >0yz>0.

9) (IMO 2001/6). Sean a, b, ¢, d enteros con a > b > ¢ > d. Sup6n que
ac+bd=(b+d+a—-c)b+d—a+c).

Demuestra que ab + cd no es primo.

10) El propésito de este problema es demostrar el caso n = 3 del famoso teorema de
Fermat. Dicho teorema establece que la ecuacién 2™ + y™ = 2" no tiene soluciones
en los enteros positivos si n > 2. Fue demostrado en su versién general por Andrew
Wiles en 1995 con la ayuda de Richard Taylor.

a) Reduce el problema mediante un cambio de variables a demostrar que w3 =
2u(u? + 3v?) no tiene soluciones en los enteros positivos.

b) Demuestra que si med(a, b) = 1, entonces cada factor de a? + 3b? es de la forma
d? + 3c%.

c) (Cuénto puede valer mcd(2u, 3v?)?

d) Resuelve los dos casos posibles con descenso infinito.



12 Enteros como suma de dos y de cuatro cuadrados

Bibliografia

1) Andreescu T., Andrica D., Cucurezeanu 1. An Introduction to Diophantine Equa-
tions: A Problem-Based Approach, Birkhauser, 2010.

2) Bhaskar J. Sum of Two Squares, 2008.

3) Clark P. L. Thue-Vinogradov and Integers of the Form x> + Dy?, 2011.

4) Dietmann R., Elsholtz C. Sums of Two Squares and One Biquadrate.

5) Durell C. V., Robson A. Advanced Trigonometry, Dover Publications, 2003.

6) Gomez Ortega J. A., Valdez Delgado R., Vazquez Padilla R. Principio de las ca-
sillas. Cuadernos de Olimpiadas de Matemdticas. Instituto de Matematicas de la
UNAM, 2014.

7) Hardy G. H., Wright E. M. An Introduction to the Theory of Numbers. Oxford Uni-
versity Press, 1975.

8) Lalin M. N. Every Positive Integer is the Sum of Four Squares! (and other exciting
problems), 2002.

9) Niven 1., Zuckerman H. S. Introduccion a la teoria de los niimeros. Editorial Limu-
sa, 1969.

10) Niven I., Zuckerman H. S., Montgomery H. L. An Introduction to the Theory of
Numbers. John Wiley & Sons, 1991.

11) Pérez Segui M. L. Teoria de niimeros. Cuadernos de Olimpiadas de Matematicas.
Instituto de Matematicas de la UNAM, 2011.

12) Sandor J. Selected Chapters of Geometry, Analysis and Number Theory: Classical
Topics in New Perspectives, LAP Lambert Academic Publishing, 2009.

13) Santos D. A. Number Theory for Mathematical Contests, 2005.



