Orden de un numero

Por Carlos Jacob Rubio Barrios y Emerson Lucas Soriano Pérez

Nivel Avanzado

Para explicar de manera sencilla la motivacién de este articulo, diremos que un entero
positivo es bueno si todos sus digitos son iguales a 9. Por ejemplo, los nimeros 9; 999
y 9999 son niimeros buenos.

Se observa que 3 posee un miiltiplo bueno, ya que 9 es miiltiplo de 3. El nimero 7
también posee un multiplo bueno, pues 999999 es mdltiplo de 7. En general, si n es
coprimo con 10, entonces, por el teorema de Euler?, tenemos que 10¢(n) =1 (mod n),
lo cual significa que
n]999...99.
———

#(n) veces

Este hecho nos garantiza que cualquier entero positivo n que es coprimo con 10 posee
un multiplo bueno. Ademds, es fécil notar que si n posee un multiplo bueno, entonces
posee infinitos multiplos buenos, pero, ;cudl de todos los multiplos buenos tiene la
menor cantidad de digitos? En este articulo mostraremos cémo calcular la cantidad de
digitos de ese menor multiplo bueno de n.

Para mayor facilidad, mencionaremos algunas notaciones usadas a lo largo de este
escrito.

= a | b significa que a divide a b, a es divisor de b o que b es miiltiplo de a.

= Para cada entero positivo n, ¢(n) denota el nimero de enteros positivos menores
o iguales que n, que son coprimos con n. Por ejemplo, si p es un nimero primo,
es facil demostrar que ¢(p) = p — 1y ¢(p*¥) = p*~*(p — 1) para todo entero
positivo k.

2E] teorema de Euler afirma que si a y n son enteros positivos coprimos, entonces a®(™) = 1 (mod n).
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= Si p es un ndmero primo y a es un entero positivo, entonces v,(a) denota al
mayor entero no negativo tal que p*»(*) | a.

Teoria y Ejemplos

Para cada par a y n de enteros positivos coprimos, sea A(a,n) el conjunto de los
nimeros naturales k tales que a* = 1 (mod n), esto es,

A(a,n) = {keN|a* =1 (modn)}.

Abhora, consideremos la siguiente sucesion de nimeros:

at,a?,a®,... a", a" .
Por el principio de las casillas, existen indices i > j tales que a' = a’ (mod n).
Como a y n son coprimos, se tiene que a7 = 1 (mod n). Por lo tanto, i — j es un
elemento de A(a,n), y en consecuencia, A(a,n) es un conjunto no vacio de nimeros
naturales. Luego, A(a,n) tiene un elemento minimo. A dicho elemento minimo se le
conoce como orden de a mddulo n 'y se denota por ord,,a.

Teorema 1. Si a, n y k son enteros positivos tales que a* = 1 (mod n), entonces

ordna | k.

Demostracion. Sea d = ord,a. Por el algoritmo de la division, existen enteros no
negativos ¢ y r tales que k = dq + 7, donde 0 < r < d. Como a? = 1 (mod n),
tenemos que

=ad" = a%t" = (0?7 . 4" = a" (mod n).

Si r > 0, entonces r es elemento de A(a,n), y como d es el elemento minimo de
A(a,n), tenemos que d < . Pero esto es una contradiccion, pues r < d. Por lo tanto,
r =0, y en consecuencia d | k. O

Teorema 2. Si a y n son enteros positivos coprimos, entonces ord,a | ¢(n).
Demostracién. Si a'y n son coprimos, entonces a®(™) = 1 (mod n) por el teorema de
Euler. Luego, por el Teorema 1, se sigue que ord,a | ¢(n). O
Ejemplo 1. Encontrar el menor miiltiplo de 19 cuyos digitos son todos iguales a 1.

Solucion. Sea N el menor miltiplo de 19 conformado tinicamente por digitos 1 y
sea m la cantidad de digitos de N. Como 19 | 9N y 9N = 10™ — 1, se tiene que
10™ =1 (mod 19). Luego, m = ord1910, pues N es minimo.

Para hallar IV, bdsicamente tenemos que encontrar m, es decir, todo se reduce a calcular
el valor de ordi910. En efecto, por el Teorema 2 tenemos que ordi910 | 18 (pues
¢(19) = 18), y, en consecuencia, ord;910 € {1, 2, 3, 6, 9, 18}. Como

10-1=9=9(mod19),
10 — 1 =99 = 4 (mod 19),
10 — 1 =999 = 11 (mod 19),
10% — 1 =999 999 = 10 (mod 19),
107 — 1 = 999999 999 = —1 (mod 19),
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concluimos que 10™ # 1 (mod 19) param = 1,2, 3,6y 9. Por lo tanto, ord;910 = 18,
yasi N =111...11. |
—

18 veces
Ejemplo 2. Hallar el valor de ordy¢12.
Demostracion. Sea d = ordjg12. Como 101 es primo, tenemos que ¢(101) = 100
y, por el teorema de Euler, 2'°° = 1 (mod 101). Luego, por el Teorema 1 se sigue
que d | 100, esto es, d € {1,2,4,5,10,20,25,50,100}. Como 0 < 2¢ < 101 si

d=1,2,4,5, se sigue que d no puede ser igual a ninguno de estos nimeros. Ademads,
como

219 = 14 (mod 101),
220 = 95 (mod 101),
22° =10 (mod 101),
250 =100 (mod 101),

se sigue que d tampoco puede ser igual a 10, 20, 25 o 50. Por lo tanto, d = 100. |
Ejemplo 3. Encontrar el menor entero positivo n tal que 2%°16 divide a 17™ — 1.

Solucion. El problema equivale a determinar el valor de n = ords2016 17. Por el teore-
ma de Euler y el Teorema 1, tenemos que

n | ¢(22016) — 22015.

Asi, n = 2%, para algin k € {1,2,3,...,2015}. Tenemos que 22016 | 172" — 1.
Notemos lo siguiente:

17" — 1= (17 = D)(AT+ DA +1)--- 177" +1).

Buscaremos el exponente de 2 en cada uno de los factores del producto. Como 17 =
1 (mod 4), tenemos que 172 +1 =1+ 1 = 2 (mod 4) para todo entero i > 0. Asf,
el ndmero 172" + 1 es miltiplo de 2, pero no de 4 para todo entero ¢ > 0. Por lo tanto,
u2(172’c — 1) = k + 4, y en consecuencia, k + 4 > 2016. Luego, se concluye que
n = 22012, O

Ejemplo 4. [Leningrado, 1990] Sea n un entero positivo. Demostrar que n. | ¢p(a™ —1)
para todo entero positivo a > 1.

Demostracion. Sea d = ord(,n»_1ya. Como a y a” — 1 son coprimos, por el teorema
de Euler tenemos que a®(®" 1) = 1 (mod @™ — 1), y por el Teorema 1, d | ¢(a" — 1).
Basta demostrar entonces que d = n.

Como a™ = 1 (mod a™ — 1), el Teorema 1 implica que d | n, y en consecuencia,
d <n.Sid < n,entonces 0 < a? —1 < a™ — 1y por lo tanto a? # 1 (mod a™ — 1),
lo que es una contradiccién. Por lo tanto, d = n. O

Ejemplo 5. [Putnam, 1972] Demostrar que no existe enterom > 1 tal quen | (2™ —1).
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Demostracion. Supongamos lo contrario, esto es, que existe un entero n > 1 tal que
2™ =1 (mod n), y sea k el menor de tales enteros. Es claro que 2 y k son coprimos.
Sea d = ord;2. Como 2¢ = 1 (mod k) y k > 1, se sigue que d > 1.

Por otro lado, como 2¥ = 1 (mod k), se tiene que d | k por el Teorema 1. Luego,
d < k.Como2? =1 (mod k) yd | k, se sigue que 2¢ = 1 (mod d) cond > 1.
Entonces, por definicién de k tenemos que k < d. Concluimos que d = k.

Como 2 y k son coprimos, el Teorema 2 garantiza que d | ¢(k), esto es, k | ¢(k).
Luego, 1 < k < ¢(k), lo cual es una contradiccion, ya que ¢(i) < i — 1 para todo
entero ¢ > 1. Por lo tanto, no existe ningdn enteron > 1 tal que n | (2™ — 1). O

Ejemplo 6. Demostrar que si p es un niimero primo mayor que 3, entonces cualquier
divisor positivo del niimero
2P+ 1
3

es de la forma 2kp + 1, donde k es un entero no negativo.

.z , . . . P
Demostracion. Sea p > 3 un niimero primo arbitrario y sea m = 2—;1 Es claro que

el nimero 1 es un divisor positivo de m y es de la forma 2kp + 1 para algin entero
no negativo k, a saber 1 = 2p - 0 + 1. Como el producto de dos nimeros de la forma
2kp + 1 es de la misma forma, basta demostrar el resultado para los divisores primos
de m.
Como p > 3, tenemos que p = 1 (mod 6) o p = —1 (mod 6). Sip = 1 (mod 6),
entonces 2P = 2 (mod 9), pues 26 = 64 = 1 (mod 9). Asf, 2” + 1 = 3 (mod 9). De
manera andloga, si p = —1 (mod 6), entonces 2P + 1 = —3 (mod 9). Luego, 27 + 1 es
multiplo de 3, pero no de 9. De esta manera, todo divisor primo de m es mayor o igual
que 5.
Sea ¢ un divisor primo de m y sea d = ord,2. Como le = 0 (mod g¢), tenemos
que 22 = —1 (mod ¢) y 2% = 1 (mod ¢). Luego, por el Teorema 1, tenemos que
d | 2p. De aqui que d € {1,2,p,2p}. Como 2! = 2 (mod q), 22 = 4 (mod q),
2P = —1 (mod q) y ¢ > 5, tenemos que d # 1,2y p. Por lo tanto, d = 2p. Aplicando
el Teorema 2, se sigue que 2p | ¢(q) (pues 2 y g son coprimos), esto es, 2p | (¢ — 1),
ya que g es primo. Concluimos que ¢ = 2pk + 1 para algiin entero positivo k.
Por lo tanto, cada divisor positivo de m es de la forma 2pk+1 con k entero no negativo.
O

Ejemplo 7. Demostrar que si p es un niimero primo mayor que 2, entonces cualquier
divisor positivo del niimero 2P — 1 es de la forma 2kp + 1, donde k es un entero no
negativo.

Demostracion. Se deja de ejercicio al lector. O

Ejemplo 8. [Lista larga, IMO 1985] Sea k > 2 un niimero enteroy seanmni, Nz, . .., N
enteros positivos tales que

ny | (27 1), ng | (2% 1), o | (2 - 1),

Demostrar que ny = ng = --- =nyp = 1.
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Demostracion. Sea ni4+1 = nj. Si existe ¢ tal que n; = 1, entonces necesariamente
ny = ng = --- = ni = 1. Ahora, supongamos que ninguno de los n; es igual a 1.
Paracada 1 < ¢ < K, sea p; el menor primo que divide a n;. Luego, como 2"+! =
1 (mod p;), se tiene que 2 y p; son coprimos, y por el Teorema 1, ordy, 2 | n;41. Note
que ord,, 2 > 1. En consecuencia, p;11 < ordy, 2 (si p;41 > ordy,2, entonces ord,, 2
tendria un divisor primo menor que p;41, y por lo tanto, n;4; tendria un divisor primo
menor que p;+1, lo que contradice la definicién del primo p;4 ;). Por otra parte, por el
teorema pequefio de Fermat® tenemos que 27~ = 1 (mod p;), y por el Teorema 1, se
sigue que ord,,2 | (p; — 1). De aqui que ordp,, 2 < p; — 1 < p;. Por lo tanto, p; 11 < p;
paratodoi = 1,2,..., k. Pero esto es una contradiccion, pues se tendria que

p1>p2 > - > Pk > Pk+1 = P1-

Finalmente, concluimos que ny = ng = --- = ng = 1. O

Ejemplo 9. Encontrar el menor entero n > 1 que no es una potencia de 3 tal que
n| (2" +1).

Solucion. Claramente n es impar. Como n no es una potencia de 3, entonces n tiene
al menos un factor primo distinto de 3. Supongamos que p es el menor de ellos y sea
d = ord,2. Como 2" = —1 (mod n) y p | n, tenemos que 2" = —1 (mod p), de
donde 22" = 1 (mod p). Luego, por el Teorema 1, d | 2n.

Si d es impar, entonces d | n, y como 2¢ = 1 (mod p), concluimos que 2" =
1 (mod p). Pero entonces, —1 = 1 (mod p), lo cual no puede ser porque p > 3.
Esto demuestra que d es par, esto es, d = 2k para algun entero positivo k. Tenemos
entonces que 2k | 2n, lo que implica que &k | n. Como n es impar, k también es impar.
Por otro lado, por el teorema pequefio de Fermat tenemos que 2°~! = 1 (mod p), de
modo que por el Teorema 1, d | (p — 1), esto es, 2k | (p — 1). Como 2% es entero,
concluimos que k divide a %. Si existe un primo ¢ > 5 tal que ¢ | k, entonces ¢ | d
y en consecuencia, ¢ | n. Pero también, ¢ divide a pQ;l. Luego, ¢ < p2;1 <pyq|mn,
lo que contradice la definicién de p. Esto demuestra que & debe ser una potencia de 3.
Analizaremos cuatro casos:

1) Si k = 3, entonces d = 6y 25 = 1 (mod p) de donde p = 7. Esto quiere decir
que n = 217, para algin entero positivo  (pues n es multiplo de p y de k). Como
23 =1 (mod 7), tenemos que —1 = 2" = 2217 = (2%)™" =1 (mod 7), lo cual es
un absurdo. Luego, en este caso no existe tal n.

2) Sik =9, entoncesd = 18y 2! =1 (mod p). Luego, p divide a

288 —1=(22+1)(2° - 1)
=22+ -2+ )22 -1)(25+2°+1)=9-57-7-73
=3%.7-19-73.

3Ver en el apéndice el teorema 2.
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3)

4)

Como p > 3, se sigue que p € {7,19, 73}

Sip = 7,entoncesn = 7-9-r = 63r para algin entero positivo r. Sin embargo,
yaque 2° =1 (mod 7), tenemos que 253" +1 = (23)?1" 41 =141 =2 (mod 7)
para todo entero positivo 7. Esto demuestra que 7 { (253" + 1) para todo entero
positivo r, de modo que no hay valores de n conp = 7.

Sip = 19, veamos que n = 9-19 = 171 si cumple. Tenemos que 2> = —1 (mod 9)
implica que 22 = (-1)3 = -1 (mod 9) y 21 + 1 = (-1)! + 1 = 0 (mod 9),
lo que demuestra que 9 | (2919 + 1). Ademds, como 2° +1 = 513 = 19- 27y
219 411 (2919 4 1), tenemos que 19 | (2919 + 1). Por lo tanto, n = 171 satisface
las condiciones del problema.

No estamos interesados en buscar valores de n en el caso p = 73, pues si existe
algin n que cumpla, este es de la forma n = 9 - 73r, para algtin entero positivo r,
peron =9-73r > 9-73 = 657, es decir, en este caso los n que cumplen (si los
hay) son mayores que 171.

Si k = 27, entonces d = 54y 254 = 1 (mod p). Es claro que p # 2.

Sip = 3, entonces n = 3-27r = 3%r para algiin entero positivo r. Como n no puede
ser potencia de 3, se debe tener que r > 2. Sir = 2, entoncesn = 81-2 = 3(54) y
2304 1 1= (2%)% +1=(-1)>" 41 =2 (mod 9). Esto implica que n = 3(54)
no divide a 2" + 1. Ahora, si r > 2, entonces n > 81 - 3 = 243 > 171, de manera
que en este caso los n que cumplen (si los hay) son mayores que 171.

Sea p = 5. Por el teorema pequefio de Fermat, tenemos que 2* = 1 (mod 5), lo
cual implica que 2°* = (2%)!3 . 22 = 4 (mod 5). Esto es una contradiccién, pues
254 =1 (mod p). Luego, en este caso, no hay soluciones.

Sip > 7,entoncesn > 27-7 =189 > 171.

Sik =3t para algun entero ¢ > 4, entonces k > 34 y p > 5, de modo que por ser
coprimos k y p, y ambos divisores de 7, tenemos que n. > kp > 3*.5 = 405 > 171.

Por lo tanto, concluimos que el menor valor que puede tomarn es 9 - 19 = 171. O

Ejemplo 10. [Selectivo Brasil, Cono Sur 2002] Encontrar el periodo en la representa-
cion decimal de

1
32002°

Solucion. Para cada entero n > 1, sea d,, = ords» 10. Notemos que d,, es impar, pues
. dn ,
si d,, fuera par, entonces como mcd(3,1072 + 1) = 1, se tendria que

10% = 1 (mod3"),

(10%” + 1) (10% — 1) = 0 (mod 3"),
(10% ~1) = 0 (mod3"),

107 = 1 (mod3"),

lo que contradice la minimalidad de d,,.
Es claro que d; = 1. Demostraremos que d,, = 3"~ 2y v3(10% — 1) = n para todo
entero . > 2 por induccién sobre n. En efecto, tenemos que dy = 3° y v5(10% — 1) =
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2. Supongamos que existe un entero k > 2 tal que dj, = 372 y v3(10% — 1) = k.
Observemos que

10%+ =1 (mod 3*7) = 10%+ =1 (mod 3*).

Luego, por el Teorema 1, 3*72 | dy_1; y por el Teorema 2, dj 41 | ¢(35+1), esto es,
drs1 | 2-3F. Como dj 1 es impar, se sigue que dy 11 | 3%, lo que significa que d 1 es
una potencia de 3. Tenemos entonces que 32 < di+1 < 3% con dj+1 una potencia
de 3. Por lo tanto, dj 41 = 3% para algini € {k — 2,k — 1,k}. Pero dy41 = 3* 2 no
puede ocurrir, pues

v3(10% — 1) = 13(10%° " —1) =k < k + 1.

Esto quiere decir que dj,1 > 3%~1.
Ahora, como 103" — 1 = (1031672 — 1) (102'37672 +10%" 77 4 1), tenemos que

3k71 3k72

v3(10%" " = 1) = w3(10%" " — 1) + 15(1023" 7 1 103" 4+ 1)

y por la hipétesis de induccidn, se sigue que 1/3(103]671 —1) = k4 1 (observe que
5(1023°° 11037 +1) = 1 yaque 103" * + 103" ” + 1 es miiltiplo de 3 pero no
de 9).

Por lo tanto, dg 1 = 37! y v3(10%+1 —1) = k+ 1, quedando completa la induccién.
En particular, la respuesta al problema es daggz = 32990, O

Ejemplo 11. Demostrar que el niimero 3™ — 2™ no es divisible por n para todo entero
n > 2.

Demostracion. Supongamos lo contrario, y sea n > 2 el menor entero tal que n divide
a 3" — 2". Es claro que n es coprimo con 2 y 3. Luego, existe un entero a tal que
2a = 1 (mod n), de donde a y n también son coprimos. De aqui que,

3" =2" (mod n) <= (3a)" =1 (mod n).

Sea d = ord,, 3a. Por el Teorema 1, tenemos que d | n.

Por otro lado, el teorema de Euler implica que 3%(™ = 2¢(™) (mod n), esto es,
(3a)?™ = 1 (mod n). Nuevamente por el Teorema 1, tenemos que d | $(n), de
donde d < ¢(n) < n —1 < n (observe que ¢(n) < n —1yaquen > 2).

Como 3% = 2¢ (mod n) (pues (3a)? = 1 (mod n)) y d | n, tenemos que 3¢ =
2¢ (mod d). Notemos que d no puede ser 1, pues de lo contrario se tendrfa que
n|(3—2)yn > 2 Porlotanto,2 < d < ny3% =2 (mod d), lo que contra-
dice la minimalidad de n. En conclusion, no existe tal n. O

Ejemplo 12. Demostrar que
(a) ordsn2 =2-37"1,

(b) Si2™ = —1 (mod 3"™), entonces 3"~ | m.
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Demostracion. Comenzamos demostrando el siguiente lema.

Lema. Para cada entero positivo n, se cumple que 1/3(23n +1)=n+1

Prueba. La prueba la haremos por induccién en n. En efecto, si n = 1 el resultado es
inmediato, pues v3(23" + 1) = v3(9) = 2. Supongamos que v5(23" + 1) = k + 1 para
algin entero positivo k.

Como 28" +1 = (23" +1)(223" — 23" + 1), tenemos que

vs(23 1) = 3(28 1) +05(223" — 23 1 1), (1)
Es facil ver que 223" _ 93" 4 ] g multiplo de 3, pero no es miltiplo de 9, pues
23" — g3 = (mod 9), y en consecuencia,

923F _ 93" L | = (=1)* = (=1) 4+ 1 =3 (mod 9).

Por lo tanto, v3(223" — 23" 4+ 1) = 1, y por la hip6tesis de induccién y la relacién (1)
se tiene que

2T ) = (k+ 1) +1=k+2.

Esto completa la induccién. o

(a) Sea d = ordz»2. Por el Teorema 2 tenemos que d | ¢(3"), esto es, d | 2 - 371,
Luego, existe un entero ¢ talqued =3'od =2-3",con1 <i<n— 1.
Por el lema anterior, tenemos que 23" = —1 (mod 3" *1) para todo entero positivo
n. En particular, 23" = 1 (mod 3%) para1 < i < n—1.Luego, d # 3°. Entonces,
d=2-3"paraalgin1 < i < n — 1,y por lo tanto, 1/3(22'3i —1) > n. Esto es,
v3(2% +1)413(23 —1) > n. Por el lema anterior, tenemos que v3(23 +1) = i+1;
y como 3 no divide a 23" _ 1, tenemos que 1/3(23i — 1) =0.Luego,i+ 1> nde
donde i > n — 1. Concluimos que i = n — 1. Asf, d = 2 - 371,

(b) Si 2™ = —1 (mod 3"), entonces 2°™ = 1 (mod 3"). Luego, el Teorema 1 y el
inciso anterior, implican que ordz»2 = 2-3"~! divide a 2m. Por lo tanto, 3"~ | m.

O

Ejemplo 13. [Bulgaria, 1997) Determinar todos los enteros positivos m > 2yn > 2,
tales que
1+m3" +m*3"
n
es un nimero entero.

Solucion. Claramente n es impar, mcd(m,n) = 1y n > 3. Supongamos que n = 3.
Como m y n son coprimos, tenemos que m = 1 0 —1 (mod 3). Sim = —1 (mod 3),
entonces

1+m® +m?3" =1-141=1 (mod 3),

lo que significa que n = 3 no divide a 1 + m3" + m?3". Luego, m = 1 (mod 3) y
1+m? +m?3" =14+ 1+1 =0 (mod 3). Por lo tanto, las parejas de la forma
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(m,n) = (3k + 1, 3), con k entero positivo, satisfacen la condicién del problema.
Supongamos que n > 3y sea d = ord,,m. Es claro que d > 1. Como

m3" -1
L+m® +m? = ———
ms" —1
y n debe dividira 1+m3" +m?23", se sigue que n divideam®"" —1,estoes, m®" " =
1 (mod n). Luego, por el Teorema 1, tenemos que d | 3" 1. En consecuencia, d = 3
para algtin entero ¢ con 1 < ¢ < n + 1. Si ¢ < n, entonces m3" =1 (mod n), y
en consecuencia 0 = 1 + m3" 4+ m?3” = 3 (mod n), lo cual es imposible ya que
n > 3. Por lo tanto, ¢ = n + 1. Pero por el Teorema 2, tenemos que d = 37+ divide
a ¢(n), lo cual implica que 3"*! < ¢(n) < n — 1. Esto es una contradiccion, ya que
3"+ > n + 3 para todo entero n > 0. Por lo tanto, no existen enteros m y n que
satisfagan las condiciones del problemasi n > 3.

Concluimos que los pares que cumplen son (m,n) = (3k+ 1, 3) con k entero positivo.
O

3nt

Ejemplo 14. Demostrar que si p es un niimero primo, entonces p? — 1 tiene un factor
de la forma pk + 1, donde k es un entero positivo.

Demostracion. Sea g un divisor primo de ppp%ll (tal divisor existe ya que p:%ll es un
entero mayor que 1). Entonces, p? = 1 (mod ¢), y por el Teorema 1, ord,p | p, 1o cual

implica que ordyp = 1 0 p.

p—1
Si ordyp = 1, entonces p = 1 (mod ¢). Luego, Zpi = p (mod q). Pero, como
i=0
p—1 p
; —1
szzp =0 (mod gq),
i=0 p—1

se sigue que p = 0 (mod ¢). Asi, 1 = 0 (mod ¢) lo cual es imposible.
Por lo tanto, ordgp = p, y por el Teorema 2, p divide a ¢(¢) = g — 1, esto es, ¢ =
1 (mod p), de donde se sigue el resultado. O

Ejemplo 15. Para cada entero no negativo n, sea F,, = 22" 4 1,

(a) Demostrar que cualquier divisor positivo de F,, es de la forma 2"k + 1 donde
k es un entero no negativo.

(b) Demostrar que para cada entero n > 1 hay una infinidad de niimeros primos de
la forma 2™k + 1 con k entero positivo.

Demostracion.

(a) Sean n un entero no negativoy p un divisor primo de F},. Como 22" = —1 (mod p),
tenemos que p > 2y 22" =1 (mod p). Luego, por el Teorema 1, ord,,2 | 2"F1,
esto es, existe un entero positivo k tal que ord,2 = 2% conk <n+1.8ik<n,
entonces

2n7k

22" =1 (mod p) = —1=2%" = (22k) =1 (mod p) = p = 2,
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lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, & = n + 1, y por el Teorema 2, ord,,2 |
#(p), esto es, 21 | (p—1). Porlo tanto, p = 2"+ 1k+1 para algdn entero positivo
k

Ahora, sea d un divisor de F,. Sid = 1, tenemos que 1 = 2"+ .0 +1.Sid > 1,
entonces d es producto de nimeros primos de la forma 2"k + 1, donde k es un
entero positivo. Por lo tanto, cualquier divisor positivo de F;, se puede expresar de
la forma pedida.

(b) Sean n un entero positivo fijo y 7 un entero tal que » > n — 1. Tomemos el menor
divisor primo de F)., digamos g,.. Por la parte (a) sabemos que ¢, = 1 (mod 27 1),
y como 7 + 1 > n, en particular tenemos que ¢, = 1 (mod 2™). Es conocido que
sii # j, entonces F; y F; son coprimos*. Luego, cada nimero de la lista infinita

FrFry1, Frga, ...

tiene un divisor primo de la forma 2"k + 1 que no divide a ningin otro nimero de
la lista, de donde se sigue el resultado.

O

Ejemplo 16. [Bulgaria, 1995] Determinar todos los pares de niimeros primos (p, q)
tales que el niimero
Y
pq
es entero.

Solucion. Sean p 'y g niimeros primos tales que 2P 4+ 29 = 0 (mod pq). Supongamos
sin pérdida de generalidad que p < ¢. Si p = 2, entonces 2q | (22 + 29), esto es,
q | (2 +2971). Es claro que ¢ = 2 satisface esta relacién de divisibilidad, y por
consiguiente, el par (p, ¢) = (2,2) es una solucién. Si ¢ > 2, entonces por el teorema
pequefio de Fermat tenemos que 2971 = 1 (mod ¢), lo cual implica que

2+271=241=3(mod q).

Como 2 + 2971 = 0 (mod q), se sique que 3 = 0 (mod ¢), y por lo tanto ¢ = 3. De
aqui que el par (p, ¢) = (2, 3) también es solucién.

Supongamos que p > 2. Sean a = ordy2 y b = ord,2.

Nuevamente, por el teorema pequefio de Fermat, tenemos que

0=2"+27=2"+2 (mod q) = 2P~ = —1 (mod ¢) = 22~ =1 (mod ¢).
Luego, por el Teorema 1, tenemos que a | 2(p — 1), y en consecuencia,
va(a) S1e(2(p—1)) =r2(p—1)+ 1.
4Se puede demostrar por induccidn, que para cada enteron > 1, Fi, = Fp - -+ Fi,—1+2, 1o cual implica
que Fy | (F, —2) parak = 0,1,...,n — 1. De aqui que si p es un divisor primo de F} y F},, entonces
p | 2,y por lo tanto p = 2. Pero esto es una contradiccién, pues Fy, es impar por definicién. Esto muestra

que para cada entero n > 1, Fy, y F}, son coprimos para cada k = 0,1,...,n — 1. De aqui se sigue que si
i # j, entonces F; y F; son coprimos. A los niimeros F7, se les conoce como niimeros de Fermat.




C.J. Rubio, E.L. Soriano 11

Sivs(a) < vo(p — 1), entonces la mayor potencia de 2 que divide al entero a, también
divide a p — 1. Ademds, como a | 2(p — 1), la mayor potencia de cada primo impar
que divide al entero a divide también a p — 1, pues tales potencias son coprimos con
2. Luego, a | (p — 1). Esto implica que 2°~! = 1 (mod ¢), de donde ¢ > 2. Esto
contradice que 2! = —1 (mod q), pues tendriamos que 1 = —1 (mod ¢) con ¢ > 2.
Por lo tanto, v2(a) = va(p — 1) + 1. Por el Teorema 2 tenemos que a | (¢ — 1), lo cual
implica que v2(a) < v2(g—1). De esta manera, tenemos que v2(p—1)+1 < va(g—1).
Haciendo un razonamiento andlogo médulo p, obtenemos que v2(g—1)+1 < va(p—1).
Por lo tanto, v2(¢ — 1) + 1 < va(p — 1) < va(q — 1) — 1, que es una contradiccién.
Esto demuestra que no hay soluciones si p > 2.

Concluimos que las soluciones (p, ¢) con p < g son (2,2) y (2, 3). De manera andloga,
las soluciones (p, q) conp > g son (2,2) y (3,2). O

Ejemplo 17. [Vietnam, 1997 Demostrar que para cada entero positivo n existe un
entero positivo k tal que 19% — 97 es miiltiplo de 2".

Demostracion. Sin = 1,203,y k = 2, tenemos que 19?2 — 97 = 264 = 8 - 33 es
multiplo de 2, 22 y 23.
Supongamos que n > 3. Demostraremos que ordg 19 = 27 ~2, Observemos que

27172

192" — 1= (19— 1)(19%° + 1)(19% +1)---(19>" " + 1),

=2%.5.9. (192" +1)(197 +1)---(19%" " +1).

Como 19 = 3 (mod 4), tenemos que 192 =9 =1 (mod 4) y

i—

102 +1=(192% " +1=12 "+1=1+1=2 (mod4).

para todo entero i > 1. Luego, 22 { 192" + 1 para todo entero ¢ > 1. Esto significa
que V2(192n72 — 1) = n para todo entero n > 3. En particular, tenemos que 192" =
1 (mod 2"), y por el Teorema 1, ordg» 19 | 2"~2. De aqui que ordg» 19 = 2" para algtin
entero r < n — 2. Es facil ver que » > 0. Ademas,

192" =1 (mod 2") = 192" =1 (mod 2"),

pues en general, es un ejercicio demostrar que si @ = b (mod 2"), entonces a? =
b2 (mod 2"F1).
Luego,sir <n —3,entoncesr+ 1 <n—2y

19277 =1 (mod 2"t1) = 19" " =1 (mod 2"t1),

lo que contradice que (192"~ — 1) = n. Por lo tanto, r = n — 2 y ordgn19 = 272,
Regresando al problema, procederemos por induccién en n. El caso n = 3 ya se hi-
zo antes. Supongamos que para algin entero n > 3, existe un entero positivo & tal
que 19¥ = 97 (mod 27). Como 192"~ = 1 (mod 2"), se sigue que 19¥+2" =
97 (mod 2™), para todo entero ¢ > n — 2. En particular, parai = n —2ei=n— 1,
tenemos que

2n72

19542" 77 _ 97 =0 (mod 2") y 192" — 97 =0 (mod 2"),
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las cuales implican® que
19542" 77 _ 97 = 002" (mod 2"*1) y 1952 — 97 =0 02" (mod 2"11).

Supongamos que 19¥+2" " — 97 = 19¥+2""" _ 97 = 2" (mod 2"*!). Entonces,
192" =2""" = 1 (mod 2"*1) y por el Teorema 1, ordsn+119 | (2~ —2772) esto e,
2n=1 | (271 —27=2) Pero esto implica que 2"~ | 272, lo cual es una contradicci6n.
Por lo tanto, 19¥72" " = 97 (mod 2"*!) 0 19¥+2""" = 97 (mod 2"*1), lo cual
completa la induccion. O

Ejemplo 18. [Colombia, 2009] Determinar todas las ternas (a,b,n) de enteros posi-
tivos tales que
a® =14+b+b* 4+

Solucion. Si b = 1, entonces a = n + 1. Luego, en este caso las soluciones son las
ternas de la forma (n + 1,1, n), donde n es un entero positivo.

Si b > 2, consideremos el menor nimero primo ¢ que divide a b. Tenemos entonces
que a® = 1 (mod q), lo cual implica que a y ¢ son coprimos. Luego, por el Teorema
2 se sigue que ordga | ¢(q) y por el Teorema 1, tenemos que ordga | b. Como ¢ es el
menor divisor primo de b, resulta que ordya y ¢(q) = ¢— 1 son coprimos. Asi, tenemos
que ordya = 1y, por lo tanto, @ = 1 (mod q).

Por otra parte, podemos escribir b en la forma b = ¢*M con k entero positivo y
mcd(M, q) = 1. Notemos que

a—1=(a-DA+a+a®>+---4+a"H=b1+b+>+---+b"7Y), (2

lo cual implica que v, (a® — 1) = v,(b) = k.

De (2) tenemos también que a® = 1 (mod b), de donde a® = 1 (mod ¢"). Nueva-
mente por el Teorema 2, tenemos que ord,xa | #(q"*) y por el Teorema 1, tenemos
que ordgva | b. Como ordgva y ¢ — 1 son coprimos (pues ordga y ¢ — 1 son copri-
mos), y ¢(q*) = ¢* (g — 1), resulta que ordjsa = ¢™ para algdn entero m con
1<m<k-1.

Entonces,
b m kfmIL{
a’—1 (aq )q -1 m m m k—mpar
_ . . q q 2 . q q M-—1
B T @) e (@)

Como a =1 (mod q), se sigue que

E=14+1+---4+1=¢"™M =0 (mod q),
N—————

gk—mM

puesk —m > 1. Estoes, g | E'y asi, vg(E) > 1.

Como a’—1 = (a?” —1)E, tenemos que v,(a’ — 1) = v,(a?” — 1) +vy(E) > k+1,
lo que es una contradiccién. Esto demuestra que no hay soluciones si b > 2.
Finalmente, se concluye que las soluciones son las ternas de la forma (n + 1,1, n),
donde n es cualquier entero positivo. O

3Si a es un entero tal que a = 0 (mod 27), es ficil demostrar que a = 0 0 2™ (mod 2"+1).
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Ejemplo 19. [APMO, 2016] Un entero positivo se llama alegre si puede expresarse en
la forma 2% + 292 4 ... 4 29100 donde a1, aq, ..., a100 SON enteros no negativos no
necesariamente distintos.

Determinar el menor entero positivo n tal que ningiin miiltiplo de n es un niimero
alegre.

Solucién. En primer lugar probaremos que si n < 20 + 21 +22 ... 4+ 2100 entonces
n es alegre. En efecto, como 2° + 2! 4 22 4 ... 4 2100 ¢g ¢] primer entero positivo
que se puede expresar como la suma de 101 potencias distintas de 2 (incluyendo al 1),
entonces al escribir a n en base 2, tendra a lo mas 100 cifras, esto es, n = 2%1 + 2%2 +
<-4+ 2% donde k <100y x1 < o < --- < x5 < 100.

Si t es un entero positivo, entonces 2! = 2t=1 4 2t=1 esto es, lo podemos escribir
como suma de dos potencias de 2. Consideremos el niimero

n . 2100 _ 910041 4 910042 . | ol00+ay

No es dificil darse cuenta que 2'°°*** o podemos escribir como suma de exactamente
101 — k potencias de 2. Por lo tanto, n - 2100 es alegre.

Demostraremos que 20 4- 21 4-22 4 ... 42100 — 9101 _ 1 eg e] minimo entero positivo
tal que todos sus miltiplos no son alegres. En efecto, como 2! = 1 (mod 2101 —
1), el Teorema 1 implica que ordaio1_12 | 101, de modo que la dnica posibilidad es
ordpio1 12 = 101, ya que 101 es primo.

Es fécil ver que los posibles residuos distintos para una potencia de 2 médulo 219 — 1
son: 20,21 22 . 2100,

Ahora, supongamos que existe un entero positivo k tal que (2!°! — 1)k es alegre, esto
es, existen w < 100y y; < y2 < --- < y,, tales que

(2101 _ 1)/€= YL V2 .. 4 QY

y consideremos que k es tal que 31 + y2 + - - - + ¥, €s minimo. Como 21%1 — 1 divide
a2yt 4 292 4 ... 4 2Y» resulta que 2Y' + 2Y2 + ... + 2¥» > 2101 _ 1 Esto nos
dice que existe un entero j, con 1 < j < w, tal que y; > 100, pues de lo contrario
U1 4 QY2 ... 4 Q¥w L 21 ... 2100 = 9101 _ 9 16 cual es una contradiccién.
Por el algoritmo de la division, paracadat = 1,2, ..., w, existen enteros no negativos
q; y r; tales que y; = 101g; + r;, con 0 < r; < 101. Por lo tanto,

2vi = (2191)% . 2" = 2™ (mod 2'' — 1).
En consecuencia, 2101 —1 | 2714272 4. ..4-2™w 1o cual implica que y1 +y2+- - *+Yuw <

T+ 72+ -+ Ty, pues y1 + Y2 + - - - + Y s minimo. Pero como existe j tal que
y; > 100, entonces

Zys = 101ZQS +er > ZTS7
s=1 s=1 s=1 s=1

lo que es una contradiccion.
Finalmente, se concluye que el minimo niimero buscado es 2'%1 — 1. O
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Ejemplo 20. [APMO, 2015] Una sucesion de niimeros reales ag, a1, ... es llamada
buena si cumple las siguientes tres condiciones:

= Elvalor de ag es un entero positivo.

L . a;
= Para cada entero no negativo i, se tiene a;+1 = 2a; + 10 a;41 = -
a; + 2
= Existe un entero positivo k tal que ay, = 2014.
Determinar el menor entero positivo n tal que existe una sucesion buena ag, ay, . . . de

niimeros reales con la propiedad de que a,, = 2014.

Solucion. Para mayor comodidad y entendimiento, definamos w(%) = a+b para todas
las fracciones irreducibles 7.

Como agp es un entero positivo, ningiin otro término de la sucesién es negativo, 0 o
1. Si el siguiente término de a; es 2a; + 1 diremos que se aplicé el paso (1), y si es
a?jr2 diremos que se aplicé el paso (2). Sea ¢ > 1. Notemos que si a; > 1, entonces
al término a;_1 se le ha tenido que aplicar el paso (1), pues si se hubiera aplicado el
paso (2), a; serfa menor que 1. Si 0 < a; < 1, entonces al término a;_1 se le aplicé
el paso (2), pues si se le hubiera aplicado el paso (1), entonces 2a;,_1 + 1 = a;, y en
consecuencia 2a;—1 = a; — 1 < 0, lo cual no puede ocurrir.

Supongamosque j > 1lya; = %, conmed(p, g) = 1. Sip > ¢, entonces aj_1 = p2_—qq;
y si p < g, entonces aj_1 = 2_—”. Pero en ambos casos, como p y g son coprimos,

. a—p . . .
el numerador y el denominador de a;_; también son coprimos. Ademds, es claro que

w(a;) = w(ai-1) =p+q.

Ya que la sucesion es buena, existe un entero positivo k tal que a = 2014 = %, y
consideremos al menor de tales enteros k. Observe que w(ay) = 2015. Si encontramos
el valor irreducible de los términos a;_1, ag—_2, ..., a1, ag, se tendrd que

2015 = w(ay) = w(ak—1) = -+~ = w(ar) = w(agp).
Supongamos que a; = 7*, con m y n coprimos. Si m > n, entonces ag = "5y

w(ag) = (m —n) 4+ 2n = m + n = 2015, de donde se puede observar que m — n
es impar. Como ag es entero, entonces 2n | m — n, pero esto es imposible, pues
m — n es impar. Con esto se deduce que ag = nQ_mm, y como ag es entero, se tiene que
n —m | 2m, pero ya que n — m es impar, se tiene que n —m | m, y usando que my n
son coprimos se llega a que n —m = 1, pero como n +m = 2015, entonces n = 1008
y m = 1007. Asi, ap = 2014.

Por otro lado, sij > 1y a; = 5, con p y g coprimos, se sabe que el numerador de
a;—1 esp—q o 2p, perocomo p— g = 2p (mod 2015), entonces el numerador de a;_1
siempre es congruente con el doble del numerador de a; médulo 2015.

Luego, como el numerador de ag es 2014 y el numerador de a; es 2014, entonces
2014 - 2F = 2014 (mod 2015), de donde 2* = 1 (mod 2015). Como k es el menor
posible, entonces k = ordsg152.

Para calcular el valor de ordyg152, primero notemos que 2015 = 5 - 13 - 31. Es fécil
calcular que ords2 = 4, ord;32 = 12 y ord3;2 = 5. Como 2k =1 (mod 5), ok =
1 (mod 13) y 2 = 1 (mod 31), tenemos que k es divisible por 4, 12y 5, esto es, k
es divisible por mem(4, 12, 5) = 60. Luego, al verificar que 2°° = 1 (mod 2015), se
concluye que k = ordap152 = 60. O
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Ejercicios
1) Determine el menor factor primo del nimero 122 4 1.

2) Sea k > 2 un nimero entero. Pruebe que existen infinitos nimeros compuestos n
tales que n | (a"~* — 1) para cualquier entero positivo a coprimo con 7.

3) [Selectivo Perii, Ibero 2010] Determine el menor entero k > 1 para el cual n¥ — n
es multiplo de 2010 para todo entero positivo n.

4) Pruebe que si p es un nimero primo de la forma 4% + 3, entonces 2p + 1 también
es primo si y solo si 2p 4 1 divide a 2P — 1.

n

5) [IMO, 1990] Encuentre todos los enteros n > 1 tales que es un nimero

entero.

n2

6) [Selectivo EUA, IMO 2003] Determine todas las ternas (p, ¢, r) de niimeros primos
tales que p | (¢" + 1), ¢ | (P’ + 1)y 7| (p?+1).

7) [Selectivo China, IMO 2005] Pruebe que para todo entero n > 2, el mayor factor
primo de 22" + 1 es mayor o igual que n - 2712 + 1.

8) Encuentre todos los niimeros primos p y ¢ tales que p? + 1 divide a 20037 + 1y
¢* + 1 divide a 20037 + 1.

9) Para cada nimero primo p, sea f,,(z) = 2P~ ! + 2P~ 2 4 - - + z + 1. Demuestre que

(a) Si m es un entero positivo tal que p | m, entonces f,(m) es coprimo con
m(m —1).
(b) Hay una infinidad de enteros positivos n tales que pn + 1 es un nimero primo.

10) [Selectivo Irdn, IMO 2009] Sea a un entero positivo fijo, y sea A el conjunto de
todos los nimeros primos que dividen a alguno de los términos de la secuencia
(@n)n>1 definida por a,, = 22" + a paran > 1. Demuestre que A es infinito.

11) Sean > 1 un nimero entero. Pruebe que 2"~ # —1 (mod n).

12) [IMO, 2003] Sea p un nimero primo. Demuestre que existe un niimero primo q tal
que, para todo entero n, el nimero n” — p no es divisible por q.

Bibliografia

1. TITU ANDREESCU, DORIN ANDRICA, Number Theory, Structures, Examples,
and Problems.

TiTU ANDREESCU, GABRIEL DOSPINESCU, Problems From The Book.
ARTHUR ENGEL, Problems Solving Strategies.

XIONG BIN, LEE PENG YEE, Mathematical Olympiad in China.

wook wn

PIERRE BORNSZTEIN, XAVIER CARUSO, PIERRE NOLIN, MEHDI TIBOUCHI,
Cours d-arithmétique, Premiere Partie.



