Sangaku, el segundo teorema de
Mikami-Kobayashi

Por Julio César Magaiia Caceres

Nivel Intermedio

La historia de Japén se divide por eras. Cada uno de estos periodos recibe el nom-
bre del respectivo emperador que gobierna. La era Tokugawa, también conocida como
Edo, inici6 en el siglo XVII y finaliz6 en el siglo XIX. En esta época, Jap6n estuvo en
aislamiento de otros paises por cuestiones religiosas, manteniendo su relacién solo con
China y Corea. Esta politica se conoce como sakoku o pais cerrado. Durante el sakoku,
algunas personas se entretenian resolviendo problemas de matemadticas, generalmente
de geometria, que encontraban escritos en tablas de madera colgadas en los muros y te-
chos de los templos budistas y sintoistas de todo Japén. Estos problemas, son llamados
sangaku, cuya traduccion literal es tablas de madera (ver Figura 1).

Figura 1: Cuatro sangaku del santuario Itsukushima en Hiroshima (1885).
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En este articulo vamos a enunciar y demostrar dos sangaku que fueron colgados en
el templo de Zenkoji en la ciudad de Nagano y que actualmente son conocidos como
los teoremas de Mikami-Kobayashi. El que ahora se conoce como Segundo teorema,
fue colgado en el afio 1796, mientras que el que se conoce como Primer teorema, fue
colgado en el afio 1804. Sin embargo, ambos aparecieron con anterioridad en el libro
Shinpeki Sanpo del autor Fujita Kagen, en el afio 1789 (ver Figura 2).
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Figura 2: Templo de Zenkoji en la ciudad de Nagano y la ilustracién del Segundo
teorema de Mikami-Kobayashi en el libro Shinpeki Sanpo.

El Primer teorema de Mikami-Kobayashi trata sobre circunferencias inscritas en una
triangulacién de un poligono convexo ciclico, en donde por triangulacion entendere-
mos el trazo de todas las diagonales del poligono desde un vértice especifico.

Teorema 1 (Primer teorema de Mikami-Kobayashi). En cada poligono convexo
ciclico, la suma de los radios de las circunferencias inscritas a los tridngulos de cual-
quier triangulacion es constante.

Demostracion. La demostracién serd por induccion en el nimero de lados del poligono
convexo. Primero analizaremos el caso particular de un hexdgono convexo ciclico.
Consideremos la siguiente figura.
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Denotemos por r1, 72,73 y 74 los radios de las circunferencias inscritas a los tridngu-
los ABC,ACF, FCE y ECD respectivamente. Si R es el radio de la circunferencia
circunscrita al poligono, aplicando el teorema de Carnot” a los tridangulos anteriores
tenemos que,

R+ri = mi+mo—mg,
R+ry = mg+me—my,
R+rs = ms+my+me,
R+ry = m3z+myg—me,

donde m1, ma, ms, my, ms y mg denotan las distancias del centro de la circunferencia
circunscrita a los lados del poligono, y m,, m; y m. denotan las distancias del centro
de la circunferencia circunscrita a los segmentos AC, CF'y C'E, respectivamente.
Esto implica que

Observemos que la expresion anterior no depende de la triangulacion elegida, pues tal
expresion ya no depende de los radios de las circunferencias.

El argumento usado en el hexdgono se puede aplicar a un cuadrildtero convexo ciclico
para demostrar que Z?:l T = (Z?:l mi) — 2R, lo cual constituye el caso base de
la induccidn.

2El teorema de Carnot establece que en todo tridngulo, la suma de las distancias (con signo) desde el
circuncentro a los lados del tridngulo es igual a la suma de los radios de las circunferencias inscrita y cir-
cunscrita. El signo del segmento es negativo si el segmento se encuentra completamente afuera del tridangulo,
y es positivo en cualquier otro caso.
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Supongamos que para un poligono convexo ciclico de n > 3 lados y cualquier trian-
gulacién, se tiene que Z;’;f ri = (3 iz1 mi) — (n — 2)R, donde los m;’s denotan
las distancias del centro de la circunferencia circunscrita a los lados del poligono, y
consideremos un poligono convexo ciclico A; ... A, 41 de n + 1 lados. Aplicando la
hipétesis de induccién en el poligono convexo ciclico A; . .. A, con una tridngulacion
desde el vértice A1, obtenemos

n—2 n—1
er = (Zmz> +mg — (n—2)R,
j=1 i=1

donde m,, es la distancia del centro de la circunferencia circunscrita al segmento A,, A;.
Aplicando el teorema de Carnot al tridngulo A; A, A, 11, tenemos que R + 7,1 =
My + Mp41 — Mg. Por lo tanto,

n—1 n—1
er = (Zmz> +mg—(n—2)R+mpy+mpy1 —meg — R
j=1 i=1
n+1
i=1
Esto concluye la induccién. o

Teorema 2 (Segundo teorema de Mikami-Kobayashi). Si ABC D es un cuadrildtero

ciclicoy Oy, Oz, O3, O4 son los centros de las circunferencias inscritas a los tridngulos
ABD, ABC, BCD y CDA respectivemante, entonces 01020304 es un rectdngulo.

Demostracion. Demostraremos primero que los cuadriliteros CO302B y BO201 A
son ciclicos.




Sangaku, el segundo teorema de Mikami-Kobayashi 5

Aplicando el resultado del Ejercicio 1 tenemos que

ZCDB ZCAB

ZC0O3B =90° + =90° +

= /CO,B,

lo que significa que el cuadrilatero CO302 B es ciclico. Luego, Z0302B+/Z03CB =
180°. Aplicando nuevamente el resultado del Ejercicio 1 tenemos que ZBO2A =
90°+ %CA =90°+ 4BQ—DA = /B0 A, lo que significa que el cuadrilatero BO,O1 A
es ciclico. Luego, ZB0O201 + Z01 AB = 180°. Entonces,

Z/0302B + Z/B0,0; = (180° — Z05CB) + (180° — Z01 AB)
= 360° — (LO3CB + L0, AB)
/DCB + /DAB
)
= 360° — 90° = 270°.

= 360° — (

Se sigue que £Z010203 = 360° — (LO302B + £ZB0207) = 360° — 270° = 90°.
Andlogamente se demuestra que £020304 = £03504,01 = £0401:05 = 90°. Por
lo tanto, 0102030 es un rectangulo. O

El Segundo teorema de Mikami-Kobayashilo podemos aplicar para resolver el proble-
ma 6 del concurso nacional de la 26 Olimpiada Mexicana de Matemadticas, realizada
en Guanajuato, Guanajuato, en el afio 2012. De los 196 participantes en esta olimpiada,
s6lo 6 lo resolvieron completamente obteniendo 7 puntos, y 134 participantes obtuvie-
ron cero puntos de calificacién. Veamos cémo aplicar el Teorema 2 en la solucién de
este problema.

Ejemplo 1 (OMM, 2012/6). Considera un tridngulo acutangulo ABC con circuncircu-
lo C. Sean H el ortocentro del tridngulo ABC'y M el punto medio de BC'. Las rectas
AH, BH y CH cortan por segunda vez a C en D, E y F, respectivamente. La recta
MH corta aC en J, de manera que H queda entre M y J. Sean K y L los incentros
de los tridngulos DEJ y DFJ, respectivamente. Muestra que K L es paralela a BC'.

Demostracion. De acuerdo con el Ejercicio 2, tenemos JM es bisectriz del dngulo
/FJE.Dado que JB es bisectrizdel ZF'JD y JC es bisectriz del ZD.JFE, los puntos
K y L estan sobre los segmentos C'J y B.J, respectivamente. Sabemos que H es el
incentro del tridngulo D E'F'. Por el Segundo teorema de Mikami-Kobayashi, K L es la
diagonal del rectdngulo K H LI formado por los incentros respectivos (I es el incentro
del tridngulo F'JE). Como JM es bisectriz del ZF'JFE entonces [ estd sobre JM y
este segmento biseca a K L. Por lo tanto, los tridngulos K JL y BJC son semejantes
y KL es paralela a BC. (|



6 Sangaku, el segundo teorema de Mikami-Kobayashi

Figura 3: Problema 6 del concurso nacional de la 26 OMM.

A continuacién demostraremos dos resultados basicos que servirdn posteriormente para
resolver otros problemas sangaku.

Lema 1. Consideremos un tridngulo rectdngulo ABC con dngulo recto en C. Sir es
el radio de la circunferencia inscrita del tridngulo, entonces 2r = AC' + BC — AB.

Demostracion. El resultado es inmediato por las propiedades de tangencia que se
muestran en la siguiente figura.

A
a
a
< b
e - B

O

Lema 2. Consideremos dos circunferencias, tangentes exteriormente y de radios Ry 'y
Ry. Si'T es la longitud de la tangente comiin, entonces T’ = 2+/ R} Ra.

Demostracion. Si R1 = Rs, el resultado es inmediato.
Si R; > Ro, consideremos la siguiente figura, donde A y D son los centros de las
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circunferencias, C' es un punto de tangencia y B es el punto tal que el cuadrildtero

ABC'D es un paralelogramo.
C

V]

Por el teorema de Pitdgoras (R, + R2)? = T2+ (R; — R2)?. Simplificando la expresién
obtenemos el resultado. El caso R; < Rj es andlogo. [l

Ejemplo 2. En un tridngulo rectingulo se inscribe un cuadrado de lado ¢, como se
muestra en la figura. Encuentra ¢ en términos de los radios de las circunferencias ins-
critas a los tridngulos pequefios.

A
D I?j
- |
B E C

Solucidn. Consideremos a = BC'y b = AC'. Por el Lema 1 tenemos que
2s = t+(a—t)— BD, 1)
2r = t+(b—t)— DA.

Usando la semejanza de los tridngulos pequefios, tenemos que

t a—t_a_s @)
b—t t b

Aplicando el teorema de Pitdgoras en el tridngulo BD E, asi como la segunda y tercera
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igualdades de (2) tenemos que

BD =\/(a—t)?+12 = \/t2a—2+t2 = \/t?i + 12
b2 r2 ’

Sustituyendo BD y la tercera igualdad de (2) en la ecuacién (1), obtenemos

2 7,2 22
2s:t—|—t§—1/t28—2—|—t2:t+tf_t\/s +7r _t<s+r Vs +r>’
r r r

r r

_ _ 2 2 : iaTi str4+vs?4r?
de donde 2sr = t(s + r — v/s2 + r2). Despejando ¢ y multiplicando por T
obtenemos que

2
t= il =s+r+s2+1r2

s+r—s24r?

Ejemplo 3. Los puntos Py () estdn sobre el lado AD del cuadrado ABC D, como se
muestra en la figura. La circunferenciaI' es tangente a Q B, BC'y CP. Sean a, r1 y 12
el lado del cuadrado y los radios de las circunferencias inscritas a los tridngulos AQ B
y PCD, respectivamente. Si r es el radio de I, demuestra que

1 1 1

r a—2r1  a—2ry

B C
a
Cs
Cy i
A Q P D

Demostracién. Denotemos AQ por k'y PD por £. Entonces, QP = a— (k+/{). Usando
el Lema 1 tenemos que

QB = a+k-—2r, 3)
PC = a+{0—2r. )

Usando el teorema de Pitdgoras en el tridngulo AB(Q tenemos que QB = vk? + a?.
Sustituyendo esta expresion en la relacion (3) y despejando k obtenemos que

k:2rl(a—rl). 5)

a—2r
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Aplicando ahora el teorema de Pitagoras en el tridngulo PC'D tenemos que PC =
Va2 + ¢2. Sustituyendo esta expresion en la relacién (4) y despejando ¢ obtenemos
que

27’2(a—7’2)' ©)

a— 2ry

Calculemos el drea del trapecio PQ) BC' de dos maneras distintas.
De la férmula estdndar

(QP+BC)a  [(a—(k+4¥))+ala 2a*—a(k+{)
2 B 2 B 2 '

(PQBC) =

Por otro lado, si O es el centro de I', entonces

(PQBC) = (QOB)+ (BOC) + (COP) + (POQ)
_ (QB+BC+ PC)r+ PQ(a—7)
5 .

Sustituyendo las relaciones 3, 4y la expresion para () P en la relacion anterior obtene-
mos que,

[(la+k—2r1)4+a+(a+l-2r)]r+ (a— (k+1)(a—r7)
2
2ar — 2r(ry +ra) + 2r(k + £) — a(k + £) + a?
5 .

(PQBC) =

Igualando las dos expresiones obtenidas para el drea del trapecio PQ) BC' obtenemos
que a® = 2ar — 2r(ry + o) + 2r(k + £), de donde

2
“7 =2a—2(r +72) + 2(k + €) = [a — 2ry + 2k] + [a — 2ry + 20). %)

Finalmente, sustituyendo (5) y (6) en (7) obtenemos el resultado.

Ejemplo 4. T' es la circunferencia inscrita al trapecio isésceles ABCD. Se trazan
dos circunferencias tangentes a I', cada una tangente a dos lados del trapecio ABC'D,
como se muestra en la figura. Si los radios de las circunferencias pequefias son 4 y 9,
encuentra el valor del radio de I'.
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Solucion. Consideremos la siguiente figura.

D E C

0%

A H K B

Denotemos pora = HB, R =OH = OF yr =IK.Porel Lema2, HK = 2v/ Rr.
Usando la semejanza de los tridngulos OH B e I K B tenemos que

IK OH r R_ _2RVEr

KB HB a— 2V Rr a R—r
Anélogamente, si s es el radio de la otra circunferencia pequeilay b = D E, entonces

_ 2RvVRs

b .
R—s

Como el cuadrildtero ABC'D tiene una circunferencia inscrita, entonces usando nue-
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vamente el teorema de Pitdgoras, obtenemos que

AB+DC = AD+CB
20+2b = 24/(2R)? + (a —b)?
(a+b)? = 4R?+a®—2ab+b?
ab = R?
2RVEr\ (2RVRs\ e
R—r R—s o
AR
(R—7r)(R—25)

4R\rs = R*>—(r+s)R+rs

que es equivalente a la ecuacién cuadrética R? — (r + s + 44/78)R + rs = 0. Por
hipétesis sabemos r = 9y s = 4. Sustituyendo estos valores y resolviendo la ecuacién
cuadrética obtenemos que R = 1 o R = 36, de los cuales la tnica solucién posible es
R = 36.

Ejercicios

A partir del Ejercicio 3, enunciamos problemas sangaku. Todas las figuras son cortesia
de las notas de Francisco Javier Garcia Capitan ([1]).

Ejercicio 1. Considera un tridngulo ABC con incentro I. Demuestra que /BIC =
90° + £ZBAC
=5

Ejercicio 2. Usando las hipdtesis del Ejemplo 1, demuestra que JM es bisectriz del
dngulo /FJE.

Ejercicio 3. Considera tres circunferencias tangentes a una recta por el mismo semi-
plano y tangentes entre si como se muestra en la figura. Encuentra una relacion entre
sus radios.

Ejercicio 4. Considera dos circunferencias I'1 y I's tales que T's es tangente a 'y y a
dos cuerdas de ella, como se muestra en la figura. Si r es el radio de I'y, demuestra
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que

Iy

Ejercicio 5. Sean I'1,T'2, '3 tres circunferencias y ABC un tridngulo isésceles tales
que, DB es didmetro de Iy, DA es didmetro de I'y y I's es tangente a I'1,I's y AC
(ver figura). Si O es el centro de I'3, demuestra que O A es perpendicular a DB.

:b e
<7
Q

FQ Fl
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