El Maximo Comun Divisor

Por Carlos Jacob Rubio Barrios y José Alejandro Lara Rodriguez

Nivel Intermedio

Divisibilidad

Si a y b son nimeros enteros, se dice que a divide a b, denotado por a | b, si b = ac
para algtin entero c. En este caso se dice que a es un divisor de b. Otras formas de decir
que a divide a b son:

a es un factor de b,
b es un multiplo de a,
b es divisible entre a.

Si a no divide a b, se escribe a { b.

Si a y b son enteros, una combinacion lineal de a y b es un entero de la forma ax + by
donde x, y son enteros.

En el siguiente teorema se presentan algunas propiedades ttiles de la divisibilidad.

Teorema 1.
1. Propiedad reflexiva: Para cualquier entero a, se tiene a | a.
2. Propiedad transitiva: Sia | by b | ¢, entonces a | c.

3. Un entero c divide a los enteros a y b si y solamente si c divide a cualquier
combinacion lineal de a y b:

claycl|be c| (ax+ by) para cualesquiera enteros x, y.

4. a|byb| asiysolamente si a = +b.

5. Sea m un entero distinto de cero. Entonces a | b si y solamente si ma | mb.
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Demostracion. Todas las pruebas son inmediatas de la definicién.

1.
2.
3.

Es evidente que a = a - 1.
Sib=aqyc=bg,conqy g enteros, entonces ¢ = (aq1)gz = a(q1g2).

=): Como ¢ | ay ¢ | b, existen enteros g1, 2 tales que a = ¢q; y b = cqa. Por
lo tanto ax = cq1x 'y by = cqoy. Sumando término a término y factorizando c
se tiene que ax + by = ¢(q1z + g2y), lo que demuestra que ¢ siempre divide a
azx + by.

<): Como c divide a cualquier combinacién lineal de a y b, en particular, ¢ |
(a-14+b-0)yc|(a-04+0b-1);esdecir,c|ayc|b.

. Supongamos primero que a | by b | a. Primero se observa que si a = 0 entonces

b=0yaquea | by secumple 0 = £0. Reciprocamente, si b = 0, entonces a
es cero y también se cumple a = +b. Supongamos que ni a ni b son cero. De
la hipdtesis se sigue que existen enteros uj, us tales que b = au; y a = bus.
Esto implica que b = busu; y a = aujus y por tanto ujue = 1. Entonces
u; =uz =10u; =ug =—1.Luegoa=boa = —b.

Reciprocamente, supongamos que a = +b. Por definicién se tiene b | a. También
setieneb= tayporloa |b.

. Sia | b, entonces b = ac para algiin entero c¢. Multiplicando ambos lados de la

igualdad por m, se obtiene mb = mac lo que indica que ma | mb (observe que
no importa que m sea cero o distinto de cero).

Reciprocamente, si ma | mb, entonces existe algtin entero ¢ tal que mb = mac.
Como m # 0, aplicando la ley de la cancelacion se obtiene b = ac.

O
Algunos casos particulares del Teorema 1 se presentan en el siguiente
Corolario 1.
1. Sia|b, entonces a | bx para cualquier entero x.
2. Siclayc|b entoncesc| (£a=+b).
Demostracion. 1. Por hipétesis a | by como siempre sucede que a | 0, entonces

a | (bxz + Oy) para cualesquiera enteros , y, esto es, a | bz .

2. De la hipétesis se sigue que c divide a cualquier combinacién lineal de a y b, y

cada uno de los enteros a + b, a — b, —a+ by —a — b es una combinacién lineal
deayb.
O

Teorema 2. Sean a y b niimeros enteros.

1.

allalylal|a.
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2. Las siguientes condiciones son equivalentes:
a) a|b.
b) [al | [b].
Demostracion. 1. De acuerdo con la definicién de valor absoluto se tiene
a si a>0,
la| = :
—a st a<O.

Es decir, |a| = +a. Esto prueba que a | |a|. También se tiene que a = +|al. Por
tanto, |a| | a.

2. Supongamos primero que a | b. Como |a| | a'y a | b se sigue que |a| | b; ahora
se tiene que |a| | by b | |b]; por tanto |al | |b].
Reciprocamente, supongamos que |a| | |b]. Como a | |a| y |a| | |b| se obtiene

que a | |b]. Como también se tiene que |b| | b, se llega a que a | b.
O

El Algoritmo de la division

Una propiedad muy 1til que relaciona el orden en el conjunto de los nimeros enteros
con la divisibilidad es la siguiente.

Teorema 3. Si ay b son enteros conb # 0y a | b, entonces |a| < |b|.

Demostracion. La hipétesis a | b implica que |a| | |b|. Entonces |b| = |a|c para algtin
entero ¢. Como b # 0, tenemos que a # 0y por lo tanto |[b| > 0y |a| > 0. De aqui,
¢ > 0 o, de manera equivalente, ¢ > 1. Luego, |b| = |a|c > |a]. O

Una consecuencia inmediata de este teorema es que todo entero distinto de cero tiene
un ndmero finito de divisores. En efecto, sea a un entero distinto de cero y sea d € D
donde D es el conjunto de los divisores de a. Entonces d | a y por lo tanto |d| < |a|, 0
lo que es equivalente —|a| < d < |a|. Luego, D es subconjunto del conjunto

{~lal,~la| +1,...,-1,0,1,..., |a]}

de donde se sigue que D es un conjunto finito.

Si x es un nimero real, |z ] denota al mayor entero menor o igual que x:
|z] =max{k € Z: k < x}.
El entero |z es el piso de 2 y de acuerdo con la definicién es el tnico entero tal que
lz] << |z]+1.

Si z es entero, || = x y si « no es entero, |z | es el primer entero a la izquierda de
en la recta real. Por ejemplo |—3.5] = —4y |3.8] = 3.

Si 2 no es entero, entonces |—x| = —|x| — 1. En efecto, |z] es el entero inmedia-
to anterior a ' y || + 1 es el entero inmediato posterior 2, de modo que el entero
inmediato anterior a —z es — || — 1 y el entero inmediato posterior a —x es —|z].
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Teorema 4 (Algoritmo de la division). Si a y b son enteros 'y b # 0, entonces existen
enteros q y r unicos tales que

a=gb+r con 0<r<|b.
Se dice que q es el “cociente” y r es el “residuo”.

Demostracion. En primer lugar demostraremos la existencia de los enteros q y r, con-
siderando dos casos.
Caso 1: b > 0. Haciendo ¢ = [ % |, tenemos que

< —-<q+1l=g¢g<a<(g+1)b=0<a—gb<d.

S

Tomando r = a — gb, se sigue que las elecciones posibles para el entero r son 0, 1,
2,...,b—1.

Caso 2: b < 0. Como —b > 0, por el Caso 1, existen enteros q y r tales que a =
g(=b)+r = (—q)b+rcon0 < r < —b = |b|. Luego, —q y r son el cociente y
residuo, respectivamente.

Para demostrar la unicidad, supongamos que ¢,7, ¢’ y 7’ son tales que a = gb + r
con0 <r < |blya=¢gb+7r con0 < ¢ < [b. Sir—1" > |b, se tendria
que r > |b| + 7' > |b|, lo que es una contradiccién. Luego, r — 1’ < |b| y también
v’ —r < |b|,asi que |[r — 7| < |b].

Por otro lado se tiene que b(q — ¢’) = r’ — r lo que indica que b | v’ — r; por tanto
también se tiene que |b| divide a |r — r/|. Si ' — r # 0 se tendria |b] < |r — /| lo
que serfa una contradiccién. Luego 7 — ' = 0, esto es, r = 7. Dado que b # 0,
bq +r = bqg' + ' implica que g = ¢'. O

A continuacién, veamos algunas aplicaciones del Algoritmo de la division.

Ejemplo 1. Sea n un entero positivo tal que 3n + 1 es un cuadrado. Demostrar que
n + 1 es suma de tres cuadrados.

Solucion. Sea n un entero positivo tal que 3n + 1 = k? para algdn entero k. Por el
algoritmo de la divisién, k = 3¢+ rconr = 0,10 2.

Si k = 3¢, entonces 3n + 1 = 9¢2 de donde 1 es miiltiplo de 3, lo cual es un absurdo.
Si k = 3¢+ 1, entonces 3n + 1 = 9¢®> 4+ 6¢ + 1 de donde n = 3¢* + 2q. Asi,
n+1=¢*+q¢*+ (¢ + 1)? es suma de tres cuadrados.

Si k = 3¢ + 2, entonces 3n + 1 = 9¢2 + 12¢ + 4 de donde n = 3¢ + 4q + 1. Asi,
n+1=q?+ (qg+1)?>+ (¢+ 1)% es suma de tres cuadrados.



El Maximo Comun Divisor 5

Ejemplo 2. Sean a,d y n enteros positivos con a > 1. Si a® — 1 divide a a™ — 1,
demostrar que d divide a n.

Solucion. Por el algoritmo de la division, existen enteros (inicos) g y 7 tales que n =
dq + r con 0 < r < d. Entonces,

a" —1=(a%t" —a") +(a" —1) =a"(a¥ = 1) + (a" — 1).

Sia? — 1 divide a ™ — 1, entonces a? — 1 divide a a” — 1, pues a? — 1 también divide a
a®—1 (observe que a®—1 = (a?)7—1 = (a®—1)(a¥@= V) 44972 ... L g1 1)).
Luego, si a” — 1 > 0, tendriamos que a®—1<a -1 (por el Teorema 3) de donde
d < r, lo cual no es posible. Por lo tanto, a” — 1 = 0 lo cual implicaque r = 0y
n = dq. Asi,d | n.

El maximo comun divisor

Como vimos antes, el numero de divisores de un entero distinto de cero es finito, de
modo que podemos definir el mdximo comiin divisor de los enteros a y b como el
maximo de los divisores comunes de a y b, esto es,

méx{d € Z: d|ayd| b},

suponiendo que a # 0 0 b # 0, donde Z denota el conjunto de los nimeros enteros.
Denotaremos a este nimero por med(a, b). Se extiende la definicién estableciendo que
mcd(0,0) = 0.

El maximo comiin divisor de a y b cuando a # 0 0 b # 0, es por definicion el elemento
mdaximo de la interseccion del conjunto de divisores de a con el conjunto de divisores
de b:

med(a,b) =méx{d€Z:d|ayd| b} =midx({d€Z: d|a}N{d € Z: d|b}).
De la definicién también es inmediato que mcd(a, b) = med(b, a).
Dado que el conjunto de divisores de un entero a es el mismo que el conjunto de
divisores de —a se sigue directamente de la definicién que
mcd(a, b) = med(+a, £b) = med(|al, |b]).
Ejemplo 3. El mdximo comiin divisor de 6 y 10 es 2, ya que
{d€eZ:d|6yd]|10} = {£1,+2,+3,+6} N {+1, £2,+5,+10} = {-2,-1,1,2}.
También se tiene med(—4,6) = 2 puesto que
med(—4,6) = max({+1, £2, £4} N {+1, £2, £3,+6}) = max{—2,-1,1,2} = 2.
Por otro lado, med(3,0) = 3 ya que
méx({—3,-1,1,3}NZ) = méx{-3,-1,1,3} = 3.

En general, med(a,0) = med(0,a) = |a| para cualquier entero a.
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Teorema 5. Si a y b son enteros, entonces
med(a,b) = med(a,b — a) = med(b,a — b) = med(a,a +b).

Demostracion. Sia = b = 0, el resultado es inmediato. Supondremos que a # 0 o
b # 0. Para probar la primera igualdad de izquierda a derecha, bastard probar que el
conjunto de divisores de a y b es el mismo que el conjunto de divisoresde a y b — a
(pues el conjunto de divisores de un entero distinto de cero es un conjunto finito, y si
dos conjuntos finitos son iguales necesariamente tienen el mismo elemento maximo.)
Sea d un divisor comiin de a y b, es decir, d | a 'y d | b. De acuerdo con el Corolario 1,
se sigue que d | (b — a). Reciprocamente, sid | ay d | b — a, entonces d | a'y
dla+(b—a),ie,d|ayd]|b.

Las pruebas de que mcd(a,b) = mcd(b,a — b) y med(a,b) = mcd(a,b + a) son
andlogas y se dejan de ejercicio al lector. O

Una consecuencia inmediata del teorema anterior y que serd de gran utilidad para
el cdlculo del mdximo comin divisor es la siguiente.

Corolario 2. Sean a, by n enteros. Entonces, mcd(a,b) = med(a,b — an).

Demostracion. Sin = 0, el resultado es inmediato. Si n > 0, aplicando repetidamente
el teorema anterior se tiene

mcd(a, b) = med(a,b — a) = med(a,b —a —a) = --- = med(a, b — na)
y sin < 0 se tiene
mcd(a, b) = med(a,a + b) = med(a,a + a+b) = --- = med(a, [n|a + b)
= mcd(a, —na + b).
(]

Se pueden usar repetidamente el Algoritmo de la division junto con el Teorema 5
para calcular el mdximo comiin divisor. [lustramos esto con un ejemplo.

Ejemplo 4. Calcular med(4655,1309).

Solucion. Al dividir 4655 entre 1309 hallamos que 4655 = 1309 - 3 4 728, es decir,
q = 3y r = 728. De acuerdo con el Teorema 5, se tiene

med(1309, 4665) = med(1309, 4665 — 1309 - 3) = med(1309, 728).

Esto reduce el problema, pues ahora se debe hallar el mcd de niimeros mds pequefios.
Repitiendo el proceso encontramos que 1309 = 728 - 1 + 581, de tal manera que
mcd(1309, 728) = med(728, 581). Continuando de esta manera:

798 = 581 - 1 + 147, med(728, 581) = med(581, 147),
581 = 147 - 3 + 140, med (581, 147) = med(147, 140),
147 =140 - 1+ 7, med(147, 140) = med(140, 7),
140 =7-20+ 0, med(140,7) = med(7,0) = 7.
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De esta forma se tiene que mcd (4665, 1309) = 7.

Aunque el procedimiento puede resultar largo y quiza tedioso por las divisiones suce-
sivas, este es un método que no requiere la factorizacién de niimeros, la cual puede
no ser facil de realizar, sobre todo cuando se trata de ndmeros grandes. De hecho, se
sabe que el nimero de pasos requeridos para encontrar el maximo comun divisor de
los enteros a y b es, en el peor de los casos, 5 veces el nimero de digitos (en base
10) del més pequefio de los nimeros. En el ejemplo anterior, los dos nimeros tienen 4
digitos, asi que en el peor de los casos hubiera sido necesario realizar 20 divisiones o
20 algoritmos de la division.

Algoritmo Euclidiano. Dados los enteros a y b, mediante la aplicacion repetida del
Algoritmo de la division se obtiene una sucesion de cocientes 'y residuos

a = bqgo + 7o, 0 <ro < bl 0)
b=roq1 +11, 0<r <ro, (D
ro =T1G2 + T2, 0<ry <ry, ()
Tn—2 = Tn—14n + Tn, 0 S Tn < Th-1, (n)
'n—1 = Tnqn+1, (n+1)

donde r,, es el iiltimo residuo distinto de cero. Entonces, r,, es el mdximo comiin divisor
deayb.

Es importante enfatizar la existencia de r,,. Dado que [b| > rg > r; > -+ > 1, es
una sucesion estrictamente decreciente de nlimeros enteros no negativos, la sucesion
no puede continuar de manera indefinida.

Ejemplo 5. Sean a,by c enteros con a > 1. Demostrar que
med(ab —1,a° — 1) = a™e4®) _ 1,

Solucidn. Por el algoritmo de la divisién, podemos escribir b = cqg + 7 con 0 < r < c.
Luego,

a®—1=(a—=1)a"+a" -1

= (a®— 1)@V + a2 4. 46+ 1a" + (a” — 1).

Aplicando el Corolario 2 con los enteros a® — 1, a® — 1y n = (a4~ 4 ¢°(4-2) 4
-+-+a®+ 1)a", tenemos que

med(a® — 1,a° — 1) = med(a® — 1,a® ' — (a7 40972 4. 46+ 1)a"(a° — 1))

=mcd(a® — 1,a" —1).

De manera andloga, nuevamente por el Algoritmo de la divisidén tenemos que ¢ =
rgi+ricon0 <7 <rymed(a®—1,a"—1) = med(a” —1,a" —1). Continuando de
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estaforma, sir, 1,7, ..., 7, sonlos residuos obtenidos en la aplicacion del Algoritmo
Euclidiano y r,, es el mdximo comun divisor de by ¢ obtenemos
(a*—1,a°=1)=(a°—1,a" —1)=(a"—1,a" —1)=---= (a" ' —1,a" — 1)

_ (arn _ 170) —qgn—1= amcd(b,c) —1.

El siguiente teorema establece que el maximo comun divisor de los nimeros a y b es
combinacién lineal de a y b. Es un resultado muy 1til en problemas de la olimpiada.

Teorema 6. Si a y b son enteros, entonces existen enteros x, y tales que
med(a,b) = ax + by.

Demostracion. Se tiene med(a,0) = |a] = a-u+0-0,donde u =1 0 —1. Andloga-
mente, med(0,b) = [b] =0-0+b-u',conuw’ =10 —1,ymed(0,0) =0-0+0-1. Se
puede suponer que ab # 0. En el Algoritmo Euclidiano, primero se usa la ecuacién
(n), para escribir r,, en términos de los dos residuos inmediatos anteriores, r, =
Tn—2 — qn’n—1. Después se usa la ecuacién (n — 1) para escribir 7,1 en términos
de r,_2 y rn_3, etc. Al final de este proceso recursivo, 7, estard escrito en términos de
ayb. O

Hay mds de una manera de escribir med(a, b) como combinacién lineal de a y b. De
hecho, hay una infinidad, pues si med(a, b) = ax + by, también se tiene mcd(a, b) =
a(x + b) + b(y — a). Sin embargo, en muchos problemas basta considerar una.

Ejemplo 6. De acuerdo con el Ejemplo 4, se tiene med(4655,1309) = 7. Ademds,

4655 = 1309 - 3 + 728, )
1309 = 728 - 1 + 581, 1)
728 = 581 - 1 + 147, 2)
581 = 147 - 3 + 140, 3)
147 =140-1 + 7, )
140 = 7 - 20. 5)

Despejando 7 en la ecuacion (4), se tiene 7 = 147 — 140 - 1. Ahora se despeja 140 en
la ecuacion (3) y se sustituye en la ecuacion anterior

7=147— (581 —147-3) =147 -4 — 581 - 1.
A continuacion se despeja 147 en la ecuacion (2) y se sustituye quedando
7=(728—581)-4—581-1="728-4—581-5.
Se sustituye ahora 581
7T=728-4— (1309 —728)-5="728-9—1309- 5.
Finalmente, se despeja 728 en la ecuacion (0):
7 = (4655 —1309-3) -9 — 1309 - 5 = 4655 - 9 — 1309 - 32.

Es decir, med(4655,1309) = 4655(9)+1309(—32). También se tiene med(4655,1309) =
4655(9 + 1309) + 1309(—32 — 4655).
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Una consecuencia inmediata del teorema anterior es que un entero ¢ es combinacién
lineal de dos enteros a y b si y solamente si mcd(a,b) | ¢. En otras palabras, el con-
junto de enteros que son combinacién lineal de a y b coincide con el conjunto de los
miiltiplos de med(a, b). En efecto, supongamos que d = mcd(a, b). Comod | ayd | b,
entonces d divide a cualquier combinacién lineal de a y b; en particular d divide a c.
Reciprocamente, si d | ¢, entonces ¢ = dq para algin entero ¢g. De acuerdo con el
Teorema 6, existen enteros T, s tales que d = ar + bs. Luego ¢ = dq = a(rq) + b(sq).

Segtin el Teorema 6, mcd(a, b) es combinacién lineal de a y b. El reciproco no es cierto,
es decir, si ¢ es combinacioén lineal de a y b, ¢ no necesariamente es el maximo comun
divisor de a y b. Como el mdximo comiin divisor de dos nimeros distintos de cero
es positivo, estamos interesados en combinaciones lineales que den por resultado un
nimero positivo. Resulta que de entre todas las combinaciones lineales que dan por
resultado un nimero positivo, la mas pequefia de todas, es el mdximo comun divisor.
Dado que mcd(a,b) = mcd(|al, |b|), con frecuencia nos podemos restringir al caso
a>0,b>0.

Teorema 7. Si a y b son enteros positivos y d = ax + by es su combinacion lineal
positiva minima, entonces d = mcd(a, b).

Demostracion. Se debe probar que d es un divisor comin de a y b y que ademds
es el maximo entre todos los divisores comunes. De acuerdo con el Algoritmo de la
divisién, se tiene a = dg + r con 0 < r < d. Como d = az + by, se obtiene que
a = (ax + by)qg + r, de donde r = a(1 — zq) + b(—yq). Dado que r < dy desla
combinacidn lineal positiva minima de a y b, no es posible que > 0; entonces r = 0
y d | a. De manera andloga se muestra que d | b.

Comod | ayd | b, entonces d divide a cualquier combinacién lineal de a y b (Teo-
rema 1); en particular d | mcd(a, b). De acuerdo con el Corolario 2 se tiene que d <
mcd(a, b). Por otro lado, como med(a, b) | a y med(a, b) | b, se tiene que med(a, b) | d.
Luego med(a, b) < d. Las dos desigualdades implican que d = mcd(a, b). O

Ejemplo 7. Los niimeros 10,20 y 30 son combinaciones lineales positivas de a = 2210
y b =980:

10=a-(-47)+b-106, 20=a-4+b-(-9), 30=a-(—43)+b-97

Con base en el teorema anterior podemos afirmar que el mdximo comiin divisor de a 'y
b no es ni 20 ni 30, pues 10 es combinacion lineal positivia de a y b que es menor que
20y 30. Para poder asegurar que 10 es el mdximo comiin divisor de a y b necesitamos
mds informacion.

El siguiente teorema es de gran importancia pues da algunas caracterizaciones para el
maximo comun divisor.

Teorema 8. Sean a,by d > 0 enteros. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. d = mcd(a,b).

2. des la combinacion lineal positiva minima de a 'y b.
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3.d|ad

bysic|layc]|b, entoncesc | d.

4. d|a d

b, y d es combinacion lineal de a y b.

Demostracion. El teorema anterior muestra que 2) implica 1). Reciprocamente, si d =
mcd(a, b) y dq es combinacién lineal positiva de a y b, entonces d | d; ya que d divide
a cualquier combinacién lineal de a y b. Luego d < d; y d es la combinacién lineal
positiva minima de a y b. Esto muestra que 1) y 2) son equivalentes.

Ahora bien, 1) implica 3), pues cualquier divisor de a y b divide a cualquier combi-
nacion lineal de a y b, en particular, divide a med(a, b). Supongamos ahora que d sa-
tisface 3); dado que mcd(a, b) es un divisor comin de a y b, se sigue que med(a, b) | d
y por lo tanto mcd(a, b) < d. Por otro lado, como d | a 'y d | b, entonces d | med(a, b),
ya que mcd(a, b) es combinacién lineal de a y b. Asi, d < mcd(a, b), y queda probado
que d = mcd(a, b). Esto muestra que 1) y 3) son equivalentes.

Finalmente, veamos que 2) < 4). Si d satisface la condicién 2), entonces por el teo-
rema anterior, d = med(a, b) y por lo tanto se satisface la condicién 4). Supongamos
ahora que d satisface la condicién 4) y sea c un entero tal que ¢ | a 'y ¢ | b. Como d es
combinacidn lineal de a y b, tenemos que ¢ | d. Luego, se satisface la condicién 3) y por
lo tanto se satisface la condicién 2) (pues las condiciones 1), 2) y 3) son equivalentes).
Esto muestra que las condiciones 2) y 4) son equivalentes. O

De acuerdo con el Ejemplo 7, los nimeros 10,20 y 30 son combinaciones lineales
positivas de 2210 y 980. Dado que 10 es combinacioén lineal de 2210 y 980, y 10 es
divisor comun de 2210 y 980, con base en el teorema anterior se concluye que 10 es el
mdaximo comun divisor de 2210 y 980.

El Ejemplo 5 se puede resolver de otra manera utilizando el Teorema 8. En efecto, sea
d = mcd(b, c). Entonces, b = sd y ¢ = td para algunos enteros s, t. Tenemos que
a’—1=(a?)®*—-1ya®—1=(a%)! — 1 son divisibles por a® — 1, de modo que por el
Teorema 8 a? — 1 divide a med(a® — 1,a°—1). De aqui, a? — 1 < med(a® —1,a¢—1).
Por otra parte, tenemos que d = bx+cy para algunos enteros x, y. Ademds, x e y deben
tener signos opuestos (claramente no pueden ser ambos negativos, ya que d es positivo.
Tampoco pueden ser ambos positivos, ya que si lo fueran se tendria que d > b+clo que
es una contradiccién, pues d < by d < ¢). Asumamos, sin pérdida de generalidad, que
x>0,y <0yseat=mcd(a’—1,a°—1). Entonces, t | (a®* —1)yt| (a=¥ —1),10
cual implica que ¢ divide a ((a** —1)—a%(a=—1)) = a®—1,yporlotantot < a?—1.
En conclusién, tenemos que ¢ = med(a® —1,a¢ —1) < a? —1 < med(a® — 1,0 — 1),
esto es, med(a® — 1,a¢ — 1) = a? — 1 = g™ — 1,

Una consecuencia inmediata del Teorema 8 es que si a y b son enteros y 1 = ax + by
para algunos enteros x, y, entonces el maximo comun divisor de a y b es 1, pues en
este caso, 1 es la combinacion lineal positiva minima de a y b.

Se dice que dos enteros a y b son primos relativos, primos entre si 0 coprimos, si su
méximo comun divisor es 1.

Corolario 3. Sia y b son enteros tales que mcd(a,b) = d, entonces med (%, g) =1
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Demostracion. Tenemos que d = ax + by para algunos enteros z,y. Como d | a'y
d | b, resulta que 2y 2 son enteros, y por lo tanto 1 = (%)z + (2)y. Se sigue que
med(%,%) = 1. O
Ejemplo 8. Si a y b son enteros con med(a,b) = 1, demostrar que med(a?,b?) = 1.

Solucion. Tenemos que existen enteros x, y tales que ax+by = 1. Elevando al cuadrado
obtenemos que 1 = a?z? + b(2axy + by?), y por lo tanto med(a?,b) = 1. Esto
muestra que si med(a, b) = 1, entonces med(a?, b) = 1. Usando esto, concluimos que
med(a?,b?) = 1.

Teorema 9 (Propiedad Multiplicativa del Maximo Comin Divisor). Sean a,by n en-
teros positivos. Entonces, med(na,nb) = n - med(a, b).

Demostracion. Sea d = mcd(a,b). Sabemos que existen enteros x, y tales que d =
ax +by. Comod | ayd | b, tenemos que nd | na, nd | nby nd = (an)x + (bn)y.
Luego, nd, na y nb satisfacen la condicién 4) del Teorema 8, y por lo tanto nd =
mcd(na, nb) (por la equivalencia de 1) con 4) de dicho teorema). O

Ejemplo 9. Sean a y b enteros tales que med(a,b) = 1. Demostrar que
med(a +b,a* —ab+b*) =103.

Solucion. Sea d = mcd(a + b,a® — ab + b?). Tenemos que d es divisor de (a +
b)?2 — a® + ab — b?> = 3ab. Luego, d divide a 3b(a + b) — 3ab = 3b? y también a
3a(a+b)—3ab = 3a®. Luego, por el Teorema § se sigue que d divide a med(3a?, 3b2).
Esto es, d divide a 3 - mcd(a?, b?) por la propiedad multiplicativa del madximo comiin
divisor. Como mcd(a, b) = 1, el ejemplo anterior implica que mcd(a?, b?) = 1, y por
lotanto d | 3. Asi,d =10 3.

Ejemplo 10. Sea n > 5 un entero. Determinar el mdximo comiin divisor de a =
3

n3 —n? —12nyb = 2n2 — Tn — 4 en términos de n.
Solucion. Observemos primero que a = n(n —4)(n +3)y b = (n — 4)(2n + 1).
Aplicando la propiedad multiplicativa del maximo comun divisor, tenemos que

med(a,b) = (n — 4) - med(n(n + 3),2n + 1).

Como n y 2n + 1 son primos relativos (pues 1 = (—2)n + 1(2n + 1)), es fécil ver
que med(n(n + 3),2n + 1) = med(n + 3, 2n + 1) (ejercicio). Luego, basta calcular
mcd(n + 3,2n + 1).

SeanA =2n+1,B=n+3yd = mcd(A,B). Comod | Ayd | B, tenemos
que d | (2B — A), esto es, d | 5. De aqui, d = 1 o 5. Supongamos que d = 5;
entonces, 5 | Ay 5| B.Deaqui,5 | (A— B),estoes, 5 | (n — 2). Reciprocamente, si
5| (n — 2) entonces n = 5k + 2 para algtin entero k. Luego, A = 2n+ 1 = 5(1 4 2k)
y B=n+3=5(k+ 1), lo que significa que A y B son miiltiplos de 5. Por lo tanto,
tenemos que 5 | Ay 5 | Bsiysolosib | (n — 2). Esto implica que si d = 5, entonces
5| (n — 2). Reciprocamente, si 5 | (n — 2) entonces 5 | Ay 5| B, y por el Teorema 8
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se sigue que 5 | d. Como d = 1 0 5, debemos tener que d = 5. En conclusién, d = 5 si
ysélosib | (n—2),yporlotanto,d = 1siy sélosi 5t (n — 2). Luego,

meda,p) = {7070 % 22

Si un entero a divide a un producto bc, no necesariamente divide a alguno de los fac-
tores. Por ejemplo, 4 | 2 - 10, pero 4 t 2y 4 1 10. Sin embargo, si el divisor es primo
relativo con alguno de los factores, es posible concluir que el divisor divide al factor
con el cual no es primo relativo.

Teorema 10. Si a | bc y med(a,b) = 1, entonces a | c.

Demostracion. De acuerdo con la hipétesis, existen enteros x, y tales que 1 = az + by.
Multiplicando por ¢, se obtiene que ¢ = acz + bey. Como a | be, existe un entero g tal
que be = ag. Luego ¢ = acx + aqy = a(cx + qy), de donde a | c. O

Ejemplo 11. Sean a y b enteros positivos primos relativos tales que ab = c" para
algiin entero positivo c 'y algiin entero positivo n. Demostrar que existen enteros x,y
tales que a = " y b = y".

Solucion. Sea d = mcd(a,c). Tenemos que @ = duyc = dvconu = §yv =
primos relativos (ver Corolario 3). Entonces,

alo

ab = dub = (dv)" = " = ub = d" """ = u | d"" 1",

Como u y v™ son primos relativos (pues u y v lo son), el teorema anterior implica que
u|d . Seak = L:. Como 1 = mcd(a,b) = med(du, kv™) existen enteros r, s
tales que 1 = dur + kv™s. Luego, d y k son primos relativos, y en consecuencia d” !
y k también lo son. De aqui, 1 = mcd(d"~ !, k) = med(ku, k) = k- med(u,1) = ky
por lo tanto, d" "' = u, a = du = d" y b = kv"™ = v".

Para finalizar, dejamos unos ejercicios para el lector.

Ejercicios

1. Sean a y b enteros positivos impares tales que a { b. Demuestra que existen
enteros q y r tales que b = ag + r donde r es impary —a < r < a.

2. Sean a y b enteros tales que b < 0y b {a.Sia =bg+rcon0 < r < b,
demuestraque ¢ = || + 1.

3. Sean a, by c enteros y sea d = mcd(a,b). Sia | cyb | ¢, demuestra que %b

también divide a c.
4. Sean a y b enteros primos relativos. Demuestra que med(a + b,a — b) = 1 0 2.

5. Se dice que una fraccién £ es irreducible si los enteros a y b son primos relativos.
b

Demuestra que la fraccién ﬁgig es irreducible para todo entero positivo n.
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6. Los nimeros de la sucesioén 101, 104,109, 116, . . . son de la forma a,, = 100 +
n%,n = 1,2,.... Para cada entero positivo n sea d,, = mcd(a,, a,1). Deter-
mina el valor méi( dp,.

7. Sean m y m enteros positivos con m impar. Demuestra que 2™ — 1y 2™ + 1 son
primos relativos.

8. Sean m y n enteros positivos con m # n. Determina med(a®™ +1, a®" + 1) para
cualquier entero a. (Sugerencia: si A,, = a®" + 1, demuestra que A, | (A, —2)
sim > n).

9. Sean a y b enteros positivos y sea d su maximo comiin divisor. Si 431 + b‘le es

1
b
un entero, demuestra que d < v/a + b.

10. Para cualesquiera enteros positivos @ > b > 1, una sucesion x1, &3, . . . estd defini-
da por x,, = ‘gn—:}. Determina el menor entero d tal que para cualesquiera a y b,
esta sucesion no contiene d términos consecutivos que son nimeros primos.

mi M2

11. Sean a = py"'py?---p" y b = pi'py? ---pl~ donde m; > 0ymn; > 0son
enteros y los p; son primos distintos para 1 < ¢ < r. Sit; = min{m;,n;} denota
el valor minimo de m; y n;, demuestra que

med(a, b) = pitph - plr.

12. Usa el ejercicio anterior para demostrar la siguiente propiedad multiplicativa del
mdaximo comun divisor.

(ah,bk) = (a,b)(h, k) ((:b) ’ (h]fk)) ((al,)b)’ (f:bk))

para cualesquiera enteros a, b, h y k. Aqui, hemos abreviado la notacién med(a, b)
por (a, b). Esta propiedad muestra en particular, que si (a,b) = (h, k) = 1, en-
tonces (ah, bk) = (a, k)(b, h).

13. Dados tres enteros a, by ¢, se define su mdximo comun divisor como
mcd(a, b, ¢) = med(med(a, b), ¢).

a) Demuestra que med(a, b, ¢) = med(a, med(d, ¢)).

b) Demuestra que existen enteros x, y, z tales que ax+by+cz = mcd(a, b, ¢).
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