El poder de las proyecciones
sobre una linea

Por Jesis Jerénimo Castro

Nivel Avanzado

El Teorema de Helly

Juanito dibuj6 varios poligonos en una cartulina los cuales quiere recortar para elaborar
la tarea que la maestra de la escuela le encomendé. Como Juanito es muy inquieto y
tiene espiritu aventurero, se da cuenta que si escoge dos cualesquiera de los poligonos,
entonces puede hacer un corte vertical con sus tijeras de manera que atraviesa a los dos
poligonos. ;Sera posible qué con un sélo corte vertical atraviese a todos los poligonos
al mismo tiempo? Como veremos mds adelante, la respuesta es si. La justificacién de
que esto es posible realizarse se fundamenta en uno de los teoremas mds importantes
de Geometria Combinatoria. Dicho teorema se debe al matemadtico austriaco Eduard
Helly (1907). La version en dimension 1, es decir, para conjuntos de segmentos en una
linea, dice lo siguiente:

Teorema de Helly (en dimension 1). Sea F una familia finita de segmentos sobre una
linea recta. Si cualesquiera dos segmentos de F tienen punto en comin, entonces existe
un punto en comiin para todos los segmentos de F.

Demostracion. Supongamos que la linea coincide con la recta numérica y sea F =
{51, 52, ..., Sy} nuestra familia de segmentos. Para cada segmento S;,j = 1,2,...,n,
denotemos por I; y D; sus extremos izquierdo y derecho, respectivamente. De entre
todos los extremos derechos, consideremos aquél que estd mds a la izquierda, es de-
cir, €l menor de los extremos derechos si éste es considerado como un ndmero real.
Denotemos tal extremo derecho como D,,,;,. Claramente, todos los demas extremos
derechos deben estar a la derecha de D,,;,. Por otro lado, si algin extremo izquier-
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do I; estuviese a la derecha de D,,;,, entonces ese segmento S; no intersecaria al
segmento cuyo extremo es D,,;,, contradiciendo las hipétesis. Por lo tanto, todos los
extremos I; estdn a la izquierda de D,,;, (posiblemente coincidiendo con éste) y en
consecuencia D, ;, estd contenido en todos los segmentos.

Observacion. Notemos que la prueba también funciona si en lugar de considerar el ex-
tremo derecho mads a la izquierda, consideramos el extremo izquierdo mds a la derecha.

Ahora, veremos cémo aplicando una proyeccién de todos los poligonos de Juanito
sobre una linea y utilizando el Teorema de Helly, podemos demostrar su problema.

S1

Demostracion. Consideremos dos de los poligonos, digamos P; y P> y hagamos la
proyeccién de éstos sobre ¢, donde ¢ es la linea horizontal inferior de la cartulina.
Con esto obtenemos dos segmentos 57 y S2, sobre una linea. Como sabemos que hay
una linea vertical que interseca a ambos poligonos, entonces el punto donde esta linea
interseca a £ es un punto en comun para los segmentos 51 y Ss. Esto mismo sucede para
cualquier pareja de poligonos y su pareja de segmentos asociados, entonces podemos
aplicar el Teorema de Helly en la recta y obtenemos que hay un punto sobre £ el cual
le pertenece a todos los segmentos. La linea perpendicular a ¢ a través de ese punto
interseca a todos los poligonos.

El siguiente resultado se obtiene mediante una aplicacién directa de las ideas que
hemos visto hasta ahora.

Ejemplo 1. Sea P una familia finita de rectdngulos de lados paralelos a los ejes de
coordenadas. Supongamos que cualesquiera dos rectdngulos se intersecan, entonces
existe un punto comiin a todos los rectdngulos de P.

Demostracion. Consideremos dos rectdngulos cualesquiera y hagamos la proyeccién de
éstos sobre el eje horizontal. Como los rectdngulos se intersecan, entonces las proyec-
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ciones sobre el eje horizontal son segmentos que también se intersecan. Esto sucede
para cualquier pareja de rectdngulos y por tanto, aplicando el Teorema de Helly en
la linea, podemos asegurar que hay un punto X comun para todos los segmentos. Si
usamos ahora la proyeccién de los rectdngulos sobre el eje vertical, obtendremos un
punto Yy comtn a todos los segmentos en el eje vertical. La linea vertical a través de
Xy interseca a todos los rectdngulos de P y lo mismo hace la linea horizontal que pasa
por Y. Entonces el punto Z dado por la interseccién de esas dos lineas, es un punto
comun a todos los rectdngulos de P.
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El enunciado del siguiente problema puede ser considerado como un teorema de tipo
Helly en la circunferencia.

Ejemplo 2. Sea F una familia de arcos circulares, sobre una misma circunferencia, y
todos menores que un tercio de la circunferencia. Si cada dos de los arcos se intersecan,
entonces todos los arcos de la familia tienen un punto en comiin.

Demostracion. Sea S el arco de F que tiene mayor longitud y sea M su punto medio.
Consideremos el punto M’ localizado en el extremo opuesto del didmetro que pasa por
M. Sea ¢ una recta perpendicular al didmetro M M’ que no corte a la circunferencia,
como se muestra en la figura. Ahora, consideremos un arco cualquiera [ de la familia.
Como J debe intersecar a S y su longitud es menor que un tercio de la circunferencia,
y la mitad de S es menor que un sexto de la circunferencia, tenemos que 7 no alcanza a
cubrir a M’, y lo mismo sucede para todos los demds arcos de la familia. Proyectamos
todos los arcos de la familia sobre ¢ desde el punto M. De este modo obtenemos una
familia de segmentos sobre /, los cuales se intersecan de dos en dos. De nuevo, por
el Teorema de Helly, tenemos que existe un punto en comtn a todos estos segmentos,
digamos X . Se sigue que el segmento M’X interseca a todos los arcos de F. Sea Y
el punto donde M’ X interseca a la circunferencia, entonces Y es un punto en comtn a
todos los arcos de F.
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Muchos de los problemas de Geometria Combinatoria tratan sobre conjuntos convexos,
entonces, es necesario entender en este momento qué es un conjunto convexo. Bésica-
mente un conjunto es convexo si no tiene abolladuras. De manera mds formal, un
conjunto K es convexo si para cualesquiera dos puntos A y B en K, se cumple que el
segmento AB también estd en K. Por ejemplo, en la siguiente figura los dos primeros
conjuntos son convexos y el tercero no lo es.

Conjuntos convexos Conjunto no convexo

Veamos ahora como utilizando el Teorema de Helly podemos obtener un criterio para
saber si un conjunto tiene simetria en una direccién dada.

Ejemplo 3. Sea S una figura convexa y sea £ una linea dada. Supongamos que la
figura S tiene la siguiente propiedad: dados cualesquiera dos puntos {A, B} C S,
existe una linea L, perpendicular a v, tal que los reflejados de A y B con respecto a L
también pertenecen a S. Entonces, S tiene un eje de simetria perpendicular a (.
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Ix l

Demostracion. Sea X € S un punto arbitrario y sea M N la cuerda de S a través de
X y paralela a £. Sean M’ y N’ los puntos medios de los segmentos M X y XN,
respectivamente. Claramente, se puede reflejar X (en la direccion paralela a £) de ma-
nera que el punto reflejado esté en .S siempre y cuando se refleje X con respecto a una
linea perpendicular a £ y la cual interseque al segmento M’ N’. Definimos el segmento
Ix como la proyeccién del segmento M’ N’ sobre /. Ahora, como sabemos que para
cualesquiera dos puntos A, B € S existe una linea perpendicular a ¢, con respecto a
la cual podemos reflejar a ambos, tenemos que los segmentos 14 € Ip se intersecan.
De esta manera, obtenemos una familia de segmentos sobre ¢ los cuales se intersecan
por pares. Se sigue, por el Teorema de Helly, que existe un punto Y sobre £ el cual
pertenece a todos estos segmentos. La linea ortogonal a ¢ a través de Y es un eje de
simetria ortogonal de .S. La demostracion de que este eje es unico es sencilla y se deja
como ejercicio.

Ahora vamos a analizar otra pregunta que intriga al inquieto de Juanito: sobre la mesa
se ha derramado el refresco y, las moscas que no tardan en aparecer, se posan sobre
ésta dispuestas a acabar con el dulce liquido. Juanito tiene un matamoscas circular
y cuando se dispone a dar el primer golpe con éste, se da cuenta que cualesquiera
tres de las moscas que él escoja, hay una manera de aplastarlas de un solo golpe.
/Serd posible aplastar a todas las moscas juntas de un sélo golpe?

Como pronto veremos, la respuesta a este problema también es afirmativa. De nuevo,
su explicacion se debe al Teorema de Helly, pero ahora en el plano.

Teorema de Helly (en dimension 2). Sea F una familia finita de conjuntos convexos
en el plano. Si cada tres conjuntos convexos de F tienen un punto comun, entonces
todos los miembros de F tienen un punto en comun.

Demostracion. Probaremos el teorema para el caso cuando los conjuntos convexos son
poligonos. La idea de la prueba para el caso general es la misma s6lo que con algunas
complicaciones técnicas.
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Sea F' la familia que consiste de todas las intersecciones de pares de poligonos. Clara-
mente, los elementos de 7 son de nuevo poligonos, segmentos o puntos. Sin embargo,
si alguno de los elementos de F' es un punto X, no hay nada que hacer pues tenemos la
hipétesis que cualesquiera tres elementos de F tienen punto en comiin, entonces, con-
siderando los dos poligonos cuya interseccion es X y cualquier otro poligono tenemos
que la interseccion de estos tres es X . Se sigue que todos los poligonos de F contienen
aX.

Supongamos ahora que ningtin elemento de 7’ es un punto. Dado que F” tiene una can-
tidad finita de elementos, existe una direccién d en la cual ningdn poligono de F” tiene
un segmento paralelo a esta direccion. Sea ¢ una linea perpendicular a d. Sin pérdi-
da de generalidad, podemos suponer que ¢ es horizontal (puesto que podemos rotar el
plano sin alterar la configuracién). Cada miembro de F’ se proyecta en un segmento
sobre ¢ y para cada uno de estos segmentos consideremos su extremo izquierdo y su
extremo derecho. De entre todos los extremos izquierdos consideremos el que estd mas
a la derecha y nombrémosle P’. Sea M € F’ el poligono para el cual su proyeccién
izquierda sobre £ es P' y sea P el punto de M el cual se proyectaen P’. Sean Ay B los
poligonos de F para los cuales su interseccion es M. Consideremos ahora un poligono
cualquiera de la familia 7, digamos K (distinto de A y ). Dado que ANBNK £ Qy
las proyecciones izquierdas de X N Ay K N B estédn a la izquierda de P’, tenemos que
sobre la linea PP’ hay un punto Z € KN Ay un punto W € K N B. No es dificil ver,
analizando las posibles posiciones de P, Z y W sobre PP’, que K contiene al punto
P. Dado que K era arbitrario, tenemos que todo poligono de F contiene a P.

No es muy dificil ver que todas las hipétesis en el Teorema de Helly son necesarias.
Por ejemplo, si consideramos todos los semiplanos cerrados de la forma y > a, para
todos los enteros positivos a, podemos ver que la interseccién de cualesquiera tres de
estos semiplanos es no vacia. Sin embargo, no existe un punto en comiin a todos los
semiplanos. Por otro lado, en la siguiente figura se muestran tres conjuntos convexos
y un anillo (que no es convexo). Se puede observar que cualesquiera tres de esos con-
juntos tienen un punto en comdun, pero los cuatro conjuntos no tienen ningtin punto en
comun.
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Veremos ahora como demostrar el siguiente problema, el cual es una versién simbdlica
del problema de las moscas.
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Ejemplo 4. Sea P un conjunto finito de puntos de manera que cualesquiera tres de los
puntos se pueden cubrir con un circulo de radio 1. Entonces, se pueden cubrir todos
los puntos de ‘P con un sélo circulo de radio 1.

Demostracion. Sean A, By C, tres de los puntos de P. Sabemos que A, B'y C, pueden
ser cubiertos con un circulo de radio 1 y centro O. Entonces, si consideramos circulos
de radio 1 centrados en cada uno de los puntos A, B y C, éstos contienen cada uno
al punto O. Esto mismo sucede también para cualesquiera tres puntos de P, y como
los circulos son conjuntos convexos, por el Teorema de Helly se sigue que existe un
punto en comin a todos los circulos de radio 1 centrados en los puntos de P. Sea Z
este punto. Es facil ver que el circulo de centro Z y radio 1 contiene a todos los puntos
de P.

Como ultimo ejemplo de aplicacion del Teorema de Helly, veremos el siguiente teore-
ma de Jung.

Teorema de Jung. Todo conjunto finito de puntos de didmetro menor o igual a 2

estd contenido en un circulo de radio %

Recordemos que el didmetro de un conjunto es la distancia entre los dos puntos mas
alejados en el conjunto.

Demostracion. Sea S un conjunto de didmetro menor o igual a 2. Consideremos la
familia F la cual consiste en los discos de radio % centrados en los puntos de S.
Claramente, por el Teorema de Helly, es suficiente probar que cualesquiera tres discos
de F se intersecan en un punto. Para esto, consideremos los puntos A, B,C € §
y supongamos que 2 > AB > BC > CA. Consideremos el punto C’ tal que el
tridngulo AABC" es un tridngulo equildtero, como se muestra en la figura. Ahora,
tracemos los discos con radio AB 'y centros A, By C’, respectivamente. Tenemos que
el tridngulo A ABC" estd contenido en la interseccién de estos tres discos. No es dificil
ver que el circuncirculo del tridngulo AABC" contiene a esta interseccién. Como el
circuncirculo del tridngulo AABC’ tiene radio menor o igual que A—\/lg, se sigue que

ANABC' est4 contenido en un disco de radio %
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Problemas

1. Sea F una familia de arcos circulares, todos sobre una misma circunferencia.
Demuestra que si cada dos de los arcos se intersecan, entonces existe un par de
puntos antipodales (diametralmente opuestos) tales que cada arco de la familia
contiene un punto del par.

2. Sean Py y P2 dos familias finitas de segmentos sobre una linea recta. Suponga-
mos que todos los segmentos de P; son rojos y que todos los segmentos de Po
son verdes. Sabemos que dado un segmento rojo y dado un segmento verde estos
se intersecan. Demuestra que para alguno de los dos colores todos los segmentos
de ese color se intersecan.

3. Sea P una familia finita de segmentos sobre una linea. Sabemos que si esco-
gemos cualesquiera tres segmentos de P entonces al menos dos de ellos tienen
interseccion no vacia. Demuestra que existen dos puntos sobre la linea de tal
manera que cualquiera de los segmentos de P contiene a alguno de esos puntos.

4. Sea F una familia finita de figuras convexas en el plano de tal manera que cada
dos figuras de F se intersecan. Dada una linea ¢, demuestra que existe una linea
paralela a ¢ la cual interseca a todas las figuras de F.

5. Enelplano estdn dados una cantidad finita de rectdngulos de lados paralelos a los
ejes de coordenadas. Sabemos que hay rectdngulos verdes y rectdngulos rojos,
ademds, cualesquiera dos rectdngulos de distinto color se intersecan. Demuestra
que para alguno de los colores, todos los rectangulos de ese color tienen un punto
en comun, o0 en caso contrario, que existen dos rectas perpendiculares, paralelas
a los ejes de coordenadas, de tal manera que una de las rectas interseca a todos
los rectdngulos de un color y la otra recta interseca a todos los del otro color.

6. Sea P una familia finita de rectdngulos de lados paralelos a los ejes de coorde-
nadas. Sabemos que de cualesquiera tres rectdngulos que escojamos dos de ellos
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tienen punto en comun. Demuestra que existen 4 puntos de tal manera que cada
uno de los rectdngulos de P contiene a alguno de esos puntos.

7. Considera un n-dgono convexo P, de vértices X1, Xo, ... , X,,. Consideremos
copias homotéticas de P, denotadas por P;, de manera que su centro de homote-
cia es el punto X; y la razén de homotecia es %, paracadai = 1,2,...,n.
Demuestra que ()i, P; # 0y que P C i~ P;.

8. Sea P = {X; + C} una familia finita de trasladados de una figura convexa C
la cual tiene centro de simetria en el origen. Supongamos que cualesquiera dos
trasladados tienen al menos un punto en comiin. Demuestra que si consideramos
la familia P’ = {X,; + %C }, es decir, la familia de copias homotéticas de C con
razon % y centradas en cada uno de los puntos X;, entonces todos los trasladados
en P’ tienen un punto en comun.
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