Numeros primos y compuestos

Por Jorge Tipe Villanueva

Nivel Introductorio

Sabemos que cualquier entero positivo n tiene como divisores a 1 y n. Si asumimos
que n > 1 entonces n tendrd al menos dos divisores pues 1 y n son diferentes. En este
articulo estudiaremos a los enteros positivos n que tienen como unicos divisores a 1 y
n, estos nimeros son los llamados nimeros primos.

Definicién 1. Un niimero entero n > 1 es “primo” si sus unicos divisores positivos
sonlyn.

Por ejemplo, el nimero 2 es primo, pues sus tnicos divisores positivos son: 1y 2.
Ademads, el nimero 2 es el menor nimero primo.
A continuacién mostramos los primeros nimeros primos:

2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31,37, . ..

Podemos notar que no hay una regularidad notoria en la sucesién de nimeros primos,
ni tampoco hay una regularidad en la diferencia entre dos nimeros primos consecu-
tivos, ya que esta diferencia varias veces es 2 y otras veces esta diferencia puede ser
muy grande (veremos un resultado al respecto mds adelante). Esta incertidumbre ha
ocasionado que la sucesion de nimeros primos haya sido objeto de estudio desde hace
muchos siglos, desde la busqueda de una “férmula” que genere todos los primos, hasta
diversos problemas que permanecen atn “abiertos” (es decir, que ain no se han podido
resolver).

Un ejemplo muy conocido de “problema abierto” es el Problema de los primos geme-
los. Decimos que dos niimeros primos son gemelos si su diferencia positiva es 2. Por
ejemplo, 3y 5,5y 7,11y 13,17y 19, 29y 31, 41 y 43, son primos gemelos. La
conjetura de los ndmeros primos gemelos sugiere que hay un nimero infinito de ellos.
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Parece que esta conjetura es atribuida a Euclides, y por lo tanto puede considerarse el
problema mads antiguo de las matemadticas, aproximadamente unos 2300 afios.

El 17 de abril de 2013 el matemadtico chino Zhang Yitang, publicé lo que, al dia de
hoy, parece ser una demostracion de la conjetura “débil” de los primos gemelos. Tratar
de demostrar que existen infinitos primos p y ¢ tales que [p — ¢| = 2 es un problema
de muy dificil solucién. La conjetura débil de los primos gemelos dice que existen
infinitos ndmeros primos p y ¢ tales que |p — ¢| < N para un entero positivo fijo N.
Zhang Yitang ha propuesto una demostracion para el caso N = 70, 000, 000.

Ahora vamos a ver propiedades acerca de los nimeros primos que nos serdn dtiles en
la resolucidén de problemas.

Proposicion 1. Si p es un niimero primo 'y p = ab, donde a y b son enteros positivos,
entoncesa=10b=1.

Demostracion. Supongamos que ambos enteros fueran mayores que 1, entonces los
numeros 1, a, ab serian tres divisores distintos de p debido a que 1 < a < ab, lo cual
es una contradiccién pues p tiene exactamente dos divisores positivos. Concluimos que
alguno de los nimeros a o b es igual a 1. o

Problema 1. Sean a y b enteros positivos, con a > b. Demuestre que el niimero a* — b*
no es un nimero primo.

Solucién. Supongamos que p = a* — b*, donde p es un nimero primo, entonces
p=(a*+b°)(a® — 1),

luego, por la Proposicién 1, alguno de los factores mostrados es 1. Como a? + b2 > 1,
concluimos que a? — b?> = 1. La tltima ecuacién no es posible porque no hay dos
cuadrados perfectos (positivos) que se diferencien en 1. Por lo tanto, queda demostrado
que a* — b* no puede ser primo.

Proposicion 2.
1. El uinico niimero primo par es 2.
2. Los niimeros primos mayores que 3 son de la forma 6k + 1 0 6k — 1.
3. Los tinicos niimeros primos consecutivos son el 2y 3.

4. Los niimeros 3, 5, 7 son los tinicos tres niimeros primos que estdn en progresion
aritmética de diferencia comiin 2.

Demostracion.

1. Si 2n es primo, por la Proposicién 1, concluimos que n = 1. Luego, 2 es el tnico
primo par.



Niimeros primos y compuestos 3

2. Un ndmero primo mayor que 3 no es multiplo de 3 ni de 2. Como todo entero
positivo deja residuo 0, 1, 2, 3, 4 o 5 al ser dividido por 6, si deja residuo 0, 2 o
4 seria par, si deja residuo 3 seria multiplo de 3. Por lo tanto, un nimero primo
solo puede dejar residuo 1 o 5, es decir, es de la forma 6k + 1 o0 6k — 1.

3. Sinyn+ 1 son primos, uno de ellos es par, y por lo tanto igual a 2. Como 1 no
es primo, el otro nimero primo es 3.

4. Sin,n + 2, n + 4 son nimeros primos, como 0, 2, 4 dejan distintos residuos al
ser divididos por 3, entonces lo mismo sucede con los nimeros n,n + 2,n + 4.
En particular, uno de ellos tiene que ser multiplo de 3, luego, debe ser igual a 3.
Pero es claro que si uno de ellos es 3, deberia ser el menor de ellos, es decir, los
nlmeros serfan 3,5y 7.

O
Problema 2. Determine si existe un entero positivo n tal que:
a) n, n+ 24, n + 48 sean niimeros primos.

b) n, n+ 26, n + 52 sean niimeros primos.

Solucion.
a) Si existe, por ejemplo n = 5, pues 5, 29 y 53 son nimeros primos.

b) Supongamos que exista tal n. Como 0, 26 y 52 dejan distintos residuos al ser
divididos por 3, lo mismo sucede con n,n + 26,n + 52, luego, uno de ellos
tiene que ser multiplo de 3, y como es primo debe ser igual a 3, pero el tnico
que puede ser igual a 3 es el menor de ellos. Tendriamos que n = 3, y los otros
ndmeros serian 29 y 55, pero 55 = 5 x 11 no es primo. Concluimos que no existe
el n buscado.

Problema 3.
a) Sea n un niimero entero impar. Demuestre que n® — 1 es miiltiplo de 8.

b) Sea p > 3 un niimero primo. Demuestre que p> — 1 es miiltiplo de 24.

Solucion.
a) Sin es impar, entonces n = 2¢ 4 1 para algin entero ¢, luego,
n? =42+ A4t +1=4tt+ 1)+ 1=n —1=4t(t+ 1),
pero es claro que #(t + 1) es par, entonces n? — 1 es miltiplo de 8.

b) Como p > 3 es primo, entonces p no es multiplo de 3. Tenemos p = 41 (mod 3),
entonces p> = 1 (mod 3) lo que significa que p?> — 1 es mdltiplo de 3. Por la
parte anterior, sabemos que p? — 1 es miiltiplo de 8, entonces p? — 1 es miltiplo
del minimo comiin multiplo de 8 y 3, es decir, es miltiplo de 24.
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Problema 4. Sean p1,p2, ps, p4, Ps Y Pe ntimeros primos (no necesariamente distintos)
tales que
pi =Py +p3 + P34 P2 + 1.

Determine todos los valores que puede tomar p;.

Solucion. Digamos que entre los nimeros ps, p3, P4, D5, Pe hay r primos impares y
5 — r nimeros que son iguales a 2, entonces entre los nimeros p3, p2, p3, p2, pg hay
r que son congruentes con 1 en médulo 8 (por el problema anterior) y 5 — r que son
iguales a 4, luego:

Pi=p3+p3+pi+pE+pg =71+ (5—7)4 (mod8).
Pero p; es impar porque es mayor que 2, entonces p3 = 1 (mod 8), por lo tanto:
1=r-1+(5—7)4 (mod8) & 1=20— 3r (mod 8),

de la dltima relacién obtenemos que » = 1 (mod 8), y como 7 esté entre 0 y 5, entonces
la inica posibilidad es r = 1. Es decir, entre los nimeros p2, ps, p4, Ps, Pe hay un primo
impar y cuatro primos iguales a 2. Supongamos que py €s impar 'y pg = pg = ps =
pe = 2. Reemplazando:

P} =p3 + 16 = (p1 + p2)(p1 — p2) = 16,

donde los dos factores de la dltima ecuacién son pares y p; + p2 > p; — p2, entonces
p1+p2 =8yp; —p2 = 2,conlocual p; =5y py = 3. Hemos concluido que el
unico valor posible de p; es 5.

Definicion 2. Un niimero compuesto es un entero positivo que tiene mds de dos divi-
sores positivos.

Por ejemplo, 6 es un nimero compuesto pues tiene mds de dos divisores positivos,
exactamente tiene cuatro, a saber: 1, 2, 3y 6.

Los niimeros primos tienen exactamente dos divisores positivos, y los nimeros com-
puestos tienen mds de dos. Todo nimero entero mayor que 1 es primo o es compuesto.

Proposicion 3. Un entero positivo es compuesto si'y sélo si se puede expresar de la
Sforma ab, donde a 'y b son enteros mayores que 1.

Demostracion. (=) Si n es compuesto, debe tener al menos un divisor comprendido
entre 1 y n (si no lo tuviera habrfa exactamente dos divisores positivos). Sea a un
divisor de n tal que 1 < a < n. Definimos b = 7., y es claro que b es divisor de n y
ademds b > 1 pues n > a. Por lo tanto, tenemos que n = ab, donde a y b son divisores
de n mayores que 1.

(<) Supongamos que n = ab, donde a y b son enteros mayores que 1. Como b > 1,
entonces a < n. Luego, tenemos que 1, a, n son divisores distintos de n, debido a las
desigualdades 1 < a < n. Concluimos que n tiene mds de dos divisores, y por lo tanto
es compuesto. O
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Proposicion 4. Todo entero n > 1 tiene al menos un factor primo.

Demostracion. Todo entero n > 1 tiene al menos dos divisores, como el 1 siempre es
divisor, entonces podemos decir que todo entero n > 1 tiene al menos un divisor que
es mayor que 1. Sea m el menor de los divisores de n que es mayor que 1. Probaremos
que m es primo. Por el contrario, si m fuera compuesto, por la Proposicioén 3, m se
podria expresar como m = ab donde a y b son mayores que 1, luego, tendriamos que
1 < a < my a seria un divisor de n, esto contradice el hecho de que m es el menor
divisor de n mayor que 1. Por lo tanto, concluimos que m es primo. |

Problema 5. Sea pi1,p2,ps, ..., la sucesion de todos los niimeros primos ordenados

de menor a mayor. Si n > 2, demuestre que p,, + pn+1 se puede expresar como el

producto de al menos tres enteros mayores que 1 (no necesariamente diferentes).
(Baltic Way, 1992)

Solucion. Como n > 2, entonces p,, Y pPp+1 SON nimeros primos impares, en conse-
cuencia p,, + pp41 €s pary el nimerom = Lgn“ es entero. Como p, < m < pp41
vemos que m no puede ser primo (ni tampoco puede ser 1), entonces m es compuesto,
y como tal, se puede expresar de la forma m = ab, donde a y b son enteros mayores que
1. Finalmente notemos que p,, + pp4+1 = 2m = 2ab estd expresado como el producto
de tres enteros mayores que 1.

Problema 6. ;Cudl es el mayor entero positivo par que no puede expresarse como la
suma de dos niimeros impares compuestos? (AIME, 1984)

Solucion. Demostraremos que 38 es el mayor entero positivo par que no puede expre-
sarse como la suma de dos niimeros impares compuestos.

Los nimeros compuestos impares menores que 38 son 9, 15, 21, 25, 27, 33 y 35.
Notemos que no hay dos de ellos que sumen 38, es decir, 38 no se puede expresar
como la suma de dos impares compuestos. Por lo tanto, para completar la solucidn,
vamos a demostrar que todos los nimeros pares mayores que 38 se pueden expresar
como la suma de dos impares compuestos.

Todo nimero N, que es par y mayor que 38, tiene alguna de las formas (40 + 6k),
(42 4 6k) o (44 + 6k), donde k > 0 es un entero.

m N = (40 + 6k) se puede expresar como la suma de dos impares compuestos de
la siguiente forma:
N = (6k + 15) 4 25,

pues 25y (6k + 15) = 3(2k + 5) son compuestos.

m N = (42 + 6k) se puede expresar como la suma de dos impares compuestos de
la siguiente forma:
N = (6k +33)+09,

pues 9y (6k + 33) = 3(2k + 11) son compuestos.

= N = (44 + 6k) se puede expresar como la suma de dos impares compuestos de
la siguiente forma:
N = (6k +9) + 35,
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pues 35y 6k + 9 = 3(2k + 3) son compuestos.

Problema 7. Un conjunto estd formado por 15 niimeros naturales coprimos dos a dos,
todos ellos son mayores que 1y no son mayores que 1992. Pruebe que en el conjunto
hay al menos un niimero primo. (Rusia, 1992)

Solucion. Como los nimeros son coprimos dos a dos, no hay dos de ellos que com-
partan un divisor primo. Luego, si p; es el menor divisor primo del ¢-ésimo nimero
(1 <4 < 15), entonces los nimeros primos p1, ps, - . . , p15 son distintos entre si.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que p; < pa < p3 < --- < p15. Como
los 15 primeros nimeros primos son

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29, 31,37, 41,43, 47,

concluimos que pi5 > 47. Sea N el nimero del conjunto que tiene a p;5 como menor
factor primo. Si N fuera compuesto, entonces N > pir, > 472 = 2209, que es una
contradiccién, pues N < 1992. Con esto concluimos que N es primo.

Hasta ahora, hemos trabajado con los niimeros primos usando solamente la definicidn,
pero atin no sabemos cémo es el conjunto de los nimeros primos. En ese sentido,
un primer objetivo seria determinar cudntos nimeros primos hay, ;habrd una cantidad
finita o infinita de ndmeros primos? Esta pregunta fue respondida satisfactoriamente
por Euclides, aproximadamente en el siglo IIT a.C. En esa época, no se tenian muchas
nociones de lo que era una demostracién matemdtica, es mds, muchos de los resultados
que se conocian en ese entonces carecian de una demostraciéon formal. Euclides fue
uno de los primeros que traté de dar una demostracién formal y 16gica a los resultados
que encontraba.

El siguiente teorema es de vital importancia no s6lo en la Teoria de Nimeros sino
en la matemdtica en general. La primera demostracion que damos es la demostracion
original de Euclides, que aparece en su libro Elementos.

Teorema 1. Existen infinitos niimeros primos.

Demostracion. Tomemos cualquier lista finita de nimeros primos py, ps, . .., pp. De-
mostraremos que existe al menos un nimero primo adicional que no estd en la lista. Sea
P el producto de todos los nimeros primos de la lista: P = p1ps...pn. Seaq = P+ 1.
Entonces, ¢ es primo o no:

= Si g es primo entonces este seria un primo que no estd en la lista.

= Si g no es primo entonces, por la Proposicién 4, tiene algin divisor primo p. Si
este factor p estuviera en nuestra lista, entonces seria un divisor de P (debido a
que P es el producto de todos los nimeros de la lista); pero sabemos que p divide
a P+ 1 = g, con lo cual tendriamos que p divide a Py ¢, entonces p divide a la
diferencia de esos dos niimeros, es decir, p dividleag— P = (P+1)— P =1,1o
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cual no es posible porque ningtin nimero primo divide a 1. Por lo tanto, hemos
demostrado que p no puede estar en la lista. Esto significa que existe al menos
un nimero primo que no esté en la lista.

Esto demuestra que para cualquier lista finita de niimeros primos, existe un nimero
primo que no estd en la lista. En consecuencia, hay infinitos niimeros primos. |

Problema 8. Una progresion aritmética estd formada por enteros positivos, y es es-
trictamente creciente, demuestre que al menos uno de los términos de la progresion es
un nimero compuesto.

Solucion. Digamos que la razén de la progresion es . Como la progresion estd formada
por enteros y es estrictamente creciente, entonces r es un entero positivo. Consideremos
un término m de la progresion que sea mayor que 1, los siguientes términos a partir de
m son de la forma m + nr, donde n > 1. Si hacemos n = m, obtenemos el nimero
m-~+mr = m(1+r) que pertenece a la progresién y es compuesto, pues es el producto
de dos enteros mayores que 1.

Proposicion 5. Para cualquier entero positivo k, existe una secuencia de k enteros
positivos consecutivos tales que todos ellos son compuestos.

Demostracion. Considere los siguientes & nimeros consecutivos:
(k+11+2, (E+1)!14+3, (+1)!4+4, ..., k+D!+((k+1).

Como (k + 1)! es mdltiplo de los ndmeros 2,3,4,...,(k + 1), entonces, el primer
numero es multiplo de 2 y es mayor que 2, el siguiente es multiplo de 3 y es mayor que
3, y asi sucesivamente, el dltimo es multiplo de (k 4 1) y es mayor que k + 1. Por lo
tanto, todos estos nimeros son compuestos. O

Este resultado nos dice que podemos encontrar “bloques” arbitrariamente grandes de
nimeros consecutivos que estén formados tnicamente por nimeros compuestos. Es-
to implica que la diferencia entre dos niimeros primos consecutivos puede ser tan
grande como queramos, asi por ejemplo, como existen 1000 niimeros consecutivos
compuestos, podemos encontrar dos nimeros primos consecutivos cuya diferencia sea
mayor que 1000.

Ejercicios
1. Halle todos los niimeros primos p para los cuales 2p + 1 y 4p 4 1 también son

ndmeros primos.

2. Halle todos los ndmeros primos p tales que el nimero (8p* — 3003) también es
un ndmero primo. (México, 1997)

3. a) Dé un ejemplo de cuatro nimeros primos diferentes que estén en progre-
sién aritmética.
b) Cuatro nimeros primos estdn en progresion aritmética de diferencia d > 0.
Encuentre el menor valor posible de d.
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10.

11.

12.

13.

14.

. ¢Cudntos nimeros primos menores que 100 pueden escribirse como la suma

de dos niimeros primos y también como la suma de tres nimeros primos, no
necesariamente distintos? (Pert, 2006)

. Determine si existen

a) cuatro

b) cinco

enteros positivos tales que la suma de tres cualesquiera de ellos sea un nimero
primo. (Torneo de las Ciudades, 1995)

. Varios enteros distintos (no necesariamente positivos) tienen la propiedad de que

la suma de cada tres de ellos es positiva y es, ademads, un nimero primo. ;Cudntos
son, a lo mas, estos enteros? (Argentina, 2010)

. Dados 6 ntimeros naturales distintos, Bill calcula la suma de cada par de ellos.

(Cudl es la mayor cantidad de nimeros primos que puede obtener Bill?
(Bielorusia, 1995)

. Sea B un subconjunto del conjunto {1, 2,3,...,20}, tal que si a y b pertenecen a

B, entonces a+ b es un nimero compuesto. Halla el mayor nimero de elementos
que puede tener B. (Perd, 2008)

. Demuestre que los nimeros 18° + 1y 127 + 1 son compuestos.

Halle todos los nimeros primos de la forma n™ + 1 que son menores que 1017,

Un ndmero natural es capicua si al escribirlo en notacién decimal, se puede leer
de igual forma tanto de izquierda a derecha como de derecha a izquierda, por
ejemplo: 8, 23432, 6446. Sean 1 < zg < -+ < x; < Tijy1 < --- todos los
nimeros capictas. Para cada ¢ sea y; = x;4+1 — ;. {Cudntos nimeros primos
distintos tiene el conjunto {y1, y2,ys, ...}? (Olimpiada Iberoamericana, 1993).

Sea a1, asg,...,a, una progresion aritmética de diferencia 2, formada por en-
teros positivos. Se sabe que, para k = 1,2,...,n, el nimero aj + 1 es primo.
Determine el mayor valor posible de n. (Rusia, 2002).

Un nimero natural n es tal que 2n+ 1y 3n 4 1 son cuadrados perfectos. ;Puede
el nimero 5n + 3 ser primo? (Rusia, 1993).

Demuestre que existen 1000 enteros positivos consecutivos que contienen exac-
tamente 10 nimeros primos.
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A continuacién presentamos los 20 problemas de préctica seleccionados especialmente
para este segundo nimero del afio 2014. Como seguramente ya habras observado, el
nivel de dificultad de los problemas que contiene esta seccion varia conforme va trans-
curriendo el afio. Es asi, que el material seleccionado para el primer nimero es en su
mayoria de nivel principiante y a partir de ahi, paulatinamente se incrementa el nivel,
de manera que la seleccién para el cuarto (dltimo) nimero del afio es la que incorpora la
mayor proporcioén de problemas avanzados. De cualquier manera, en todos los nimeros
siempre buscamos que la seleccidn sea diversa que incluya retos interesantes y a la
medida de todos.

Por dltimo, te invitamos a contribuir al enriquecimiento de esta seccion de la revista
enviando problemas interesantes cuya solucién desees compartir. Para ello ponemos a
tu disposicion la direccién revistaomm@gmail . com, donde con gusto recibiremos
todas tus propuestas.

Problema 1. En las casillas de una cuadricula de 20 x 14 se ponen algunas monedas
(una moneda por casilla). Dos monedas son consideradas vecinas si estdn en la misma
fila o columna y no hay otra moneda entre ellas. Si se permite que cada moneda tenga
a lo mds dos vecinas, ;cudl es la maxima cantidad de monedas que se pueden poner en
la cuadricula?

Problema 2. En el tridngulo ABC, los dngulos ZA y ZC miden 80° y 60°, respecti-
vamente. /Cuédnto mide el dngulo agudo formado por las bisectrices de los dngulos £ A
y £B?

Problema 3. Sea P(z) un polinomio cuadritico con coeficiente principal igual a 1.
Si los polinomios P(z) y P(P(P(x))) tienen una raiz en comiin, demuestra que
P(0)P(1) = 0.

Problema 4. Demuestra que para cualquier entero positivo n > 2, se tiene la siguiente
desigualdad

n”—1>nnT+1(n—1).
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Problema 5. Un entero positivo n es chilo si 4n+1 es miltiplo de 5. ;Cudntos nimeros
chilos hay entre 500 y 1000?

Problema 6. En un cuadrildtero ABC'D el lado AB es paralelo al lado DC'y g—g =3.
Si E es la interseccién de las diagonales AC'y BD y el dreade ABCD es 1 cm?, ;cudl
es el drea del tridngulo ABE?

Problema 7. Determina todas las ternas de nimeros primos (p, ¢, ) que satisfacen las
relaciones pg | 74 — 1, pr | ¢* — 1y qr | p* — 1.

Problema 8. En un tablero de dos renglones y tres columnas, se van a escribir dos letras
A, dos letras By dos letras C, una en cada casilla. ;De cudntas maneras se puede hacer
esto de manera que no haya dos letras iguales en la misma columna?

Problema 9. Alberto, Beatriz, Carlos, Daniel y Esteban tienen cada uno un libro. Cada
uno de ellos arranca 45 hojas de su propio libro y suman los 90 ntimeros de las paginas
de las hojas que arrancaron. Las sumas que obtuvieron Alberto, Beatriz, Carlos, Daniel
y Esteban fueron 2003, 2007, 2013, 2070 y 2073, respectivamente. Sup6n que sélo uno
de ellos se equivocd al sumar. ;Quién fue?

Problema 10. Gerardo y Fernando son muy amigos. En su escuela les dejan tomar de
1 a 11 talleres. Si ninguno de los dos sabe cudles talleres va a tomar el otro, ;cudl es la
minima cantidad de talleres que cada uno debe tomar para garantizar que por lo menos
estardn juntos en un taller?

Problema 11. Sea ABC'D un paralelogramo y sean FE y F' los puntos medios de BC'
y CD, respectivamente. Los segmentos AFE y AF intersectan a la diagonal BD en M
y N, respectivamente. Demuestra que M y N dividen a BD en tres partes iguales.

Problema 12. En la figura, las distancias entre dos puntos consecutivos (horizontal
y verticalmente) es igual a 1 cm. ;Cudnto mide el drea de la regién comin entre el
tridngulo y el cuadrado?

Problema 13. Una ldmpara de techo tiene siete focos, acomodados de forma circular
y cada uno de los focos tiene su propio interruptor. Un dia, dicha ldmpara sufre un
desperfecto y los interruptores ahora cambian el estado tanto del foco original como
de los siguientes cuatro focos en el sentido horario (ahora cada interruptor cambia el
estado de cinco focos consecutivos).
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(a) Suponiendo que inicialmente todos los focos estdn apagados. Muestra que, usan-
do sélo los interruptores, es posible llegar a que todos los focos estén encendidos
al mismo tiempo.

(b) Suponiendo que inicialmente todos los focos estdn apagados. Muestra que, usan-
do sélo los interruptores, es posible obtener cualquier configuracién de focos
encendidos y apagados.

(c) Un dia, un electricista altera los interruptores, de manera que ahora cada inte-
rruptor cambia de encendido a apagado al foco original y a los siguientes tres
focos en el sentido horario (ahora cada interruptor cambia el estado de cuatro
focos consecutivos). Muestra que si todos los focos estdn apagados, ahora es
imposible obtener que todos los focos estén encendidos.

Problema 14. Para cada entero positivo n denotamos por S(n) a la suma de sus digitos

y por U(n) al digito de sus unidades. Encuentra todos los enteros positivos n tales que
n=.5(n)+U(n)%

Problema 15. Cincuenta puntos se eligen en el interior de un poligono convexo de
80 lados de tal manera que entre los 130 puntos (los 80 vértices y los 50 puntos del
interior) no hay tres colineales. Se divide el poligono en tridngulos de manera que cada
tridngulo estd formado por tres vértices de esos 130 puntos y tal que no quedan puntos
sin ser parte de un tridngulo. ;En cudntos tridngulos se dividi6 el poligono?

Problema 16. A es un nimero de dos digitos y B es un niimero de tres digitos tales
que A incrementado en B % es igual a B reducido en A %. Encuentra todas las parejas
posibles (A, B).

Problema 17. Con los digitos 1,2,3,4,5,6 se forman dos nimeros de tres digitos,
usando cada digito exactamente una vez. ;Cudl es la menor diferencia que puede haber
entre el mayor y el menor de ellos?

Problema 18. Una zapateria tiene 175 botas talla 8, 175 botas talla 9 y 200 botas talla
10. De estas 550 botas, 250 son para pie izquierdo y 300 son para pie derecho. Sea n el
numero de pares usables de botas. (Es posible que n = 507 ;Es posible que n = 51?
(Un par de botas usable consiste en una pareja de botas de la misma talla, una de ellas
izquierda y la otra derecha. Ademds, una bota no puede contarse mds de una vez en los
pares usables.)

Problema 19. Determina todos los enteros > s > t y todos los polinomios cuadraticos
de la forma f(x) = 22 + bz + c tales que by c son nimeros enteros, r + t = 2s,

fr)=1f(s) =by f(t) = c.

Problema 20. Se tiene un tesoro guardado en una caja cerrada con cierto nimero de
candados. 10 personas tienen cada una llaves de algunos de los candados de tal manera
que cualesquiera tres personas pueden abrir la caja pero no hay dos que puedan abrirla.
(Cudl es la menor cantidad de candados que puede haber?
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