Contando con dos dgitos

Por Marco Antonio Figueroa Ibarra

Nivel Intermedio

¢SAlguna vez te has preguntado por qué usamos diez digitagpcribir los nlmeros?
¢, Se podran escribir usando mas o usando menos de digs@i§i es asi, ¢por qué no
escribimos los nimeros con menos digitos? Asi nos @mdis que aprender menos
digitos en la primaria.

Ciertamente se pueden escribir todos los nUmeros conwaalgiimero de digitos
(a partir de dos digitos). Por ejemplo, el sistema de nuci@ranaya consistia en
escribir los nUmeros del 0 al 19 (los cuales pueden serderaios digitos) y con ellos
construian su sistema de base 20 (inspirados en la astr@anoontaban con 18 meses
de 20 dias y 5 dias sobrantes al afio). En este articulenfosaremos principalmente
en un sistema de numeracion muy importante y Gtil: el siatbinario, en el cual se
escriben los nUmeros con los digitos 0 y 1 solamente. Ulh@aajn muy importante
de este sistema numérico es que es usado por todas las edoqast Es por ello que
las memorias USB, las memorias RAM y demas memorias de cai@a vienen en
potencias de 2. ¢,0 has visto alguna memoria USB de 3, 5 o 6ygégah

Antes de comenzar, recordemos: ¢en qué consiste el sideemameracion decimal
que siempre utilizamos? El sistema de numeracion deciomdiste en un método de
numeracion posicional tal que cada posicion vale 10 vet&s que la de su derecha.
Es decir, la posicion de las unidades vale 1, la posiciblasielecenas vale 10, la de
las centenas vale 100, etc. En cada posicion ponemos ita dé&j 0 al 9 y con esto
podemos representar cualquier nimero usando s6lo i0glig

Notamos que no usamos nada en particular del nUmero 10nfesdeacer el mismo
planteamiento y numerar todos los nimerosdaaiigitos, dondel es cualquier entero
mayor que 1. El valor de cada posicion (contando de deredwmierda) esta dado por
la siguiente tabla.
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Posicion| k .| 4131 2]|1
Valor del o[ de | dt | d

Ya que tenemos los valores de las distintas posicionessit@o®s tened digitos
diferentes. Sd < 10, podemos usar los mismos digitos: 0, 1, 2,d.- 1. Pero si

d > 10, podemos usar los 10 digitos que ya conocemos y agregarmuevos. Por
ejemplo, en base 16 es usual usar los diez digitos conogildsdetrasA, B, C, D, E

y F. En base dos es usual usar el 0 y el 1. Asi, un nimessta escrito en base dos
N = &@-18k-2 - Si

n=a2+a 12!+ a22¢?%+ -+ a2t + ap2°.
Donde cada; es 0 0 1. Por ejemplo, el nUmero 13 queda de la forma
13=1-2°+1-22+0-2'+1-2°,

por lo que su representacion en base dos esyl(E0deces se agrega el sufijo dos para
distinguir la base: 113}. Un buen ejercicio es hacer la lista de los nimeros del 2 al 3
en base dos. Nota que, de la misma manera que en base 10 uror&smedltiplo de
10 si y s6lo si termina en 0, un nimero escrito en base 2pseréi y solo si termina
en 0. ¢ Como se veran los miltiplos de 4 y de 8 en base dasfig € veran los que
dejan residuo 2 al ser divididos entre 4? jEs muy facil debtual tener la lista de los
primeros nimeros en base dos!

¢Has notado que en algunos aparatos electrénicos comautamopas o celulares, el
boton de encendido tiene un dibujo formado por un circalown palito dentro de él?
Ese simbolo es una aplicacion muy sencilla del sistemarioinel cual representa un
1 dentro de un 0. El 0 indica apagado y el 1 indica encendidip.décho botbn sirve
para cambiar de apagado a encendido y viceversa.

Como convertir a base dos

Para comprender bien qué es el sistema binario es neceabepocomo podemos pasar
de un nimero escrito en binario al mismo numero en decinaeleyersa.

Para convertir un nmero binario a decimal, digamos=1101100% primero notamos
gue tiene siete digitos. Asi, las posiciones valen 641828, 4, 2 y 1 y el nimero
buscado es

1.64+0-32+1-16+1-8+0-4+0-2+1-1=64+16+8+1=89

Por otro lado, para convertir un nimero escrito en baseallease dos hay dos ma-
neras muy sencillas de hacerlo. Veamoslo con el mismo épemp= 89. Primero lo
dividimos entre 2:

89=2(44)+1

obteniendo 44 de cociente y 1 de residuo. Como 2(44) es papeesentacion binaria
termina en 0. Luego, la representacion binaria de-=8944)+ 1 debe terminar en 1.
iHemos encontrado el primer digitoleAhora, el nUmero 44, al ser escrito en binario,



Contando con dos dgitos 3

es el mismo que el 89 en binario pero sin el el digito de laafereAsi, podemos volver
a dividir entre 2 para encontrar el siguiente digito.

89=2(2(22)+ 0) + 1 = 23(22)+ (0)2! + (1)2°

Luego, la representacion binaria de 89 debe terminar ent@hgmos que continuar
con el 22. Asi, llegamos a

89 2(2(22)+0)+1

= 2(2(2(11+0)+0)+1

= 2(22(26+1)+0)+0)+1

= 222222+ 1)+1)+0)+0)+1

= 2(22(2(2(2(1) 0)+ 1) + 1)+ 0) + 0) + 1.

Luego, la representacion binaria de 89 es 10110Para ello s6lo usamos algunas
divisiones entre 2.

Otra forma de obtener la representacion binaria de un s usando el siguiente
resultado: dado que, en la representacion en base dosesGkan los digitos Oy 1;y
gue cada posicion es una potencia distinta de 2, obtenemed®do nimero tiene una
Unica representacion como suma de potencias distint@s Asi, escribiremos al 89
como suma de potencias de 2. La méas grande que no se pasalescofsideraremos
(es facil ver que si no la usamos, no alcanzaremos el nides®ado) y tenemos que
89 = 64+25, luego, la potencia mas grande que no se pasa de 25 es 66439 6+9.
Luego, elegimos la potencia 8 y queda 1, que es potencia der2e€lo, obtenemos
que

64+16+8+1=284+24+284+20
= 1-2%40-2541-2°+1-2240-22+0-2'+1-2°.

89

Luego, la representacion de 89 en base dos es 1011001

Notemos que el nUmero 89 tiene 7 digitos en base dos y gfifgitds en base 10. Asi,
la numeracion binaria tiene su pro (s6lo me tengo que agraios digitos) y su contra
(los nimeros resultan grandes). Por otro lado, si uso méged digitos, el pro sera que
los nUmeros resultan pequefos y el contra sera que me ¢eregaprender mas digitos.
Podemos pensar que el sistema decimal es algo intermedéoastds dos extremos.
Al pensar en la representacion en base 2 del nimero 2 mééden chiste: “hay 10
tipos de personas: las que saben contar en binario y las §ue no
Independientemente de la representacion en base dosnpsdaemostrar que todo
numero tiene una Unica representacion como suma de qiagsede 2. Es parte del
siguiente

Teorema. Todo entero positivan se puede escribir de manera Gnica como suma de
potencias distintas de 2.
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DemostracionPrimero demostremos que todo entero tiene al menos unaespae
cibn como suma de potencias distintas de 2. Lo haremos doedion, demostrando
gue todo nimero del 1 al'2- 1 se puede escribir como suma de potencias distintas de
2.

La base de induccion es= 1. El 1 se puede escribir como suma de potencias de 2:
1=20

La hip6tesis de induccion nos dice que todo numero entle?1— 1 se puede escribir
como suma de potencias distintas de 2.

A partir de esto, tenemos que demostrar que todo nimere 2nygr2™! — 1 se puede
escribir como suma de potencias distintas de 2. Ya sabermidkie®dos los nimeros
entre el 0y el 2— 1 como suma de potencias distinas de 2 y ninguna de estagasten
es 2. Asi, si a cada una de estas representaciones le sumdmbtRemos sumas de
potencias distintas de 2 para los nimeros erfitye22*1— 1. Esto concluye la induccion.
Ahora resta demostrar que la representacion es Unica.sesieja como ejercicio al
lector.

Contando con las manos

¢,Cuantos nimeros podemos contar con nuestras dos mamasAuhos, la respuesta
natural es que podemos contar hasta el nimero 10. Pero @adygrodemos contar
hasta el nimero 1023, y eso que comenzamos en 0. ¢, Comaoase $tgf?

Al contar del 0 al 10 con las manos lo hacemos pensando queucadde nuestros
diez dedos vale 1. Eso, si bien es sencillo, no resulta muyetoente. Por ejemplo
hay muchas maneras de representar al nUmero 2, pue{%oblay45 maneras de elegir
dos dedos de nuestras manos. Veamos si podemos darle vpleregiten representar
a un nimero de mas de una manera.

Comencemos con el primer dedo. Como queremos poder reaeséntumero 1, ha-
remos que ese primer dedo valga 1. Ahora, si hacemos quewid®gdedo también
valga 1 ya podemos representar el nimero dos, levantasdiok primeros dedos.
Pero, por otro lado, ya tenemos dos representaciones patenelro 1: levantar s6lo
el primero o levantar s6lo el segundo dedo. Asi, estamspatdiciando una repre-
sentacion. ¢ Qué tal si hacemos que el segundo dedo valis,2bn solo dos dedos
podemos representar cuatro numeros: los nUmeros del.(Yales ganancia, ¢,no?
Continuemos el proceso. Es facil ver que si el tercer deldoly2 o 3 volvemos a tener
nimeros con mas de una representacion. Luego, intestdarte el valor 4 y resulta
gue si toma ese valor, podemos representar con solo tres,dedumeros: del 0 al 7.
Notamos que el valor de cada dedo resulta una potencia de dos.

Seguimos esta construccion: el siguiente dedo vile 8, el siguiente 2 = 16 hasta
llegar a que el décimo dedo tiene que valee2512. Con ello, podemos representar
cualquier numero entre el 0 y el 1023 con nuestros diez dedos

jEsta representacion coincide con la numeracion bihRties estamos usando el hecho
de que todos los nimeros tienen una Unica representacio suma de potencias
distintas de 2.

¢Podremos lograr mas? jVeamos que no! Supongamos quedespdar valores a
los diez dedos de tal manera que con ellos puedas represggaie 1024 nimeros.
¢, Cuantas maneras diferentes hay de elegir los dedos qeele@antar? Como cada
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dedo puede estar levantado o no, y hay diez, hay exactam&nte 2024 maneras
diferentes de elegir los dedos a levantar. Si logro reptasemas de 1024 nameros,
por el principio de las casillas, habra dos nUmeros conidana representacion, jesto
contradice nuestra suposicion! Luego, la manera queahads elegido es 6ptima.

NUmeros fraccionaros y divisibilidad

Ya hemos dicho que no tiene nada de especial el haber eldgidmero 10 para nues-
tro sistema de numeracion. Asi que varios de los resudtgde en base 10 tenemos,
deben conservarse en base 2. Por ejemplo el siguienteno@raies racional si y sélo
si su expansion decimal es finita o infinita periddica. Hemglo, el nUmero 5 es
igual a 11 en base 2, % esigual a 11010101010..y m esigual a

11.001001000011111101101010100010 0010000101 10100011

Por otro lado, las reglas de divisibilidad entre 2, 5, 9, 1Q.yqlie resultan tan Gtiles
por lo sencillas que son, si usan que la base sea 10. En bssalgimnas reglas de
divisibilidad son:

= Un nUmero en base 2 es mdltiplo de 2 si y sblo si termina en 0.
= Un nmero en base 2 es mdltiplo de 4 siy sélo si termina en 00

= Un nOmero en base 2, digama@y_1ax_ - - - a18p €S multiplo de 3 siy soblo si 3
divide aay — ax_1 + ax_2 — - - - + (—1) ap.

Asi que la regla de divisibilidad por 3 en base 2 es exacttariammisma que la regla
de divisibilidad por 11 en el sistema decimal. De hecho laai#racion es exactamente
la misma.

Algunos ejercicios resueltos

Hay muchos problemas de olimpiada, tanto de teoria de misneemo de combinato-
ria, que pueden resolverse considerando la representaiciaria de algin nimero o
alguna idea similar. Presentamos algunos ejemplos resultector.

Ejemplo 1. Demuestra que entre cualesquieral enteros del conjuntd, 2, ..., 2n}
existen dos niumeros, digama¥ b, tales quea divide ab.

Solucibn. Escribamos cada uno de los enteros del conjih® 3, . . ., 2n} en la forma

k = 2*¥y con x un entero no negativoyeun entero positivo impar (nota que el nUimero
al ser escrito en binario termina en exactamergeros).

Comoy es un impar menor o iguallay tiene que ser un imparentreel 1y el 2 1.
Luego, hayn posibles valores pasa Como tengo que elegir+1 nimeros del conjunto,
por el principio de las casillas, habra dos de ellos con Emay. Es decir, dos de los
numeros seran*g e 2y. Sin pérdida de generalidad podemos suponenqudez de
donde 2y divide a Zy.

Ejemplo 2. Si escribimos en base dos todos los nUmeros del 1 al 1028sive.
¢ Cuantos unos usamos?
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Solucibn. Primero notamos que la representacion binaria de 1023111111, que

es el nimero mas grande que ocupa 10 digitos en binaregyd,dodos los nUmeros
del 0 al 1023 se pueden escribir con exactamente 10 digitpsrmitimos que hayan
ceros a la izquierda cuando sean necesarios.

Por otro lado, cualquier combinacion de diez digitosaaaub de ellos 1 0 0 nos darala
representacion binaria de cada nimero entre 0 y 1023. kkstaamente ¥ de estas
combinacionesy se usan 13° digitos. Por simetria, debe haber la misma cantidad de
unos que de ceros (pues estan consideradas todas ladigadés). Luego, se usaron
5.2%unos.

Ejemplo 3. Sean un entero positivo y sedda maxima potencia de 2 que divideka
Demuestra que el nimero de unos en la representacionebiear esn — m.

Solucion. Recordemos que el exponente de la maxima potencia de 2\jde dn! es

n n n
EJ * EJ " EJ L

Siagax-18k_2 . . . agazay €s la representacion binaria deotamos que, por la formula

de arriba, obtenemos quees (en base dos)

M = agak-18k-2 ... a3a2 + Adk-18k-2...a3 + - + Adk-1 + -
Ahora, volviendo a decimal y agrupando &s

m = a@?+2%+. 429 +a4@C+ 2+ + 29+ +2x(20)
= a@ N +a1@C -+ - ra(-1)
= (@2 t+a 12+ a2t +a20) - (kA + -+ ap+a)
= n-— m

ya que la suma de los digitos en binario es exactamentergmide unos.

Ejemplo 4. Demuestra que es posible eledirehteros del conjunt@®, 1,2, ...,3-1)
tales que no haya tres de ellos en progresion aritmética.

Solucibn. De la misma manera que en el Ejemplo 2, los nimerdsd). .., 3~ 1 son
todos los que se pueden escribir ¢odigitos en base 3 si permitimos que haya ceros
a la izquierda cuando sea necesario. De entre todos ekggrazhos los que sblo usan
los digitos 0 y 1. Como tenemdsposiciones, hay exactamentede estos nimeros.
Veamos que no hay tres nUmeros en progresion aritmética.
Tres numeroa < b < c estan en progresion aritméticacst b = b — a, 0 equivalente-
mente, sa + ¢ = 2b. Veamos que esto no sucede entre los nUmeros que elegimos.
Supongamos que hay tres nUmeros de entre los que elegimod) < c tales que
a+ ¢ = 2b. Denotemos los tres nimeros en binario

a k-1 ...apa1,
bbk-1 ... bobs,

CkCk—1...CoC1q.
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Como todos los digitog;, by son ceros o unos, al hacer la suma b en base tres,
en cada posicion la suma de los dos digitos no se pasa de 8wnla en base tres
tendra exactamente los digias+ by, ax-1 + bk_1, ..., a2 + by y a; + bs. Por otro lado,
los digitos de 2 son exactamentecg 2¢x_1,...,2C2 Y 2¢;, pues cada@ es 0 o0 2.
Luego, para cadase tiene que; + bj = 2¢;. Comoa;, b; y ¢; sblo pueden ser ceros o
unos, la Gnica manera que esto suceda eggudy; = ¢i. Luego,a=b = ¢, lo cual es
una contradiccion y concluimos que no hay tres enterosagresion aritmética entre
los Z nimeros elegidos.

Ejemplo 5 (IMO 2011). Sean > 0 un entero. Se tiene una balanzayesas con pesos
20,21 22 .. 21 Sevan a poner cada una de las pesas sucesivamente en ugo de lo
dos platillos de tal manera que el de la derecha siempre pese;de cuantas maneras

se puede hacer esto?

Solucibn. SeaA, el nimero que buscamos. Digamos que en algin momento ya pus
mos la pesa que pesé R al menos una mas. En ese momento, si ignoramos esa pesa
la diferencia entre los pesos de los platillos debe ser psitigm Asi, es irrelevante
donde esté la pesa que peSadlies si el platillo de la derecha pesa mas sin considerar
la pesa que pesd, XSeguira pesando mas si la ponemos en la derecha o enilertzau
Ahora, si ignoramos la pesa que peSaBtenemos exactamente un acomodo valido
paran — 1 pesas (simplemente consideramos que cada pesa pesedamitaque
pesa). Sabemos que eso se puede hacéy denaneras. Ahora, la pesa que pe8a 2
puede ser puesta en cualquier momento, salvo que cuandosdggurimera pesa, no
podemos poner esta pesa en el platillo de la izquierda.hasih — 1 posibilidades
para poner esa pesa (1 poniéndola la primera vez y 2 en caddeulos siguientes
turnos).

Luego,A, = (2n— 1)A,_1. ComoA; = 1y A; = 3, una sencilla induccion muestra que
An es el producto de todos los impares desde 1 hastal2

A continuacion dejamos unos ejercicios para el lector.

Ejercicios

1. Escribe cada nimero del 1 al 32 en binario. ¢ Como sabsimmsnimero en
binario es mltiplo de 4 u 8? ¢ Como son los que dejan reddser divididos
entre 47?

2. Searpp <ay <---<ayby <by<--- < b enteros no negativos tales que
2% 41 % ... 4 Q% =Py Dbz Ly OB
Demuestraquk =y quea; = by, ap = by, ..., a = bx.
3. Determina una funcioh: N — Rtal quef(1)=1y

1+f (%) sinesimpar,

f(n) =

1+f(3) sinespar.
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10.

11.

12.

13.

14.

. Encuentra los (ltimos ocho digitos de la represeateginaria de 28,

. Demuestra que para cualquier entero positige cumple que

n+ 20 n+ 21 n+ 22
7ol Il Bl Il el IR}

. Matrtin tiene la lista de todos los nimeros de 25 digjtes se pueden formar

utilizando solo los digitos,2, 3y 4 y que tienen la misma cantidad de digitos 1
que de digitos 2. Jorge tiene la lista de todos los nUmer&€dligitos formados
por 25 digitos 1 y 25 digitos 2. Demuestra que la lista detidaiene la misma
cantidad de nUmeros que la de Jorge.

. Demuestra que cada entero positivo se puede escribir como

a-3+a;-3+ayF+-+a- 3

para cierto entero positiig donde cada; vale—1,0 0 1.

. Hay 2" soldados formados en fila, dondes un entero positivo. Los soldados

se reacomodan en otra fila de la siguiente manera: Los s@dpdoestén en
posicion impar se van al frente de la fila, conservando sarlagtre ellos; los
soldados en posicion par se van al final de la fila, respethrsdiigares entre
ellos. Por ejemplo, si hay ocho soldados formadds c, d, e, f, g, h, después
del reacomodo obtenemos la fdac, e, g, b, d, f, h. Demuestra que despuésrle
reacomodos los soldados estaran formados como al inicio.

. Demuestra que existe un entertal que es multiplo de 2004 y al ser escrito en

base dos tiene exactamente 2004 ceros y 2004 unos.

(OMM, 2011) Una cuadricula con lados de longitudés<2) y (2" + 1) se
quiere dividir en rectangulos ajenos con lados sobrafink la cuadriculay con
un namero de cuadraditos dex11 dentro del rectangulo igual a una potencia
de 2. Encuentra la menor cantidad de rectangulos en losegpeesie dividir la
cuadricula. Klota: El 1 es considerado una potencia A@ues2’ = 1.)

Demuestra que hay una infinidad de potencias de 2 de lafory2].

Sean un entero positivo. Determina la cantidad de nimeros qeré@s en base
2 tienen exactamentendligitos y son tales que la suma de los digitos en las
posiciones pares es igual a la suma de los digitos de lasiguss impares.

La sucesion de Fibonacci se define pgr= 0, F1 = 1y Fy2 = Fya + Fx
para todon > 0. Demuestra que todo entense puede escribir como suma de
nameros diferentes de Fibonacci tales que no hay dos decalfsecutivos.

Comenzamos con el estado iniciallf) dondea y b son enteros positivos. A
partir de este estado incial se aplica el siguiente algorgtimmpre quea > 0.

= Sib > acambiamosd, b) por (2a,b — a).
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15.

16.

= En otro caso, cambiamosg, p) por (@— b, 2b).

¢ Para qué estados iniciales el algoritmo termina? Si berngien cuantos pasos
termina? ¢ Qué sucedessy b no son enteros?

Supbn qud es una funcion definida en el conjunto de los enteros posital
quef(2k) = 2f(k)-1y f(2k+1) = 2f(k)+1. Siaes un entero positivo arbitrario
cuya representacion en base dos esta dada paai,an-1 . . . a2a189, demuestra
que

f@=bn-2"+by1-2" 1+ +by- 2+ by,

donde
b-—{l sia =1,
' -1 siag-=0.

Seaf una funcidn que a cada entero entre 0 y 2013 le asigha unroientero
no negativo tal que
f@m) = f(m),
fGm+1) = f@Bm)+1,
fBm+2) = f(@Bm).

Si f(0) = 0, determina el valor maximo que puede torhar

Bibliografia

1.
2.

3.

Arthur Engel.Problem Solving StrategieSpringer-Verlag, 1998.

Titu Andreescu, Razvan Gelddathematical Olympiad ChallengeBirkhauser,
2000.

Titu Andreescu, Dorin Andrica, Zuming Feng. 1R8dmber Theory Problems:
From the Training of the USA IMO TearBirkhauser, 2007.



10

Contando con dos dgitos




