El Teorema Fundamental de la
Aritmética
Por Carlos Jacob Rubio Barrios

Nivel Intermedio

Cuando un nimero entero a se divide por un niimero entero by se obtiene residuo cero,
es decir, a = bq para algiin entero ¢, decimos que b es un divisor de a o que b divide a, y
se denota por b | a. Asi por ejemplo, 4 y 5 son divisores de 20. Al nimero 20 podemos
encontrarle otros nimeros que tienen la misma propiedad que el 5 o el 4; todos serian
sus divisores. En concreto, 1, 2,4, 5, 10, 20 son todos los divisores positivos de 20. Sin
embargo, existen nimeros cuyos divisores positivos son s6lo dos: el mismo nimero y
el 1. A estos nimeros los denominamos nimeros primos. Asi pues, 2,3,5,7,11,13 son
los ejemplos mds sencillos de nimeros primos. El nimero 1 no se considera primo por
razones que veremos mds adelante. Un nimero entero n que no es primo, es decir, que
tiene un divisor a tal que 1 < a < n, se llama compuesto.

Los niimeros primos son los ladrillos con los que se construye el edificio de todos los
nimeros. Todo nimero se puede escribir como producto de nimeros primos y esta
manera de escribirlo es tinica. Por ejemplo, 30 se puede escribir como producto de 2, 3
y 5. Este resultado sobre la factorizacién de un nimero como producto de nimeros pri-
mos era conocido ya por los griegos y hoy dia se conoce como el Teorema Fundamental
de la Aritmética (TFA) por su importancia.

Los niimeros primos poseen una propiedad muy especial que, en general, no poseen
los nimeros compuestos, a saber, si p es un nimero primo y a y b son enteros tales que
p | ab, entonces p | a 0 p | b. La demostracién de esta propiedad no la daremos aqui, y
la dejaremos para un futuro articulo, aunque usaremos la propiedad en la demostracién
del TFA. Sin embargo, veamos que cuando p no es primo, en general no se cumple
dicha propiedad. Consideremos el niimero 6 que no es primo. Observemos que 6 divide
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a 8- 9y sin embargo, 6 no dividenia 8 nia 9.

Comenzaremos demostrando un resultado que ser4 util a lo largo de todo el texto.
Proposicion 1 Todo entero n > 1 tiene un divisor primo.

Demostracion. Sin es primo, entonces n es un divisor primo de n. Supongamos que n
no es primo y sea a su divisor mds pequefio mayor que 1. Si a no es primo, entonces
a=ajazconl < a; <ay <a.Comoa | aya|n,tenemos que a; | n. Luego, a;
es un divisor de n menor que a y mayor que 1, lo cual contradice la eleccién de a. Por
lo tanto, a es un divisor primo de n. 0

Los niimeros primos han suscitado a lo largo de la historia la curiosidad de los matematicos,
tanto profesionales como aficionados. Ya Euclides en el afio 300 a.C. (en la proposicién

20 del libro IX de los Elementos), demostré que hay una infinidad de nimeros primos.

A continuacién damos la demostracién de este hecho debida a Euclides.

Proposicion 2 Hay una infinidad de niimeros primos.

Demostracion. Supongamos, por contradiccion, que hay sélo un niimero finito de nimeros
primos, digamos p1, pa, . . ., pi. Consideremos el nimero N = pipa - - - p + 1. Por la
Proposicién 1 sabemos que N tiene un divisor primo ¢q. Luego, ¢ debe ser uno de los
nimeros primos de la lista. Entonces, ¢ divide al producto p1ps2---pr y a N. Por lo
tanto, q divide también a la diferencia N — p1p2 - - - pr, que es igual a 1, lo cual no es
posible. Por lo tanto, hay una infinidad de ndmeros primos. 0

Un problema interesante es preguntarse si un niimero aleatorio es primo o no. Para
saberlo, 1o mds sencillo es empezar a dividir el nimero por los primos mds pequefios.
Comenzamos por el 2 y si la divisién da residuo 0 sabemos que no puede ser primo.
En caso contrario, probamos con el 3: si la divisién da residuo 0 no es primo, en caso
contrario, probamos con el 5. Podemos continuar de esta forma con todos los nimeros
primos mds pequefios que el nimero; si ninguna de las divisiones anteriores da residuo
0 podemos afirmar que el niimero que estdbamos probando es primo. Realmente no hay
que probar con todos los nimeros primos mds pequefios que nuestro nimero; podemos
quedarnos con los que sean menores o iguales que la raiz cuadrada del niimero como
se demuestra en el siguiente resultado.

Proposicion 3 Sin > 1 es un niimero compuesto, entonces n tiene un divisor primo p
tal que p < \/n.

Demostracion. Sean > 1 un nimero compuesto. Entonces, n tiene un divisor d tal que
1 < d < n. Escribamos n = dd’ con d’ un entero. Observemos que 1 < d’ < n, pues
si d’ = 1 entonces n = d que es una contradiccién, y si d = n, entonces d = 1 que
es una contradiccién. Si d > /ny d > +/n, entonces n = dd' > /ny/n = n, lo
que es una contradiccién. Por lo tanto, d < v/n o d’ < y/n. Supongamos que d < +/n.
Aplicando la Proposicién 1, se sigue que d tiene un divisor primo p < d < y/n. Luego,
p es también un divisor primo de n 'y p < y/n. El otro caso es andlogo. 0

A manera de ejemplo, supongamos que queremos determinar si el nimero 2011 es
primo. De acuerdo con la proposicién anterior, 2011 serd primo si no es divisible entre
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ningun primo menor o igual que v/2011. Como 44 < /2011 < 45, los nimeros
primos menores o iguales que 44 son: 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41 y 43.
Haciendo las divisiones de 2011 entre cada uno de estos nimeros primos, podemos
darnos cuenta que ninguna divisién da residuo 0 y por lo tanto, concluimos que 2011
es un nimero primo.

Estamos listos para enunciar y demostrar el TFA.

Teorema 4 (TFA) Todo entero n > 1 es primo o se puede escribir como un producto
de niimeros primos. Ademds, esta factorizacion como producto de primos es unica, es
decir, sin = pip2 -+ Pr = q1q2 - - - s, donde los p; y los q; son primos, entoncesr = s
y los primos p; son los primos q; en algiin orden.

Demostracion. Sea n > 1 un entero compuesto, es decir, no primo. De acuerdo con
la Proposicién 1, n tiene un divisor primo ¢;. Entonces, n = g1g2 con g2 entero tal
que 1 < g2 < n. Si g2 es primo, entonces n es producto de nimeros primos. Si g2
no es primo, entonces nuevamente por la Proposicién 1, g2 tiene un divisor primo gs.
Entonces, g2 = g3g4 con g3 primoy 1 < g4 < g2, de donden = q1¢3q4. Si g4 es primo,
entonces n es producto de primos. Si g4 no es primo, entonces por la Proposicién 1,
q4 tiene un divisor primo gs. Luego, ¢4 = ¢5qs con g5 primoy 1 < g < q4 < g2, de
donde n = q1939596- Si ge €s primo, entonces n es producto de primos. Si gg no es
primo, continuamos el proceso. Como hay un nimero finito de enteros entre 1 y go, el
proceso no puede continuar de forma indefinida, de modo que en un niimero finito de
pasos obtendremos que n = q1¢sqs - - - ¢ COn q1,¢s, - . . , ¢ NUMEros primos.

Para la unicidad de la factorizacién, supongamos que existe un entero n > 1 con dos
factorizaciones distintas, y consideremos al menor de dichos enteros (cualquier entero
menor que n y mayor que 1, tiene factorizacién tnica), digamos,

n=pip2---pPr =4q1q2 - (s,

donde p1,...,Pr,q1,...,qs son nimeros primos. Es claro que » > 2y s > 2. De-
mostraremos que p; # ¢; paracada¢ = 1,2,...,rycadaj = 1,2,...,s. Supong-
amos, por contradiccion, que p; = ¢; para algunos %, j. Podemos suponer que p1 = ¢;
ya que el orden de los factores no importa. Tenemos que n > p; (pues si n = pi,
entonces n = ¢; y n tendria factorizacion unica). Entonces 1 < pﬂl < n, de modo que
1?—1 tiene factorizacion tinica como producto de primos. Como,

n
—_— :p2...pr :q2...qs’
4!
tenemos que r = sy p; = q; paratodo ¢ = 2,...,r. Esto implica que n tiene factor-
izaci6n tnica, lo que es una contradiccion. Por lo tanto p; # ¢; paracada¢ =1,...,r

ycadaj=1,...,s.

Ahora, como p; divide al producto g1 g2 - - - g, tenemos que p1 | ¢; para algin j. Luego
p1 = g;, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, la factorizacion de n como producto
de primos es tnica. O

El hecho de que el nimero 1 no se considere primo, es una convencién. Sin embargo,
esta convencion es necesaria para que se tenga la unicidad en el TFA. Si permitiéramos
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que el nimero 1 sea primo, entonces 6 = 2-3 = 1-2-3 = 1-1-2-3 serfan factorizaciones
distintas de 6 como producto de nimeros primos.

Dado un entero n > 1 compuesto, podemos escribir su factorizacién en producto de
primos en la forma n = p{*p5? - - - p2 donde los primos p; son tales que p; < p2 <
<o < pryag,qs, ..., son enteros positivos. Esta expresion de n recibe el nombre
de factorizacién candnica. Por ejemplo, 36 = 22 - 32,92 = 22.23,420 =22.3-5-7,
125 = 53,

A continuacién veremos algunas aplicaciones del TFA en la solucién de problemas.

Ejemplo 1. Sean a y b enteros positivos primos relativos. Demostrar que si ab es un
cuadrado, entonces a y b también son cuadrados.

Solucién. Por hipétesis, existe un entero positivo n tal que ab = n2. Consideremos las
descomposiciones canénicas de a y b,

a=pipst g b=qi"ay -l

donde los primos p; son distintos entre si, asi como los primos ¢;. Entonces,

ab = pps? - poraltah® - qPe

Como a y b son primos relativos, tenemos que p; # ¢; paracadai = 1,...,r y cada
j =1,...,s, lo que implica que p{*p5? ---p&r - qf1q§2 -+~ es la factorizacién

canénica de n?. Como los primos que dividen a n? son los mismos primos que dividen
an (si pes primo, entonces p | n? siy sélo si p | n), el TFA implica que los exponentes
que aparecen en la factorizacién canénica de n? son enteros pares, es decir, a; = 2a/;
paracadai =1,...,ry f; = 25;- paracada j = 1,...,s. De aqui se sigue que a y b
son ambos cuadrados de enteros.

Ejemplo 2. Sean a, b y c enteros positivos. Demostrar que si ab, ac y be son cubos de
enteros, entonces a, b y ¢ también son cubos de enteros.

Solucién. Escribamos las factorizaciones en primos de a, b y ¢, de la siguiente manera:

a=pips? - pn, b=plpstplr e =pl'pyt e pl

donde los primos p; son distintos y los exponentes de cada factorizacién son enteros
mayores o iguales que 0 (observemos que al permitir exponentes iguales a cero, puede
haber primos que dividan a alguno de los tres niimeros pero a cualquiera de los otros
dos no).

Como ab = pfﬁﬁlpg‘ﬁﬁz .- -p2r*hBr es el cubo de un entero, tenemos por el TFA
que ab = (p’f1 p§2 ---pF)3 donde los exponentes son mayores o iguales que cero, de
donde «; + B; = 3k; paracada¢ = 1,...,r. De manera andloga, como ac y bc son
cubos de enteros, tenemos que «; + v; = 3l; paracadai = 1,...,7,y B; + v = 3m;
paracadai = 1,...,r. Resolviendo el sistema de ecuaciones,

o + B = 3ki, a; +v =3, Bi +7vi =3my,

obtenemos que 23; = 3(k; —l; +m;) de donde 2 divide a k; — ; +m; yaque 2 y 3 son
primos relativos. De aqui se sigue que 3; es multiplo de 3, y por lo tanto o; = 3k; — f3;
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y v = 3m; — [3; también son multiplos de 3 paracadai = 1,...,r. Luego, a, by c
son cubos de enteros.

Ejemplo 3. Sean a, b, r, s enteros positivos. Si a y b son primos relativos y r¢ = s?,

demostrar que existe un entero n tal que r = n’y s = n%.

Solucién. Como r* = s°, el TFA implica que los nimeros primos que dividen a r son
los mismos primos que dividen a s. Supongamos que éstos son pi, pa, . .., Pk. S€ea p
cualquiera de estos nimeros primos, y supongamos que p® es la mayor potencia de p
que divide a r y p? es la mayor potencia de p que divide a s. Entonces,

r¢ = s’ = p*® = p* = aa = Bb.

De aqui, a | Bby b | @a. Como a y b son primos relativos, tenemos que a | 8y b | a.
Escribamos 8 = af8, y &« = bay,. Entonces, aa = b = abay, = abf, = o, =
Bp. Ahora, para cada primo p; que divide a r (y por lo tanto a s), consideremos el
entero «p, . Finalmente, es fécil ver que el nimero n = pf’) ! p;p 2. pgp’“

condiciones del problema.

satisface las

Ejemplo 4. Sean a, b, c y d enteros positivos tales que a® = b%, ¢3 = d? y a — ¢ = 25.
Determinar los valores de a, b, cy d.

Solucién. Como 2 y 3 son primos relativos, podemos aplicar el ejemplo anterior a las
igualdades a® = b? y ¢3 = d2. Asi, existen enteros positivos n y m tales que a = n?,
b=n3c=m?yd=m3 Luego,25 =a—c=n?>-m? = (n+m)(n—m)
de donde la tnica posibilidad es n + m = 25 y n — m = 1. De aqui obtenemos que
n=13ym =12.Porlotanto,a = 132, b = 133, c = 122 y d = 123.

Ejemplo 5. Determinar todas las parejas de enteros positivos (m,n) con m # n que
satisfacen la ecuaciéon m”™ = n™.

Solucion. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que m < n.Laigualdad m™ = n™
junto con el TFA, nos dicen que los divisores primos de m son los mismos divisores
primos de n. Escribamos las factorizaciones canénicas de m y n,

m=pps? - pit, no=piips Rk,

donde los primos p; son distintos entre si, y los exponentes «; y [3; son enteros posi-

tivos. Luego, (pi'p5? - - - pp* )" = (pf1p§2 . ~p£k)m, de donde a;n = mf3; para cada
i =1,...,k. Como m < n, necesariamente a;; < [3; paracadai = 1,2,...,k, lo

que significa que m | n. Escribamos n = mr con r > 2 (pues r = 1 implica que
m = n lo cual no puede ser). La ecuacién m” = n™ es equivalente con la ecuacién
m™ = (mr)™, es decir, m™(" 1 = pm,

Sir = 2, entonces m™ = 2™, de donde m = 2y por lo tanto n = mr = 4. Asi,
tenemos la solucién (2, 4).

Supongamos que r > 3. Es claro que m™("~1) < ™ si m = 1. Es un ejercicio
facil demostrar que 2”71 > r si r > 3. Usaremos esta desigualdad para demostrar
que m™ =1 > ™ sim > 2.Sim = 2, tenemos que 2201 = (27712 > 42,
Supongamos que ("~ > ™ para algtin m > 2. Entonces,

(m_|_ 1)(m+1)(r71) > m(erl)(rfl) — mm(rfl)mrfl > rm. 27“71 > - ,,,erl'
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Por lo tanto, si > 3 la ecuacidn no tiene soluciones.
Concluimos que la tnica solucién (m,n) con m < nes (2,4), y por la simetria de la
ecuacion, la tdnica solucién (m,n) conm > nes (4,2).

Algunas consecuencias del TFA

Una vez que sabemos que es posible factorizar todo nimero entero en producto de
nimeros primos, una pregunta natural que surge es: ;como son los divisores de un
nimero entero en términos de sus divisores primos? Esta y otras preguntas las respon-
deremos a continuacidn.

Teorema 5 Sin > 1 es un enteroy n = pi"p5? - - - pi* es su factorizacion canénica
en producto de primos distintos, entonces cada divisor positivo de n es de la forma
pflpgz . -pf’“ donde 0 < 8; <« paracadai=1,..., k.

Demostracion. Observemos primero que si d = pf 1p§2 = -pfk con 0 < f3; < o

paracadai = 1,...,k, entonces d | n, pues n = d(p* 1 pg2 P2 ... p2 %) con
a; — fB; > 0paracadai = 1,...,k. Ahora debemos demostrar que n no tiene otros

divisores distintos de d. Claramente 1 = p{p3 - - - p?. Supongamos que d’ > 1 es un
divisor de n y sea p un divisor primo de d’ (tal primo existe por la Proposicién 1). Sea
p" la mayor potencia de p que divide a d’, es decir, d = p”k donde p { k. Como d’ es
divisor de n, tenemos que p” también es divisor de n. Por la unicidad de la factorizacién
en primos del nimero n, se sigue que p = p; paraalginl < j < ky v < o . Asi,
d = p;-’k conp; { ky~ < aj.Sik =1, terminamos. Supongamos que k > 1. Por
la Proposicién 1, k tiene un divisor primo g. Como p 1 k, tenemos que ¢ # p. Sea 7
la mayor potencia de ¢ que divide a k, esto es, k = ¢°k’ donde ¢ { k’. Entonces, ¢°
divide a n y nuevamente por la unicidad de la factorizacién en primos del nimero n
tenemos que ¢ = p; paraalginl # jy § < . Asi, d’ = p}p?k’ donde p; t k', pi t K/,

7 < @j y 6 < oq. Continuando de esta manera, obtenemos que d’ = p[f ! p§2 cee pgk
donde 0 < §5; < a; paracadai =1,...,k. O
Hemos demostrado asi que d es un divisor positivo de n si y s6lo si d = p[f 'pyt - pgk
con 0 < B; < «; paracada ¢ = 1,...,k. Podemos preguntarnos ahora: ;cudntos

nimeros de esta forma hay?

Como cada f; puede tomar a; + 1 valores (desde 0 hasta «;), por el principio del
producto tenemos (a1 + 1)(az + 1)--- (ax + 1) divisores positivos distintos de n.
Usualmente se denota por 7(n) al nimero de divisores positivos de n.

Si m y n son enteros positivos primos relativos, es fécil ver que 7(mn) = 7(m)7(n),
pues los divisores primos de m son distintos de los divisores primos de n.

También podemos preguntarnos por la suma de los divisores positivos de un entero
positivo n. Esta suma usualmente se denota por o(n) y matematicamente represen-

ta la suma Z d, la cual se efectiia sobre los divisores positivos d de n. Sin =

d|n
Pyt py? - - -pR*, entonces por el Teorema 5 tenemos que d = pllp’g2 . ~p’£" donde
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0<p; <a;paracadai =1,...,k. Luego, tenemos que,
aq [e') [0 %%
SCIIDSED 3D MNP TR
d|n B1=0 B2=0 Br=0
(o5} a2 Qg
= et )| o )| o
B1=0 B2=0 Br=0

a;
Por lo tanto, basta calcular Z pf =14p+p+-+ p;*. Usando la férmula

Bi=0
n+1 _ pOlH'l -1

~ 1 = 5,
Zx’ =2 T Vilidasiz # 1, obtenemos que Z p;’ = ————, y por lo
= x—1 56 pi—1

ai;+1 as+1 ap+1
-1 -1 -1
o(n) = Ll P2 N .
p1—1 p2 —1 pr—1

Es fécil ver que o(mn) = o(m)o(n) si m y n son enteros positivos primos relativos.

tanto,

Veamos algunos ejemplos.
Ejemplo 6. Sea n un entero positivo. Demostrar que 7(n) < 24/n.

Solucién. Sea d un divisor positivo de 7. Es claro que d | n si'y sélo si % | n. Supong-
amos que n tiene k divisores positivos menores o iguales que y/n. Claramente k < /n.
Luego, por cada divisor positivo d menor o igual que /7 hay un divisor positivo mayor
o igual que /7, a saber, %. De aqui que n tiene a lo ms k divisores positivos mayores
o0 iguales que v/n (si m es un cuadrado, el nimero de divisores positivos mayores o
iguales que v/n es k — 1). Por lo tanto, 7(n) < 2k < 24/n.

Ejemplo 7. Un entero positivo es llamado solitario si 1a suma de los reciprocos de sus
divisores positivos no es igual a la suma de los reciprocos de los divisores positivos de
cualquier otro entero positivo. Demostrar que todo niimero primo es solitario.

Solucion. Denotemos por o_1(n) ala suma de los reciprocos de los divisores positivos
de n, es decir, 1 (n) = 3", 5. Luego,

o)=Y 1= = LS = o), (1)
d|n

d|n d'|n

donde la igualdad )y, 7 = >4, d' se siguede que d | nsiy sélosi 3 | n.

Sip > 2es primo, entonces o_1(p) = 1+ % = ”%1. Supongamos que p no es solitario,

ptl
=
Aplicando la relacion (1), tenemos que Lo (n) = ”%1, de donde po(n) = n(p + 1).

Como p es primo relativo con p + 1, tenemos que p | n y como n # p, se sigue que,

es decir, supongamos que existe un entero positivo n # p tal que o_1(n) =

1 1 1
o_1(n) = ZE >1+ ]; + o >o_1(p),
d|n
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lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, todo niimero primo es solitario.

Ejemplo 8. Determinar todos los enteros positivos 7 que tienen exactamente 16 divi-
sores positivos di, da, ...,dig, talesque 1 =dj < ds < --- < dig =n,dg = 18y
dg —dg = 17.

Solucién. Sea n = pi"'p5? - - - pp* la factorizacién canénica de n. Entonces, n tiene
(a1 +1)(a2 +1) - - (o + 1) divisores positivos. Luego, 18 = 2 - 32 tiene 6 divisores
positivos: 1,2, 3,6, 9y 18. Como n tiene 16 divisores positivos, tenemos que n = 2-33p
para algin primo pon = 2-37. Sin = 2-37, entonces dg = 54, dy = 81y
dy9 — dg # 17, lo cual es una contradiccién. Luego, n = 2 - 33p para algtin primo
p > 18.Sip < 27, entonces dy = p,ds = 27,dg = 2p =27+ 17 = 44 = p = 22,
lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, p > 27. Si p < 54, entonces d; = 27,
dg = p,dg = 54 = dg + 17 = p = 37. Si p > 54, entonces dy = 27, dg = 54,
dy = dg + 17 = T1. Asi, tenemos dos posibles soluciones: 2 - 3% - 37 = 1998 y
2-33%.71 = 3834.

Ejemplo 9. Determinar todos los enteros positivos n tales que 7(n) =

|3

Solucién. Sea n un entero positivo que satisface la condicién 7(n) = Z. Entonces,
3 | n. Escribamos n = 3k, con k entero positivo.

Si k es par, entonces g = % es un divisor de n. Mds atn, si todos los enteros positivos
menores que ¢ son divisores de n y los nimeros ¢, 7, ..., 7 son también divisores de
n, tenemos que % =7(n) < % + 5, de donde n < 30. Luego, los posibles valores de
n son: 6,12, 18,24y 30. De estos, es ficil ver que s6lo 18 y 24 satisfacen la condicién
del problema.

Si k = 7(n) es impar, entonces n es un cuadrado segin el Ejercicio 5. Supongamos
que n = m?. Como k es impar, n = 3k también es impar, de modo que m es impar.
De acuerdo al Ejemplo 6 tenemos que mT2 = 7(m?) < 2m de donde m < 6. Como
m es impar, los valores posibles de m son 1,3 y 5, y en consecuencian = 1,9 o 25.
Como n es mdltiplo de 3, el tnico niimero que cumple es 9.

Por lo tanto, el problema admite tres soluciones: 9, 18y 24.

Solucién alternativa. Como 3 | n, se sigue que la factorizacién canénica de n es de
la forma n = 3% - pf* ---pj7, de donde 7(n) = (o + 1)(a1 +1)---(a; + 1). La
condicién 7(n) = % implica que 3*~* - p{* .- -p?j =(a+1)(ar+1)---(a; +1).
Como pf > 291 > ;4 1, para que n satisfaga la ecuacion del problema, es necesario
quea+1>3"! dedondea=10a=2.

Si en la factorizacién de n hay un primo p; > 3, entonces p;* > 4% > 2a; +2yla
igualdad 7(n) = % no se darfa. Por lo tanto, n no tiene divisores primos mayores que

3.Sia = 1, entonces n = 3 - 2™ y laigualdad 7(n) = % se reduce a 2(m + 1) = 2™,

Es fécil ver que m = 1 0 2 no cumplen; m = 3 es solucién y por lo tanto n = 24. Si
m > 4 tampoco hay soluciones ya que 2™ > 2m + 2. De manera andloga, si o = 2,
entonces n. = 3% - 2" y la igualdad 7(n) = % se reduce a 3(m + 1) = 3- 2™ cuyas
Unicas soluciones son m = 0, 1, y por lo tanto, n = 9, 18.

Ejemplo 10. Demostrar que hay una infinidad de enteros positivos n tales que @

€S un entero.
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Solucién. Demostraremos que todos los enteros positivos de la forma n = 2* satisfacen
el problema. Lo haremos por inducciénen k. Si k = 0, tenemosquen = 1y @ =
1. Supongamos que el resultado es cierto para n = 2¥ con k& > 0, y consideremos el
ndmero 2n = 21 Entonces, 22" — 1 = (2")?2 -1 = (2" +1)(2" — 1). Como 2" + 1
y 2™ — 1 son primos relativos (si d es un divisor de 2" + 1y 2" — 1, entonces d debe
dividir a su diferencia que es igual a 2, de donde d = 1 0 2, y como ambos nimeros son
impares, su dnico divisor comiin es 1), tenemos que (22" — 1) = ¢(2" +1)o (2" —1).
Aplicando la hipétesis de induccidn, se sigue que o (2™ — 1) es miltiplo de n. Luego,
basta demostrar que o (2™ + 1) es par. Como n es par, tenemos que 2™ es un cuadrado
y por lo tanto 2" + 1 no puede ser un cuadrado (pues n > 0). Ahora, por el Ejercicio 6
tenemos que (2" + 1) es par y por lo tanto, o(22" — 1) es mdltiplo de 2n = 2~F+1,
como queriamos.

Para finalizar, dejamos unos ejercicios para el lector.

Ejercicios
1. Hallar todos los niimeros primos p tales que p®+11 tiene exactamente 6 divisores
positivos distintos.

a’+b2

el Demostrar

2. Sean a, b, c enteros distintos de 0, con a # c, tales que ¢ =
que a® + b? + ¢ no puede ser un niimero primo.

3. Demostrar que hay una infinidad de nimeros que no son solitarios. (Ver Ejemplo
7 para la definicién de nimero solitario.)

4. Sea n un entero positivo y sea 7(n) el producto de los divisores positivos de 7.
Demostrar que 7(n) = n™("/2,

5. Sea n un entero positivo. Demostrar que n es un cuadrado si y sélo si 7(n) es
impar.

6. Sea n un entero positivo impar. Demostrar que o(n) es par si y sélo si n no es
un cuadrado.

7. Determinar todos los enteros positivos n tales que 7(n) = 7.
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