
Una desigualdad b́asica
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Nivel Intermedio

Una de las desigualdades más importantes en la solución deproblemas tipo olimpia-
da es la desigualdad entre la media aritmética y la media geométrica (MA-MG). Si
tenemos dos números positivosa y b, su media aritmética esa+b

2
. La media aritméti-

ca es simplemente el promedio que estamos acostumbrados a utilizar. Por ejemplo, si
sacamos de calificaciones10 y 9, el promedio de las dos calificaciones (o su media
aritmética) es10+9

2
= 9.5. Siempre que los dos números sean iguales, también serán

iguales a su media aritmética, puesa+a
2

= a.

Por otro lado, la media geométrica es otro tipo de promedio,pero que tiene que ver con
la multiplicación en vez de con la suma. Dados los números positivosa y b, su media
geométrica es

√
a · b. De nuevo, si los dos números son iguales, también su media

geométrica es igual a cada uno de ellos, pues
√
a · a = a.

Desigualdad MA-MG para dos números

Para cualesquiera dos números positivosa y b, la media geoḿetrica siempre es menor
o igual que la media aritḿetica. Es decir,

√
ab ≤ a+ b

2
.

Adeḿas, la igualdad se verifica si y sólo sia = b.

Demostracíon 1.Factorizando obtenemos,

a+ b

2
−
√
ab =

1

2
(a+ b− 2

√
ab) =

1

2
(
√
a−

√
b)2 ≥ 0,
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luego,a+b
2

≥
√
ab. Ahora, para que la igualdad se dé, necesitamos que

√
a−

√
b = 0,

y esto sólo sucede sia = b.

Demostracíon 2.Notamos quea = a+b
2

+ a−b
2

y b = a+b
2

+ a−b
2

. Luego,

√
ab =

�

Å

a+ b

2
+

a− b

2

ãÅ

a+ b

2
− a− b

2

ã

=

�

Å

a+ b

2

ã2

−
Å

a− b

2

ã2

≤
�

Å

a+ b

2

ã2

=
a+ b

2
,

nuevamente, para que la igualdad se dé, necesitamos quea−b
2

= 0, es decir,a = b.

Demostracíon 3. Tomemos una semicircunferencia con diámetroXY = a + b y un
puntoZ en el segmentoXY tal queXZ = a y Y Z = b. SeaO el punto medio
de XY y seanP y Q puntos sobre la semicircunferencia tales queOP y ZQ son
perpendiculares aXY .

b bb

b

b

b

a bX YZ

Q

O

P

ComoO es el centro,OP es un radio. Luego,OP = a+b
2

. Por otro lado, es fácil ver
que los triángulosXQZ y QY Z son semejantes (por el criterioAAA). Luego,

XZ

QZ
=

QZ

Y Z
,

de dondeQZ =
√
a b. Pero este segmento siempre será menor o igual que el radio

OP , por lo que
√
a b ≤ a+b

2
. Para que la igualdad se dé, es necesario que los puntosO

y Z coincidan, o sea,a = b.

De las dos primeras demostraciones podemos notar que la desigualdad entre la Media
Aritmética y la Media Geométrica para dos números (para más números también) de-
pende simplemente del hechox2 ≥ 0. Esta última puede bien ser considerada como
la base de las desigualdades. Este simple hecho puede demostrar desigualdades muy
complicadas. Cuando ası́ pasa, se dice que se usó el métodoSOS (sum of squares).

Ejemplo 1. De entre todos los rectángulos con perı́metro fijo, ¿cuál tiene más área?
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Solución. Veamos que el cuadrado es el que tiene más área. Digamos queel perı́metro
es la constantep y que las dimensiones del cuadrado sona× b. Como el perı́metro es
p se tiene que2a+ 2b = p o a+ b = p

2
. Como el área del rectángulo esa · b, tenemos

que,

a · b ≤
Å

a+ b

2

ã2

=
(p

4

)2

.

Como(p
4
)2 no depende dea y b, hemos terminado. Y justamente la igualdad se obtiene

cuandoa = b, es decir, cuando el rectángulo es un cuadrado.
Podemos pensar en el mismo problema sin la restricción de ser un rectángulo. De entre
todas las figuras con perı́metro fijo, ¿cuál es la que encierra más área? ¡El cı́rculo! Lo
malo es que es difı́cil demostrarlo.

Ejemplo 2. Demuestra que para reales positivosx, y, z se tiene que,

(x+ y)(y + z)(z + x) ≥ 8xyz.

Solución. En este problema, aprovecharemos que el lado izquierdo de ladesigualdad
está factorizado y cada factor es una suma. Dividimos todo entre 8 y vemos que la
desigualdad original es equivalente a:

(x+ y

2

)(y + z

2

)(z + x

2

)

≥ xyz.

Ahora, cada factor del lado izquierdo es la media aritmética de dos números. Aplicamos
la desigualdad en cada factor (todos los números involucrados son positivos),

(x+ y

2

)(y + z

2

)(z + x

2

)

≥ √
xy

√
yz

√
zx = xyz.

Lo cual demuestra la desigualdad. Podemos notar que para quese dé la igualdad tiene
que suceder quex = y, y = z y z = x al mismo tiempo, es decir, los tres números
tienen que ser iguales.

Ejemplo 3. Encuentra el menor valor de la expresiónx2 + 1

x
, parax > 0. ¿Para

qué valor dex se obtiene este valor?

Solución. Este puede pensarse como un ejercicio de cálculo diferencial, pero veremos
cómo hacerlo con la desigualdad MA-MG. Si usamos directamente la desigualdad,

x2 + 1

x

2
≥
…

x2 · 1
x
=

√
x.

Hemos probado quex2+ 1

x
es mayor o igual que2

√
x, pero esta última expresión sigue

dependiendo dex, por lo que no hemos encontrado el menor valor. Hay que pensar
cómo escribir la expresión como la suma de varios númerostales que su producto sea
constante. No resulta muy difı́cil, simplemente hay que cambiar 1

x
por 1

2x
+ 1

2x
:

x2 +
1

x
= 3

Ç

x2 + 1

2x
+ 1

2x

3

å

≥ 3

�

x2

Å

1

2x

ã2

= 3
3

…

1

4
.
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Como3 3

»

1

4
no depende dex, ya casi terminamos. Para que la igualdad se dé, necesi-

tamos quex2 = 1

2x
= 1

2x
, o sea,x = 3

»

1

2
.

Otra manera de pensar la desigualdad entre la media aritmética y la media geométrica
es: dados dos números positivos, cuyo producto es constante, su suma será mı́nima
cuando los números son iguales.

Ejemplo 4. Seana, b y c números reales positivos. Demuestra que,

(a+ b− c)(a− b+ c)(−a+ b+ c) ≤ abc.

Solución. En el lado izquierdo tenemos un producto de tres números. Sisólo uno de
ellos es negativo, el producto de los tres será también negativo y la desigualdad resul-
tará cierta, pues el lado derecho es positivo.
Si al menos dos de los factores son negativos, sin perdida de generalidad los dos pri-
meros, tenemos que,

a+ b− c < 0,

a− b+ c < 0.

Sumando estas dos desigualdades se tiene que2a < 0, lo cual es una contradicción y
por tanto no puede haber más de un factor negativo. Resta verel caso cuando los tres
son positivos.
Apliquemos la desigualdad entre la media aritmética y la media geométrica para los
dos primeros factores,

»

(a+ b− c)(a− b+ c) ≤ (a+ b− c) + (a− b+ c)

2
= a,

De la misma manera, obtenemos,
»

(a− b+ c)(−a+ b+ c) ≤ b,
»

(−a+ b+ c)(a+ b− c) ≤ c.

Y como cada lado de cada una de las tres desigualdades es positivo, podemos multipli-
car las tres y obtenemos que(a+ b− c)(a− b+ c)(−a+ b+ c) ≤ abc, que era lo que
se querı́a demostrar.

Desigualdad MA-MG para más de dos ńumeros

Para cualesquiera ńumeros positivosa1, a2, . . . , an, la media geoḿetrica siempre es
menor o igual que la media aritḿetica. Es decir,

n
√
a1a2 · · · an ≤ a2 + a2 + · · ·+ an

n
.

Adeḿas, la igualdad se verifica si y sólo sia1 = a2 = · · · = an.

Hay muchas maneras de demostrar la desigualdad MA-MG. Veamos una demostración
de uno de los matemáticos más influyentes del siglo XIX, Agustin-Louis Cauchy. Esta
prueba es por inducción sobren, pero no de la manera usual. La idea es la siguiente:
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1. Probar que la desigualdad es cierta paran = 2.

2. Probar que si la desigualdad es cierta paran = k, también es cierta paran = 2k.
Esto, con el punto anterior, demuestra que la desigualdad escierta para todan
igual a una potencia de2.

3. Probar que si la desigualdad es cierta paran = k + 1, también lo es paran = k.

Con esto quedarı́a demostrada la desigualdad MA-MG para todan, pues ya tendrı́amos
que es cierta para una potencia2x ≥ n y por el punto 3, serı́a cierta para los números
2x − 1, 2x − 2, . . . , n. Veamos la demostración.

1. Este punto ya fue demostrado.

2. Supongamos que la desigualdad es cierta paran = k, veamos que es cierta para
n = 2k.

Seana1, a2, . . . , a2k reales positivos. Queremos demostrar la desigualdad MA-
MG para ellos. Como estamos suponiendo que la desigualdad escierta paran =
k, tenemos que

A =
a1 + a2 + · · ·+ ak

k
≥ k

√
a1a2 · · ·ak,

B =
ak+1 + ak+2 + · · ·+ a2k

k
≥ k

√
ak+1ak+2 · · · a2k.

Por otro lado, por el punto1 tenemos que la desigualdad MA-MG es cierta para
n = 2. ComoA y B son positivos, tenemos queA+B

2
≥

√
AB. Luego,

a1 + a2 + · · ·+ a2k

2k
=

A+B

2
≥

√
AB

≥
»

k
√
a1a2 · · · ak k

√
ak+1ak+2 · · · a2k

= 2k
√
a1a2 · · ·a2k.

Lo cual demuestra la desigualdad MA-MG paran = 2k. Ahora, para que la
igualdad se dé, es necesario que se den simultáneamentea1 = a2 = · · · = ak,
ak+1 = ak+2 = · · · = a2k y A = B. Si a1 = a2 = · · · = ak, se tiene
queA = a1 = a2 = · · · = ak y si ak+1 = ak+2 = · · · = a2k se tiene que
B = ak+1 = ak+2 = · · · = a2k. Luego, es necesario que todos los números
sean iguales.

3. Suponiendo que la desigualdad Ma-MG es cierta paran = k + 1, hay que de-
mostrar que es cierta paran = k. Seana1, a2, . . . , ak números reales positivos.
Demostremos la desigualdad MA-MG para estos valores.
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Seam la media aritmética dea1, a2, . . . , ak y seaak+1 = m. Como todas losai
son positivos,ak+1 también es positivo. Luego, podemos aplicar la desigualdad
MA-MG para estosk + 1 valores,

a1 + a2 + · · ·+ ak + ak+1

k + 1
≥ k+1

√
a1a2 · · · akak+1.

El lado izquierdo de la desigualdad es,

a1 + a2 + · · ·+ ak + ak+1

k + 1
=

km+m

k + 1
= m.

Luego,

m ≥ k+1
√
a1a2 · · ·akak+1

mk+1 ≥ a1a2 · · · akm
mk ≥ a1a2 · · · ak
m ≥ k

√
a1a2 · · ·ak.

Lo cual es justo la desigualdad paran = k. Además, para que se dé la igualdad,
es necesario quea1 = a2 = · · · = ak = ak+1 y esto es cierto cuandoa1 = a2 =
· · · = ak.

Por lo tanto, queda demostrada la desigualdad MA-MG paran valores.

Ejemplo 5. Demuestra que para números reales positivosa, b, c y d se tiene que

(a+ b+ c+ d)

Å

1

a
+

1

b
+

1

c
+

1

d

ã

≥ 16.

¿Cuándo se da la igualdad?

Solución. En este caso, dividimos entre16 y vemos que la desigualdad es equivalente
a,

Å

a+ b+ c+ d

4

ã

Ç

1

a
+ 1

b
+ 1

c
+ 1

d

4

å

≥ 1.

Notamos que cada factor del lado izquierdo es una media aritmética de números posi-
tivos, ası́ que usamos dos veces la desigualdad MA-MG.

Å

a+ b+ c+ d

4

ã

Ç

1

a
+ 1

b
+ 1

c
+ 1

d

4

å

≥
√
abcd

…

1

abcd
= 1.

Para que la igualdad se dé, necesitamos quea = b = c = d y que 1

a
= 1

b
= 1

c
= 1

d
, es

decir, los cuatro números tienen que ser iguales.
Esta desigualdad se puede generalizar paran números como sigue: Si se tienen reales
positivosa1, a2, . . . , an, se tiene que

(a1 + a2 + · · ·+ an)

Å

1

a1
+

1

a2
+ · · ·+ 1

an

ã

≥ n2.
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Y la demostración es igual a la anterior. Usualmente esta desigualdad está en la forma:

a1 + a2 + · · ·+ an

n
≥ n

1

a1
+ 1

a2
+ · · ·+ 1

an

y es llamada la desigualdad entre la media aritmética y la media armónica. De hecho,
se puede probar algo más fuerte:

Ejemplo 6. Demuestra que para números reales positivosa1, a2, . . . , an se tiene que,

n
√
a1a2 · · · an ≥ n

1

a1
+ 1

a2
+ · · ·+ 1

an

.

Solución. Reacomodando obtenemos que la desigualdad es equivalente a,

1

a1
+ 1

a2
+ · · ·+ 1

an

n
≥ n

�

1

a1
· 1

a2
· · · 1

an
,

lo cual es justamente la desigualdad MA-MG para los númerospositivos 1

a1
, 1

a2
, . . . , 1

an

,
por lo que la igualdad se da cuando todos los números son iguales. Podemos incluir esta
desigualdad a la desigualdad MA-MG y obtener la:

Desigualdad entre la media aritḿetica, la media geoḿetrica y la media armónica.
Dados números reales positivosa1, a2, . . . , an se tiene que

a1 + a2 + · · ·+ an

n
≥ n

√
a1a2 · · ·an ≥ n

1

a1
+ 1

a2
+ · · ·+ 1

an

.

Con una doble igualdad cuando los números son iguales.

Ejemplo 7. Desigualdad de Nesbitt.Dados tres números reales positivosa, b y c se
tiene que,

a

b+ c
+

b

a+ c
+

c

a+ b
≥ 3

2
.

Solución. Sumando1 a cada sumando del lado izquierdo, se tiene que

a

b+ c
+

b

a+ c
+

c

a+ b
=

a+ b+ c

b+ c
+

a+ b+ c

a+ c
+

a+ b+ c

a+ b
− 3

= (a+ b+ c)
(

1

b+ c
+

1

a+ c
+

1

a+ b

)

− 3

=
1

2
((b+ c) + (a+ c) + (a+ b))

(
1

b+ c
+

1

a+ c
+

1

a+ b

)

− 3

≥
1

2
(9)− 3 =

3

2
,

donde hemos usado la desigualdad entre la media armónica y la media aritmética.
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El siguiente problema es un ejemplo donde se pide demostrar una desigualdad, pero no
se puede alcanzar la igualdad. Dicho problema apareció en la Olimpiada Internacional
de Matemáticas de 2012.

Ejemplo 8. Sean ≥ 3 un entero y seana2, a3,. . . , an números reales positivos tales
quea2a3 · · ·an = 1. Demuestra que

(1 + a2)
2(1 + a3)

3 · · · (1 + an)
n > nn.

Solución.Para cadai = 2, 3,. . . ,n, usamos la desigualdad MA-MG coni−1 números
iguales a 1

i−1
y el i-ésimo igual aai,

1 + ai

i
=

1

i−1
+ 1

i−1
+ · · ·+ 1

i−1
+ ai

i
≥ i

…

ai

(i− 1)i−1
,

de donde,

(1 + ai)
i ≥ ai

ii

(i − 1)i−1
,

y para que la igualdad en ésta se alcance, es necesario queai =
1

i−1
.

Multiplicando todas estas desigualdades, parai = 2, 3, . . . , n, se tiene que,

(1 + a2)
2(1 + a3)

3 · · · (1 + an)
n ≥ (a2a3 · · ·an)nn = nn.

Ahora, hemos obtenido la desigualdad que se pide, pero hay que demostrar que no se
puede alcanzar la igualdad, pues en el problema la desigualdad es estricta (es decir,
hay que probar que es mayor, no mayor o igual). Ya vimos que para que se cumpla la
i-ésima igualdad tiene que pasar queai =

1

i−1
. En particular, es necesario quea2 = 1

y a3 < 1 para todai ≥ 3. Comon ≥ 3, si se dieran todas las igualdades, se tendrı́a
quea2a3 · · ·an < 1, lo cual es una contradicción. Luego, la igualdad no puede darse y
la desigualdad es estricta.

Por último, veremos que la desigualdad entre la media aritmética y la media geométrica
vale también cuando algunos de los números son0. Es decir, que la desigualdad vale
cuando los números son no-negativos.
Esto es cierto, ya que si se tiene queai = 0 para ciertoi (usando la notación de la
desigualdad), se tiene que la media geométrica es igual a0. Como la media aritmética
serı́a no-negativa, se tiene la desigualdad,

a1 + a2 + · · ·+ an

n
≥ n

√
a1a2 · · ·an = 0.

Para que la igualdad se dé, la media aritmética tendrı́a que ser igual a0 y esto sólo se
logra cuando todos son0, ası́ que también podemos decir que la igualdad se da cuando
todos los números son iguales.
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Usaremos este hecho en el siguiente problema, que aparecióen el Concurso Nacional
de la25a Olimpiada Mexicana de Matemáticas.

Ejemplo 9. Sean ≥ 3 un entero positivo. Encuentra todas las soluciones de números
reales(a1, a2, . . . , an) que satisfacen el siguiente sistema den ecuaciones,

a21 + a1 − 1 = a2,

a22 + a2 − 1 = a3,

...

a2n−1 + an−1 − 1 = an,

a2n + an − 1 = a1.

Solución. Es claro que siaj = 1 para algunaj, entoncesai = 1 para todai; y
si aj = −1 para algunaj, entoncesai = −1 para todai. Además,(1, 1, . . . , 1) y
(−1,−1, . . . ,−1) son soluciones.
Sumando lasn ecuaciones obtenemos que,

n∑

i=1

a2i +
n∑

i=1

ai − n =
n∑

i=1

ai,

de donde
n∑

i=1

a2i = n.

Por otro lado, podemos reescribir las ecuaciones de la siguiente manera,

a21 + a1 = a2 + 1,

a22 + a2 = a3 + 1,

...

a2n−1 + an−1 = an + 1,

a2n + an = a1 + 1.

Multiplicando todas las ecuaciones, obtenemos

a1(a1 + 1)a2(a2 + 1) · · · an(an + 1) = (a1 + 1)(a2 + 1) · · · (an + 1),

de dondea1a2 · · · an = 1 si ai 6= −1 para todo1 ≤ i ≤ n.
De las dos ecuaciones

∑n
i=1 a

2
i = n y a1a2 · · · an = 1, obtenemos, usando la desigual-

dad MA-MG con los números no negativosa21, a
2
2, . . . , a

2
n, que

1 =
n

n
=

1

n

n∑

i=1

a2i ≥ n

»

a21a
2
2 · · · a2n = 1,

de donde se sigue quea21 = a22 = · · · = a2n = 1.
Por lo tanto, concluimos que sólo hay dos soluciones:(1, 1, . . . , 1) y (−1,−1, . . . ,−1).
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Ejercicios

1. Demuestra que parax, y reales,x4 + y4 + 8 ≥ 8xy.

2. ¿Cuál es el máximo valor de la expresiónx(1 − x3) para0 ≤ x ≤ 1?

3. Seana, b y c reales positivos. Demuestra que,

2ab

a+ b
+

2bc

b+ c
+

2ca

c+ a
≤ a+ b+ c.

4. Si a, b, c son reales positivos demuestra quea(1 − b) > 1

4
, b(1 − c) > 1

4
y

c(1 − a) > 1

4
no se pueden dar simultáneamente.

5. Sia, b, c son reales positivos tales que(a+1)(b+1)(c+1) = 8, demuestra que
abc ≤ 1.

6. Las diagonales del cuadrilátero convexoABCD se intersectan enO de tal ma-
nera que las áreas de los triángulosAOB y COD son4 y 9, respectivamente.
¿Cuál es el mı́nimo valor del área del cuadrilátero?

7. Seana, b, c reales positivos tales quea+ b+ c = 1, demuestra que,
Å

1

a
+ 1

ãÅ

1

b
+ 1

ãÅ

1

c
+ 1

ã

≥ 64.

8. Sia, b y c son números reales positivos tales queabc = 1, demuestra que,

(a)
1 + ab

1 + a
+

1 + bc

1 + b
+

1 + ca

1 + c
≥ 3.

(b)
a3

a3 + 2
+

b3

b3 + 2
+

c3

c3 + 2
≥ 1.

(c)
Å

a− 1 +
1

b

ãÅ

b− 1 +
1

c

ãÅ

c− 1 +
1

a

ã

≤ 1.
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