Una desigualdad lasica

Por Marco Antonio Figueroa Ibarra

Nivel Intermedio

Una de las desigualdades mas importantes en la soluciprotiéemas tipo olimpia-

da es la desigualdad entre la media aritmética y la medimgegira (MA-MG). Si
tenemos dos nimeros positivey b, su media aritmética e%}b La media aritméti-

ca es simplemente el promedio que estamos acostumbraditiza. Ror ejemplo, si
sacamos de calificacioné$ y 9, el promedio de las dos calificaciones (o0 su media
aritmética) es'%? = 9.5. Siempre que los dos nimeros sean iguales, también seran
iguales a su media aritmética, puest = a.

Por otro lado, la media geométrica es otro tipo de promgéim que tiene que ver con

la multiplicacion en vez de con la suma. Dados los nimeosgiposa y b, su media
geométrica es/a - b. De nuevo, si los dos nimeros son iguales, también su media
geométrica es igual a cada uno de ellos, pdesa = a.

Desigualdad MA-MG para dos nimeros

Para cualesquiera dosirmeros positivos y b, la media georitrica siempre es menor
o igual que la media aritrigtica. Es decir,

@g“;b.

Adends, la igualdad se verifica si Yol Sia = b.

Demostracibn 1. Factorizando obtenemos,

a+b

f\/@:%(a+b72\/5):%(\/_—\/5)220,
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luego, 22 > \/ab. Ahora, para que la igualdad se dé, necesitamos Gue v/b = 0,
y esto sblo sucede gi= b.

Demostracbn 2.Notamos que = 4E2 + 4=ty p = 2tb 4 a=b | yegpo,

e () () - () ()

< <a+b)2a+b
— 2 2 )

nuevamente, para que la igualdad se dé, necesitamd%‘éu:e 0, es decirg = b.

Demostracbn 3. Tomemos una semicircunferencia con diameffté = a + by un
punto Z en el segmentXY tal queXZ = ay YZ = b. SeaO el punto medio
de XY y seanP y @ puntos sobre la semicircunferencia tales gue y Z(@ son
perpendiculares AY'.

P

7@

X a 0] A b Y

ComoO es el centroQ P es un radio. Luega)P = "T“’ Por otro lado, es facil ver
que los trianguloX QZ y QY Z son semejantes (por el criteribA A). Luego,

XZ QZ
QZ  YZ’
de dondeR)Z = Vab. Pero este segmento siempre sera menor o igual que el radio

OP, porlo quevab < "T“’ Para que la igualdad se dé, es necesario que los plintos
y Z coincidan, o sea; = b.

De las dos primeras demostraciones podemos notar que tudkkid entre la Media
Aritmética y la Media Geométrica para dos nimeros (pa&a numeros también) de-
pende simplemente del hechd > 0. Esta Gltima puede bien ser considerada como
la base de las desigualdades. Este simple hecho puede dandesigualdades muy
complicadas. Cuando asi pasa, se dice que se uso el n&igigum of squares

Ejemplo 1. De entre todos los rectangulos con perimetro fijo, ¢ terdétmas area?
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Solucibn. Veamos que el cuadrado es el que tiene mas area. Digames pgiémetro
es la constantg y que las dimensiones del cuadrado sox b. Como el perimetro es
p se tiene qu@a + 2b = p 0 a + b = £. Como el area del rectangulo @sb, tenemos

que,
b\? 2
a-b< (aJr ) = (8) .
2 4
Como(%)? no depende dey b, hemos terminado. Y justamente la igualdad se obtiene
cuandaz = b, es decir, cuando el rectangulo es un cuadrado.
Podemos pensar en el mismo problema sin la restriccionrdmsectangulo. De entre

todas las figuras con perimetro fijo, ¢,cual es la que eaaieas area? jEl circulo! Lo
malo es que es dificil demostrarlo.

Ejemplo 2. Demuestra que para reales positivog, z se tiene que,
(x4+y)(y+ 2)(z+ ) > 8xyz.

Solucion. En este problema, aprovecharemos que el lado izquierdodkisigualdad
esta factorizado y cada factor es una suma. Dividimos todie 8 y vemos que la
desigualdad original es equivalente a:

(54 (59 559)
> TYz.
2 2 2
Ahora, cada factor del lado izquierdo es la media aritra@&dos nUmeros. Aplicamos
la desigualdad en cada factor (todos los nUmeros invaliesraon positivos),

(510) (45) (1) 2 oo v

Lo cual demuestra la desigualdad. Podemos notar que pasegiéela igualdad tiene
que suceder que = y, y = z Y z = x al mismo tiempo, es decir, los tres nUmeros
tienen que ser iguales.

Ejemplo 3. Encuentra el menor valor de la expresith+ % parax > 0. ¢Para
gué valor der se obtiene este valor?

Solucion. Este puede pensarse como un ejercicio de calculo difedepeiro veremos
cbmo hacerlo con la desigualdad MA-MG. Si usamos directaene desigualdad,

2,1 /
m——i_w> $2.l:\/5_
2 - T

Hemos probado que’ + % es mayor o igual qu,/z, pero esta Ultima expresion sigue
dependiendo de, por lo que no hemos encontrado el menor valor. Hay que pensar
como escribir la expresion como la suma de varios nuntefes que su producto sea
constante. No resulta muy dificil, simplemente hay queliant por - + -

1 2?24+ L4+ L 12 L1
2 i 2T 2T > 2( ) — ‘5_.
. +x 3< 3 23 =z 2z 3 4
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Como3€/g no depende de, ya casi terminamos. Para que la igualdad se dé, necesi-

tamos quer? = ;- = ;- oseax = \3@
Otra manera de pensar la desigualdad entre la media dotnyéla media geométrica
es: dados dos nimeros positivos, cuyo producto es coastnisuma sera minima

cuando los nimeros son iguales.

Ejemplo 4. Seama, b y ¢ nlmeros reales positivos. Demuestra que,
(a+b—c)la—b+c)(—a+b+c) < abe

Solucion. En el lado izquierdo tenemos un producto de tres nUmerasdI8iuno de
ellos es negativo, el producto de los tres sera tambiéativegy la desigualdad resul-
tara cierta, pues el lado derecho es positivo.

Si al menos dos de los factores son negativos, sin perdidartgraidad los dos pri-
meros, tenemos que,

a+b—c < 0,
a—b+c < 0.

Sumando estas dos desigualdades se tien@que0, lo cual es una contradiccion y
por tanto no puede haber mas de un factor negativo. Restl gaso cuando los tres
son positivos.

Apliguemos la desigualdad entre la media aritmética y ldiemgeométrica para los
dos primeros factores,

\/(aerfc)(aberc)g (a+b—c)42r(afb+c) _.

De la misma manera, obtenemos,
\/(a—b+c)(—a+b+c)
\/(—a+b+c)(a+b70)

Y como cada lado de cada una de las tres desigualdades esgppsilemos multipli-
car las tres y obtenemos q(e+ b — ¢)(a — b+ ¢)(—a + b+ ¢) < abe, que era lo que
se queria demostrar.

b

IN

)

IN

C.

Desigualdad MA-MG para mas de dos eimeros
Para cualesquiera iimeros positivos, as, . . ., a,, la media geordtrica siempre es
menor o igual que la media arititica. Es decir,
az +az +---+an
- .
Adends, la igualdad se verifica siYo® sia; = as = - - = ay,.

Vaias - ap <

Hay muchas maneras de demostrar la desigualdad MA-MG. \iearmademostracion
de uno de los matematicos mas influyentes del siglo XIX,stigelouis Cauchy. Esta
prueba es por induccién sobtepero no de la manera usual. La idea es la siguiente:
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1. Probar que la desigualdad es cierta para2.

2. Probar que si la desigualdad es cierta parak, también es cierta para= 2k.
Esto, con el punto anterior, demuestra que la desigualdatea para toda
igual a una potencia d&

3. Probar que si la desigualdad es cierta parak + 1, también lo es para = k.

Con esto quedaria demostrada la desigualdad MA-MG pasatqulies ya tendriamos
gue es cierta para una potengfa> n y por el punto 3, seria cierta para los nUmeros
2% —1,2% — 2,...,n. Veamos la demostracion.

1. Este punto ya fue demostrado.

2. Supongamos que la desigualdad es ciertajpatak, veamos que es cierta para
n = 2k.

Seanay, as, . . ., agy reales positivos. Queremos demostrar la desigualdad MA-
MG para ellos. Como estamos suponiendo que la desigualdaeresparan =
k, tenemos que

aiy +az +---+ag

A= 3 > Yairaz---ag,

Ak+1 + A2 + -+ + a2
k

Por otro lado, por el puntbtenemos que la desigualdad MA-MG es cierta para
n = 2. ComoA y B son positivos, tenemos qlfé’g—B > v AB. Luego,

B =

> Yagy10py2 - a2k

a1 +ag+ -+ aox A+ B
2k 2 _\/_
> \/\’“/alaz---ak\k/ak+1ak+2~--a2k

= 2{“‘/a1a2 s A9k -

Lo cual demuestra la desigualdad MA-MG para= 2k. Ahora, para que la

igualdad se dé, es necesario que se den simultaneamester, = --- = ay,
k41 = Qgeo = -+ = agx Y A = B. Sia; = as = --- = ay, Se tiene
queAd = a3 =ay = --- = ag Y Siagr1 = agpe = --- = agy Se tiene que

B = api1 = axi2 = -+ = ag. LUEQO, es necesario que todos los numeros

sean iguales.

3. Suponiendo que la desigualdad Ma-MG es cierta patak + 1, hay que de-
mostrar que es cierta pana= k. Seanuy, as, . . . , ax NUMeros reales positivos.
Demostremos la desigualdad MA-MG para estos valores.
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Seam la media aritmética dey, ao, . . ., ar Yy S€aar1 = m. Como todas los;
son positivosa.1 también es positivo. Luego, podemos aplicar la desigdalda
MA-MG para estos: + 1 valores,

ar +az + -+ ap + ag41

> MlVajas - - - apa .
1 = "R/a1a2 kQk+1

El lado izquierdo de la desigualdad es,

a1 +as + -+ ag + agy1 km+m

k+1 T k1
Luego,
m > /aias - anag
mFt! > aijas---apm
mF > aijas---ag
m > Yaias---ag.

Lo cual es justo la desigualdad para= k. Ademas, para que se dé la igualdad,
es necesarioqug = as = --- = a; = ax+1 Y €sto es cierto cuandq = a, =
e = a’k‘

Por lo tanto, queda demostrada la desigualdad MA-MG paores.

Ejemplo 5. Demuestra que para nUmeros reales positivdsc y d se tiene que
1

1 1 1
b d (— - —) > 16.
(@tbtetd){—+o+-+-)2
¢, Cuando se da la igualdad?

Solucion. En este caso, dividimos entté y vemos que la desigualdad es equivalente

a,
1 1 1 1

4 4

Notamos que cada factor del lado izquierdo es una media&itiande nUmeros posi-
tivos, asi que usamos dos veces la desigualdad MA-MG.

b d 1, 1,141 1
(a+ +c+ ) stz t+tzt3g > bedn ] 1
4 4 abed

Para que la igualdad se dé, necesitamosugueh = c = d 'y que% =3 =
decir, los cuatro nUmeros tienen que ser iguales.

Esta desigualdad se puede generalizar parameros como sigue: Si se tienen reales
positivosay, as, . . . , a,, Se tiene que

11 1 )
(a1 +az+ - +ay) bl R bl I
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Y la demostracion es igual a la anterior. Usualmente estigdaldad esta en la forma:

aitastotan n
= 1 1 1
n ar Tay Tt A

y es llamada la desigualdad entre la media aritmética y Biamsmonica. De hecho,
se puede probar algo mas fuerte:

Ejemplo 6. Demuestra que para nUmeros reales positivos., . . . , a,, Se tiene que,
> n
Vaiaz: - an 2 = i i
a + E + ° + E

1 1 1
ar + e + -+ an . 1 1
Z —_—— e —,
n ap a2 Qn
lo cual es justamente la desigualdad MA-MG para los nin@osisivos—, -, ... L,
al’ az QAn,

por lo que la igualdad se da cuando todos los nimeros solegyiPndemos incluir esta
desigualdad a la desigualdad MA-MG y obtener la:

Desigualdad entre la media aritnética, la media geordtrica y la media armonica.

Dados numeros reales positivos as, . . . , a,, Se tiene que
aptaz+---+a n
712 n\/a1a2"'an2 1 1 1 -
n o ta ot

Con una doble igualdad cuando los nimeros son iguales.

Ejemplo 7. Desigualdad de NesbittDados tres nimeros reales positivod y ¢ se
tiene que,
a b c

b+c+a+c+a+b

3
> —.
-2

Solucion. Sumandd a cada sumando del lado izquierdo, se tiene que

a b ¢c _a+b+c a+b+tc a+b+c_

b+c+a+c+a+b_ b+c a+c a+b 3
1 1 1
= b -
(a+ JrC)(b—i—c+a—|—c+a—&—b) 3
=+ I+t +b) (t ——t —) -3
T2 ¢ are “ b+c a+4+c a+b
1 3
>-(9)—3=2
>2(0)-3=13,

donde hemos usado la desigualdad entre la media armoragagdia aritmética.
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El siguiente problema es un ejemplo donde se pide demosiaatesigualdad, pero no
se puede alcanzar la igualdad. Dicho problema aparec# ©firhpiada Internacional
de Matematicas de 2012.

Ejemplo 8. Sean > 3 un entero y seany, as,...,a, hUmeros reales positivos tales
queasas - - - a, = 1. Demuestra que

(1+a2)?(1+az)® - (1+a,)" >n"
Solucion. Para cada = 2, 3,...,n, usamos la desigualdad MA-MG coér- 1 nUmeros
iguales az_% y el i-ésimo igual au;,

1+ai7ﬁ+ﬁ+'”+ﬁ+ai>. a;

i i “V6i-1i—o

de donde,

/[:l

. . H 1
y para que la igualdad en ésta se alcance, es necesaliQ gue= .

(1+a;)" >a

Multiplicando todas estas desigualdades, pate2, 3, . .., n, Se tiene que,
(1 + (12)2(1 + (13)3 . (1 + an)n > ((120,3 . an)nn —

Ahora, hemos obtenido la desigualdad que se pide, pero hagle@mostrar que no se
puede alcanzar la igualdad, pues en el problema la desaylakl estricta (es decir,
hay que probar que es mayor, no mayor o igual). Ya vimos quegqa se cumpla la
i-ésima igualdad tiene que pasar qgie- ﬁ En particular, es necesario que= 1

y a3 < 1 paratoda > 3. Comon > 3, si se dieran todas las igualdades, se tendria
queasas - - - a, < 1,10 cual es una contradiccion. Luego, la igualdad no puedsedy

la desigualdad es estricta.

Por tltimo, veremos que la desigualdad entre la media étitany la media geométrica

vale también cuando algunos de los nUmeros(sdgs decir, que la desigualdad vale
cuando los nimeros son no-negativos.

Esto es cierto, ya que si se tiene quye= 0 para cierto; (usando la notacion de la

desigualdad), se tiene que la media geométrica es iguaCamo la media aritmética

seria no-negativa, se tiene la desigualdad,

ay+az+---+an
n

> Jaraz---a, = 0.

Para que la igualdad se dé, la media aritmética tendéagquigual @ y esto sblo se
logra cuando todos sdh asi que también podemos decir que la igualdad se da cuando
todos los nUmeros son iguales.
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Usaremos este hecho en el siguiente problema, que apareel@Concurso Nacional
de la25 Olimpiada Mexicana de Matematicas.

Ejemplo 9. Sean > 3 un entero positivo. Encuentra todas las soluciones de rasme

reales(ay, as, . . ., a,) que satisfacen el siguiente sistemandecuaciones,
a?+a—1 = ao,
a% +ay—1 = ag,
2 —
p_1+0n—1—1 = an,
ai +a,—1 = aj.

Solucibn. Es claro que sii; = 1 para algungj, entonces:; = 1 para todai; y
sia; = —1 para algung, entonces;; = —1 para todai. Ademas,(1,1,...,1)y
(—=1,—1,...,—1) son soluciones.

Sumando lag ecuaciones obtenemos que,

n n n

2
E al-—i—g ai—nzg ag,
i=1 i=1 i=1

de donde) _ a; = n.

1=1
Por otro lado, podemos reescribir las ecuaciones de laesitrimanera,

a%Jral = ag+1,
as+ay = az+1,
aZ_y+an-1 = ap+1,
ai +a, = a;+1.

Multiplicando todas las ecuaciones, obtenemos
ai(ar + Dasg(as +1)--ap(an +1) = (a1 + 1)(az + 1) -+ (an + 1),

de dondeias - - -a, = 1sSia; # —1 paratodal < i <n.
De las dos ecuacion&s;._, a? =nyaas---a, = 1, obtenemos, usando la desigual-

dad MA-MG con los nUmeros no negatives a3, . . ., a2, que
n 1
1= —= EZQ? > {/a2a3-- a2 =1,
i=1
de donde se sigue qug = a3 = --- = a2 = 1.

Por lo tanto, concluimos que soélo hay dos soluciotes;, ..., 1)y (-1, —1,...,—1).
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Ejercicios
1. Demuestra que pargy realesp* + y* + 8 > 8xy.
2. ¢Cual es el maximo valor de la expresidih — z3) para0 < r < 1?
3. Searm, by creales positivos. Demuestra que,

2ab 2bc 2ca

+ + <a+b+ec
a+b b+c c+a

4. Sia, b, c son reales positivos demuestra gue — b) > 1,b(1 —¢) > 1y

¢(1 — a) > 1 no se pueden dar simultaneamente.

5. Sia, b, c son reales positivos tales que+ 1)(b+ 1)(c+ 1) = 8, demuestra que
abc < 1.

6. Las diagonales del cuadrilatero convekBC' D se intersectan e@ de tal ma-
nera que las areas de los triangub@B y COD son4 y 9, respectivamente.
¢, Cual es el minimo valor del area del cuadrilatero?

7. Seam, b, c reales positivos tales quet b + ¢ = 1, demuestra que,

(o) ()

8. Sia, by ¢ son nUmeros reales positivos tales que= 1, demuestra que,

1+ab 1+4+bc 1+4ca

a > 3.
()1+a+1+b+1+0_

a’ b3 e
b >
()a3+2+b3+2+c3+2_

(C)(a—l—i—%) (b—l—i-%) (c—l—l—%)gl.
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