Un poco de bisectrices

Por Luis Eduardo Garcia Hernandez

Nivel Intermedio

En el estudio de la geometria, como en cualquier rama de dsnmaticas, siempre
esta presente el deseo por descubrir elementos y coristras@ue cuenten con pro-
piedades invariantes, con las cuales se logre descrikatlaaleza detras de las estruc-
turas que involucran a estos elementos geomeétricos; pdeeslo que estén dotados
de unabelleza intfnsecaEste es el caso de las bisectrices en la geometria bEstea.
rectas notables tienen propiedades de gran eleganciaaldasuconvierte en uno de
los elementos mas recurrentes en los diversos problemasggecos de la olimpiada.
Comencemos recordando paco de bisectrices

Dado un trianguloA BC, la recta que pasa pot y divide en dos angulos iguales al
angulo/BAC es conocida como la bisectriz del angulo en el vértic®or otro lado,
si Dy E son puntos sobrd By AC, respectivamente, tales guese encuentra entre
los puntosD y B sobreAB y entreE'y C sobreAC, alos angulo¥ CADy /EAB
se les conoce como angulos externos asociados al vértibe la misma manera los
vérticesB y C tienen su par respectivo de angulos externos.

A las rectas que bisecan un angulo interno se les conoce bizectrices internasy a
las que bisecan un angulo externo se les conoce como ssatxternas. Cabe notar
gue si tomamos la bisectriz del angul@ AD, esta recta coincidira con la bisectriz del
angulo/FEAB por ser/CAD y ZEAB angulos opuestos por el vértice, entonces no
hay problemas con la nocion de bisectriz externa. El lgmboiréa verificar faciimente
que la bisectriz interna y externa de un angulo interno grext con vértice coman,
son perpendiculares. Procedamos ahora a resolver un ejeseptillo ya que hemos
recordado las definiciones basicas.

Ejemplo 1. SeaABC un triangulo conAB < AC'y la bisectriz interna dedngulo
enA. SeanPy @ los pies de las perpendiculares ded8lg C' a [, respectivamente. Si
M es el punto medio dBC, demuestra que el inguloPM Q es i$sceles.
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Solucion. Sea/ BAC = 2a 'y seanP’ y Q' los puntos de interseccion d&P con AC
y deC'@Q) con AB, respectivamente.

Por serl tanto bisectriz, como altura en los trianguld8 P’ y AQ’C, tenemos que
estos triangulos son isosceles, por lo taRtes el punto medio d8P’ y @ el punto
medio deC(Q’. Entonces por el teorema de ThalesP es paralela 8C, luego por
angulos correspondientes se tiene gaeP M = LQAC = «; de manera similak/Q
es paralela & B, entonces por angulos alternos intersdd QP = /BAQ = «. Por
lo tanto el triangulaVf PQ es isbsceles.

Claramente este ejercicio no requirid un gran conocimisnbre bisectrices, sin em-
bargo este no sera el caso en los siguientes ejemplos,lpastlidiemos un par de
cualidades importantes (y algunas aplicaciones) de ewtesilles rectas antes de con-
tinuar.

Proposicion 1. (a) SeaP un punto dentro dédnguloZAOB. Sean) y R las proyec-
ciones desdé a las rectas que contienen@A y OB, respectivamente, entonces
est sobre la bisectriz d& AOB siy 9lo si PQ = PR.

(b) Las bisectrices internas de unérigulo ABC' concurren en un punto que es a su
vez, centro de la circunferencia inscrita aldriguloABC.

Demostracbn. (a) SeaP un punto sobre la bisectriz dglAOB.

A
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Como/POQ = /PORy /PQO = ZPRO = 90°, los triangulosOPR y OPQ
son semejantes por el criterio AAA. Pero ademas tienen s&anaihipotenusa, por lo
que son congruentesiyR = PQ).

Reciprocamente, s°QQ = PR, por el Teorema de Pitagoras tenemos Qg =
\/OP? — PQ? = /OP? — PR? = OR, y asi los triangulo® PQ y OP R son con-
gruentes por el criterio LLL. En particulatPOQ = ZPOR. Luego,P esta sobre la
bisectriz del angul? AOB.

(b) Seal el punto de interseccion de las bisectrices de los angiitBAy LACB.
SeanP, Q y R las proyecciones desdesobreBC, CAy AB, respectivamente.

A

B P C
Por estad en la bisectriz del anguldC B A tenemos quéR = I P, y por estar sobre
la bisectriz del angula’ AC' B tenemos qud P = IQ. Por lo tanto,/QQ = IR, lo
cual nos dice qué esta sobre la bisectriz del angudB AC'y las bisectrices internas
concurren. Ademas, la circunferencia con certsoradio I P es tangente a los lados
del trianguloABC 'y esta contenida en él. A este puritse le conoce comimcentro
y a esta circunferencia se le llanmeirculo o circunferencia inscrita

Como la demostracion del incigb) sblo usd el hecho de quese encuentra sobre
la bisectriz de dos angulos internos, de la misma manerarposl demostrar que dos
bisectrices externas de dos angulos de un triangulo yskechiz interna del tercer
angulo son concurrentes (observemos que existen tresaepestos). En la siguiente
figura, I, es la interseccion de las bisectrices externas de lod@ngnB y C con la
bisectriz del angulo ed.
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Estos tres puntos, asi como el incentro, son centros denémencias tangentes a los
lados del triangulo con la Gnica diferencia de que estasicferencias son externas a
él. Por esta propiedad, a estos puntos se les conoce coexclastrosiel triangulo.

Estos resultados son elementales, pero no nos dejemagitaveu aparente inocencia.
Estas propiedades resultan bastante practicas como psdgreciar en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2. SeanABC un triangulo acudngulo y! una recta. Seak,, [, y I las re-
flexiones dé con respecto a los ladaBC, C A y AB, respectivamente. Seati, B/,
C’ los puntos de intersedm de las rectag, y I, l. Y 4, I Y Iy, respectivamente. De-
muestra que las rectad A’, BB’ y CC’ concurren en un punto sobre el circdraulo
del trianguloABC.

Solucion. Denotemos po¥ BAC' = «, ZCBA = 8, ZACB = vy seanP,Qy R
los puntos de interseccion deon BC, C Ay AB, respectivamente.
Comencemos demostrando el siguiente resultado.

Lema. La rectaAA’ es la bisectriz interna déingulo enA’ en el trianguloA’B'C" y
/B'A'C’ = 180° — 2a.

Demostraddbn del LemaSeanA,, A, y A3 las proyecciones desdésobre las rectas
I, 1y y I, respectivamente.

Puesto qued pertenece al ladd B y I, es la reflexion dé con respectod B se tiene
queAA; = AAs. Con la misma idea, usando el hecho de dugertenece aAC' se
tiene quedA; = AA,, entoncesAA; = AA; = AAs. Por lo tantoA pertenece a la
bisectriz interna por’ en el trianguloA’ B’C’. Para lo segundo, sedny E puntos
sobrel, y 1., respetivamente, de manera que se encuentran en el misondebgunto
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A con respecto a la rectaEn el trianguloAQ R se cumple qu& AQR + ZQRA =
180° — «, entonces (puesto qugy [. son reflexiones d8,

ZEQR+ ZQRD = 2(LAQR + ZQRA) = 360° — 2q.
Tomando angulos suplementarios tenemos que,
LA'RQ+ ZRQA" = 180° — ZQRD + 180° — ZEQR = 2a.

Porlotanto/C’A’B’ = ZQA’'R = 180° — 2a. De manera analoga se pueden demos-
trar hechos similares para los vértidgsy C"’.

Entonces, retomando nuestro problema original, tenemesiatl, BB’ y CC’ con-
curren por ser las bisectrices internas del trianglilB’C’. El punto de intersecciof

es el incentro del trianguld’ B'C".

Finalmente, veamos qué esta sobre el circuncirculo del triangud3C'. Por el lema
anterior para los vérticeB’ y C’ se cumple que/I’B'C’ = 90° — By Z/B'C'I' =

90° — ~. Luego,

/BI'C = /B'I'C’' = 180° — ZI'B'C’ — /B'C'T
— 180° — (90° — B) — (90° — ) = B+ 7.

Porlotanto/BAC + ZCI'B = a+ 8+~ = 180°, entonces el cuadrilatetbBI’C
es ciclico. Luegol’ esta en el circuncirculo del triaguloBC.

Para continuar, veamos una nueva propiedad acerca dedatrigiss.

Teorema de la Bisectriz.SeanABC un triangulo yD el punto de intersecon de la

H H £ BD BA
bisectriz delangulo/BAC con BC. Entoncesjs = 45 -

Demostracbn. SeaE un punto sobre la prolongacion d#A tal queAE = AC. Si
/CAB = 2a, entonces/ BAD = «. Como el angulov EAC es el angulo externo
del vérticeA tenemos que EAC = 180° — 2a.
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Como el triangulaE AC es isbdsceles, tenemos qdel EC' = «. Por lo tantoEC' es

paralela adD. Luego, por el teorema de ThaldZ = £4 = 54,

Veamos una aplicacion de este resultado.

Ejemplo 3. SeanABC un triangulo yL el punto medio deBC. SeanM y N pun-

tos sobresC’A y AB tales queLM y LN son bisectrices de lo&ngulos/CLA 'y

/AL B, respectivamente. Sedrel circundrculo del trianguloLM N y P el punto de
intersecobn del” con AL, distinto deL. Demuestra que el cuadéteroM PN L es un
rectangulo.

Solucion. Denotemos/ ALB = 2ay ZCLA = 28. Por serLM y LN bisectrices de
/CLAYy Z/ALB,tenemos que& MLP = 8y que/PLN = «, dedondeZ M LN =
a+ B =90°.

A

B L C

Como el cuadrilaterd/ PN L es ciclico, bastara demostrar qu&M L = 90°. Por
el teorema de la bisectriz aplicado a los triangud3L y ALC, tenemos quqﬁ% =
L4 = L4 — AX donde la segundaigualdad se debe alges el punto medio dBC.
Entonces por el teorema de Thales se tieneldué es paralela &C, por lo tanto, por
angulos alternos internasNM L = Z/CLM = (3, ademas, por ser ciclicBM LN,
tenemos qu& PMN = /PLN = «. Porlotanto/PML = /PMN + /NML =

a4 B =90°.

Como hemos visto, las bisectrices cumplen propiedademéages relacionadas con
la incidencia de rectas y con la métrica del trianguloaRamminar, veamos una Gltima
relacion de las bisectrices con la geometria del tribmdtste resultado, al igual que
los anteriores, es un hecho elemental, sin embargo es rii@f tomento de atacar
problemas.

Proposicion 2. SeaABC un triangulo y searl” su circunérculo, I su incentro €l,
el excentro asociado alévtice A. Si D es el punto de intersedn de la bisectriz
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interna deA conT, distinto deA, entonces los puntas I,, By C estn sobre una
circunferencia con centro ep.

Demostracibn. Denotemos por BAC = 2a, /CBA =28y ZACB = 2.

Por serI el incentro del trianguldd BC, se tiene queCBI = 3y por serABDC
ciclico, se cumple que&DBC = ZDAC = «; entonces DBI = /ZDBC +
/ZCBI = a+ 6.

Por otro lado, en el trianguld BI, el angulo/BID es un angulo externo, por lo
tanto/BID = /BAI + ZIBA = « + 3. Entonces el trianguléB D es isbsceles.
Analogamente/ DC' es isbsceles, por lo queB = DI = DC. Luego,D es el
circuncentro del triangul®IC. Resta probar qug, esta en ese circuncirculo.
Puesto queBI es bisectriz interna del angulo ény BI, es bisectriz externa del
angulo externo e3, se cumple que/l, BI = 90°. De la misma forma se cumple
queZICI, = 90°. Por lo tanto/1,BI + ZICI, = 180°, lo cual implica que el
cuadrilateral BI,C es ciclico.

Ejemplo 4. SeanABC un triangulo el,, I, e I. los excentros asociados a loéri-
cesA, By C, respectivamente. Demuestra qugl,l.) > 4(ABC), donde(XY Z)
denota efarea del tringulo XY 7.

Solucion. Seanl" el circuncirculo del triangulod BC, I el incentro yD, E'y F los
puntos de interseccion de las rect&g,, BI, y CI. conT distintos deA, By C,
respectivamente.
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>l

Usando el hecho de que es el centro de la circunferencia que pasa por los pustos
1, C, I, y que los puntod, D y I, son colineales se sigue quiees el punto medio
de I1,. Esto garantiza quélI,B) = 2(IDB)y (II,C) = 2(IDC), por lo tanto
el area del cuadrilater6BI,C es el doble del area del cuadrilaterBDC, lo cual
escribiremos com¢/BI,C) = 2(IBDC). Analogamentd/CI,A) = 2(ICEA)

y (IAI.B) = 2(IAFB). Por lo tanto el area del trianguli [,1. es el doble del
area del hexagond EC D BF'. Entonces, bastara demostrar que el area del hexagono
AECDBF es mayor o igual a dos veces el area del trianguit'.

SeaH el ortocentro del trianguld BC'y seanP, @ y R los puntos de interseccion de
AH, BH y CH conT, respectivamente.

Por angulos inscritos tenemos qu® AC' = ZPBC'y por serB(Q altura tenemos que
/CBQ = /PAC, entonces’CBQ = /PBC. Analogamente’ RCB = /BCP,
por lo tanto los trianguloB HC'y BPC son congruentes, de don@@HC') = (BPC).
Puesto quéD es el punto medio del ardBC la altura desdé del trianguloBDC es
mayor o igual que la altura deséfedel trianguloBPC. Entonces BDC) > (BPC).

A
Q
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Analogamente(CQA) = (CHA) y (CEA) > (CQA), (ARB) = (AHB) Yy
(AFB) > (ARB). Por ultimo, tenemos que,

(BDC) + (CEA) + (AFB) > (BPC)+ (CQA) + (ARB)

— (BHC)+ (CHA) + (AHB) = (ABC),

lo cual garantiza la desigualdad deseada.

Ejemplo 5. Seanl" una circunferencia con centr® y AB un diémetro de ella. Sean
P un punto sobrd” tal que ZPOB < 120°, D el punto medio del arc®B que
no contiene ad. Adenas, seanX eY los puntos de intersedm de la mediatriz del
segmenta@ P conT'. SiJ es un punto sobrel P tal queOJ y PD son paralelas,
demuestra qud es el incentro del tAnguloAXY'.

Solucion. Denotemos por POA = 2ay ZBOP = 24.

T P

Y

A 19) B

Por serOP y OA radios del" se tiene que el trianguld PO es isb6sceles, entonces
ZAPO = 90° — «, mientras queZDOP = 3, pero puesto qué POA + /BOP =
2a + 28 = 180°, tenemos quer + 5 = 90°, de donde se obtienéDOP = /JPO

y JP es paralela @ D. Entonces, por sePD paralela a/O, se sigue qué?OD.J
es paralelogramo, luegBJ = DO. Puesto queX'Y mediatriz del segmentOP y
OX = OY, por ser radios d&, se deduce qu&€X = PY = OY = OD = PJ.
Por Gltimo, de nuevo por sefY mediatriz deO P, el puntoP es el punto medio del
arcoﬁ, entoncesA P es bisectriz interior del anguldY AX. Por lo tanto, por la
proposicion 2, si es el incentro del XY se cumple qué se encuentra sobréP y
quePI = PX = PY, esto junto corPJ = PX = PY implica queJ = I.

Para concluir dejamos algunos ejercicios que mejorasandailidades del lector.

Ejercicios

1. Sead BC untriangulo yI" su circuncirculo. Demuestra que la bisectriz del angu-
lo Z/BAC'y la mediatriz del segmentBC se cortan sobrE.

2. Seal el incentro del trianguldd BC. Consideremod/ y N los puntos medios
de AB y AC, respectivamente. S/ = NI, demuestra que el cuadrilatero
AMIN es ciclico.
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3. SeanABC un triangulo yT" su circuncirculo. Sea®, E'y F los puntos de
interseccion de las bisectrices internas de los vértica3 y C conT’, respecti-
vamente. ST es el incentro del trianguld BC, demuestra quées el ortocentro
del trianguloDE'F.

4. SeanABC un triangulo yi la recta tangente a su circuncirculo que pasaor
SeanD y FE puntos sobréy AC, respectivamente, tales qyé) = AB = AE
y con D del mismo lado qué3 con respecto alC. Demuestra qu® E pasa por
el incentro del trianguldA BC.

5. SeanABC un triangulo el su incentro. Seaf y D los puntos de interseccion
de la bisectriz interior del angulo efi con el ladoBC'y el circuncirculo del
triangulo ABC, respectivamente. Demuestra g = 4L,

6. Searl" una semicircunferencia con diame#® y D un punto sobre el segmento
AB. La perpendicular pob al segmentoA B intersectad' enC. Si Py @ son
puntos sobré’ tales queC’P = CD = CQ, demuestra qu&(Q corta aCD en
su punto medio.

7. SeaABC un triangulo conAB # AC. Sean! el incentro del triangulcA BC
y P el otro punto de interseccion de la bisectriz exterior ateguilo A con el
circuncirculo deABC. La rectaP] intersecta por segunda vez al circuncirculo
de ABC enJ. Demuestra que los circuncirculos de los triangids/ y C1.J
son tangentes a las rectBs e I B, respectivamente.

8. Seand BC un triangulo yAD la bisectriz del angule BAC, conD sobreBC.
SeaF un punto sobre el segmeniC' tal queBD = EC. PorE se traza una
rectal paralela aAD y se considera un puntB sobrel y dentro del triangulo.
SeaG el punto donde la rectB P corta al ladoAC' y seaF' el punto donde la
rectaC P corta al ladoAB. Demuestra qu8F = CG.
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