
Un poco de bisectrices
Por Luis Eduardo Garcı́a Hernández

Nivel Intermedio

En el estudio de la geometrı́a, como en cualquier rama de las matemáticas, siempre
está presente el deseo por descubrir elementos y construcciones que cuenten con pro-
piedades invariantes, con las cuales se logre describir la naturaleza detrás de las estruc-
turas que involucran a estos elementos geométricos; por ası́ decirlo que estén dotados
de unabelleza intŕınseca. Este es el caso de las bisectrices en la geometrı́a básica.Estas
rectas notables tienen propiedades de gran elegancia, lo cual las convierte en uno de
los elementos más recurrentes en los diversos problemas geométricos de la olimpiada.
Comencemos recordando unpoco de bisectrices.

Dado un triánguloABC, la recta que pasa porA y divide en dos ángulos iguales al
ángulo∠BAC es conocida como la bisectriz del ángulo en el vérticeA. Por otro lado,
si D y E son puntos sobreAB y AC, respectivamente, tales queA se encuentra entre
los puntosD y B sobreAB y entreE y C sobreAC, a los ángulos∠CAD y ∠EAB

se les conoce como ángulos externos asociados al vérticeA. De la misma manera los
vérticesB y C tienen su par respectivo de ángulos externos.

A las rectas que bisecan un ángulo interno se les conoce comobisectrices internas y a
las que bisecan un ángulo externo se les conoce como bisectrices externas. Cabe notar
que si tomamos la bisectriz del ángulo∠CAD, esta recta coincidirá con la bisectriz del
ángulo∠EAB por ser∠CAD y ∠EAB ángulos opuestos por el vértice, entonces no
hay problemas con la noción de bisectriz externa. El lectorpodrá verificar fácilmente
que la bisectriz interna y externa de un ángulo interno y externo con vértice común,
son perpendiculares. Procedamos ahora a resolver un ejemplo sencillo ya que hemos
recordado las definiciones básicas.

Ejemplo 1. SeaABC un triángulo conAB < AC y l la bisectriz interna deĺangulo
enA. SeanP yQ los pies de las perpendiculares desdeB yC a l, respectivamente. Si
M es el punto medio deBC, demuestra que el triánguloPMQ es iśosceles.
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Solución. Sea∠BAC = 2α y seanP ′ y Q′ los puntos de intersección deBP conAC
y deCQ conAB, respectivamente.
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Por serl tanto bisectriz, como altura en los triángulosABP ′ y AQ′C, tenemos que
estos triángulos son isósceles, por lo tantoP es el punto medio deBP ′ y Q el punto
medio deCQ′. Entonces por el teorema de ThalesMP es paralela aAC, luego por
ángulos correspondientes se tiene que∠QPM = ∠QAC = α; de manera similarMQ

es paralela aAB, entonces por ángulos alternos internos∠MQP = ∠BAQ = α. Por
lo tanto el triánguloMPQ es isósceles.

Claramente este ejercicio no requirió un gran conocimiento sobre bisectrices, sin em-
bargo este no será el caso en los siguientes ejemplos, por ello estudiemos un par de
cualidades importantes (y algunas aplicaciones) de estas increı́bles rectas antes de con-
tinuar.

Proposición 1.(a) SeaP un punto dentro deĺangulo∠AOB. SeanQ yR las proyec-
ciones desdeP a las rectas que contienen aOA y OB, respectivamente, entoncesP
est́a sobre la bisectriz de∠AOB si y śolo siPQ = PR.
(b) Las bisectrices internas de un triánguloABC concurren en un punto que es a su
vez, centro de la circunferencia inscrita al triánguloABC.

Demostracíon. (a) SeaP un punto sobre la bisectriz del∠AOB.
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Como∠POQ = ∠POR y ∠PQO = ∠PRO = 90◦, los triángulosOPR y OPQ

son semejantes por el criterio AAA. Pero además tienen la misma hipotenusa, por lo
que son congruentes yPR = PQ.
Recı́procamente, siPQ = PR, por el Teorema de Pitágoras tenemos queOQ =
√

OP 2 − PQ2 =
√
OP 2 − PR2 = OR, y ası́ los triángulosOPQ y OPR son con-

gruentes por el criterio LLL. En particular∠POQ = ∠POR. Luego,P está sobre la
bisectriz del ángulo∠AOB.
(b) SeaI el punto de intersección de las bisectrices de los ángulos∠CBA y ∠ACB.
SeanP , Q y R las proyecciones desdeI sobreBC, CA y AB, respectivamente.
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Por estarI en la bisectriz del ángulo∠CBA tenemos queIR = IP , y por estar sobre
la bisectriz del ángulo∠ACB tenemos queIP = IQ. Por lo tanto,IQ = IR, lo
cual nos dice queI está sobre la bisectriz del ángulo∠BAC y las bisectrices internas
concurren. Además, la circunferencia con centroI y radioIP es tangente a los lados
del triánguloABC y está contenida en él. A este puntoI se le conoce comoincentro
y a esta circunferencia se le llamainćırculo o circunferencia inscrita.

Como la demostración del inciso(b) sólo usó el hecho de queI se encuentra sobre
la bisectriz de dos ángulos internos, de la misma manera podemos demostrar que dos
bisectrices externas de dos ángulos de un triángulo y la bisectriz interna del tercer
ángulo son concurrentes (observemos que existen tres de estos puntos). En la siguiente
figura,Ia es la intersección de las bisectrices externas de los ángulos enB y C con la
bisectriz del ángulo enA.
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Estos tres puntos, ası́ como el incentro, son centros de circunferencias tangentes a los
lados del triángulo con la única diferencia de que estas circunferencias son externas a
él. Por esta propiedad, a estos puntos se les conoce como losexcentrosdel triángulo.

Estos resultados son elementales, pero no nos dejemos llevar por su aparente inocencia.
Estas propiedades resultan bastante prácticas como podemos apreciar en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2. SeanABC un triángulo acut́angulo yl una recta. Seanla, lb y lc las re-
flexiones del con respecto a los ladosBC, CA y AB, respectivamente. SeanA′, B′,
C′ los puntos de intersección de las rectaslb y lc, lc y la, la y lb, respectivamente. De-
muestra que las rectasAA′, BB′ yCC′ concurren en un punto sobre el circuncı́rculo
del triánguloABC.

Solución. Denotemos por∠BAC = α, ∠CBA = β, ∠ACB = γ y seanP , Q y R

los puntos de intersección del conBC, CA y AB, respectivamente.
Comencemos demostrando el siguiente resultado.

Lema. La rectaAA′ es la bisectriz interna deĺangulo enA′ en el triánguloA′B′C′ y
∠B′A′C′ = 180◦ − 2α.
Demostracíon del Lema.SeanA1, A2 y A3 las proyecciones desdeA sobre las rectas
l, lb y lc, respectivamente.
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Puesto queA pertenece al ladoAB y lc es la reflexión del con respectoAB se tiene
queAA1 = AA3. Con la misma idea, usando el hecho de queA pertenece aAC se
tiene queAA1 = AA2, entoncesAA2 = AA1 = AA3. Por lo tantoA pertenece a la
bisectriz interna porA′ en el triánguloA′B′C′. Para lo segundo, seanD y E puntos
sobrelb y lc, respetivamente, de manera que se encuentran en el mismo lado del punto
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A con respecto a la rectal. En el triánguloAQR se cumple que∠AQR + ∠QRA =
180◦ − α, entonces (puesto quelb y lc son reflexiones del),

∠EQR+ ∠QRD = 2(∠AQR+ ∠QRA) = 360◦ − 2α.

Tomando ángulos suplementarios tenemos que,

∠A′RQ+ ∠RQA′ = 180◦ − ∠QRD+ 180◦ − ∠EQR = 2α.

Por lo tanto∠C′A′B′ = ∠QA′R = 180◦− 2α. De manera análoga se pueden demos-
trar hechos similares para los vérticesB′ y C′.

Entonces, retomando nuestro problema original, tenemos queAA′, BB′ y CC′ con-
curren por ser las bisectrices internas del triánguloA′B′C′. El punto de intersecciónI ′

es el incentro del triánguloA′B′C′.
Finalmente, veamos queI ′ está sobre el circuncı́rculo del triánguloABC. Por el lema
anterior para los vérticesB′ y C′ se cumple que∠I ′B′C′ = 90◦ − β y ∠B′C′I ′ =
90◦ − γ. Luego,

∠BI ′C = ∠B′I ′C′ = 180◦ − ∠I ′B′C′ − ∠B′C′I ′

= 180◦ − (90◦ − β)− (90◦ − γ) = β + γ.

Por lo tanto,∠BAC +∠CI ′B = α+ β+ γ = 180◦, entonces el cuadriláteroABI ′C
es cı́clico. Luego,I ′ está en el circuncı́rculo del triáguloABC.

Para continuar, veamos una nueva propiedad acerca de las bisectrices.

Teorema de la Bisectriz.SeanABC un triángulo yD el punto de intersección de la
bisectriz deĺangulo∠BAC conBC. Entonces,BD

DC
= BA

AC
.

Demostracíon. SeaE un punto sobre la prolongación deBA tal queAE = AC. Si
∠CAB = 2α, entonces∠BAD = α. Como el ángulo∠EAC es el ángulo externo
del vérticeA tenemos que∠EAC = 180◦ − 2α.
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Como el triánguloEAC es isósceles, tenemos que∠AEC = α. Por lo tantoEC es
paralela aAD. Luego, por el teorema de Thales,BD

DC
= BA

AE
= BA

AC
.

Veamos una aplicación de este resultado.

Ejemplo 3. SeanABC un triángulo yL el punto medio deBC. SeanM y N pun-
tos sobresCA y AB tales queLM y LN son bisectrices de lośangulos∠CLA y
∠ALB, respectivamente. SeanΓ el circunćırculo del triánguloLMN y P el punto de
interseccíon deΓ conAL, distinto deL. Demuestra que el cuadriláteroMPNL es un
rectángulo.

Solución. Denotemos∠ALB = 2α y ∠CLA = 2β. Por serLM y LN bisectrices de
∠CLA y ∠ALB, tenemos que∠MLP = β y que∠PLN = α, de donde∠MLN =
α+ β = 90◦.
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Como el cuadriláteroMPNL es cı́clico, bastará demostrar que∠PML = 90◦. Por
el teorema de la bisectriz aplicado a los triángulosABL y ALC, tenemos queAM

MC
=

LA
CL

= LA
BL

= AN
NB

, donde la segunda igualdad se debe a queL es el punto medio deBC.
Entonces por el teorema de Thales se tiene queMN es paralela aBC, por lo tanto, por
ángulos alternos internos∠NML = ∠CLM = β, además, por ser cı́clicoPMLN ,
tenemos que∠PMN = ∠PLN = α. Por lo tanto,∠PML = ∠PMN +∠NML =
α+ β = 90◦.

Como hemos visto, las bisectrices cumplen propiedades fascinantes relacionadas con
la incidencia de rectas y con la métrica del triángulo. Para terminar, veamos una última
relación de las bisectrices con la geometrı́a del triángulo. Este resultado, al igual que
los anteriores, es un hecho elemental, sin embargo es muy útil al momento de atacar
problemas.

Proposición 2. SeaABC un triángulo y seanΓ su circunćırculo, I su incentro eIa
el excentro asociado al vértice A. Si D es el punto de intersección de la bisectriz
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interna deA conΓ, distinto deA, entonces los puntosI, Ia, B y C est́an sobre una
circunferencia con centro enD.

Demostracíon.Denotemos por∠BAC = 2α, ∠CBA = 2β y ∠ACB = 2γ.

Por serI el incentro del triánguloABC, se tiene que∠CBI = β y por serABDC

cı́clico, se cumple que∠DBC = ∠DAC = α; entonces∠DBI = ∠DBC +
∠CBI = α+ β.
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Por otro lado, en el triánguloABI, el ángulo∠BID es un ángulo externo, por lo
tanto∠BID = ∠BAI + ∠IBA = α + β. Entonces el triánguloIBD es isósceles.
Análogamente,IDC es isósceles, por lo queDB = DI = DC. Luego,D es el
circuncentro del triánguloBIC. Resta probar queIa está en ese circuncı́rculo.
Puesto queBI es bisectriz interna del ángulo enB y BIa es bisectriz externa del
ángulo externo enB, se cumple que∠IaBI = 90◦. De la misma forma se cumple
que∠ICIa = 90◦. Por lo tanto∠IaBI + ∠ICIa = 180◦, lo cual implica que el
cuadriláteroIBIaC es cı́clico.

Ejemplo 4. SeanABC un triángulo eIa, Ib e Ic los excentros asociados a los vérti-
cesA, B y C, respectivamente. Demuestra que(IaIbIc) ≥ 4(ABC), donde(XY Z)
denota eĺarea del tríanguloXY Z.

Solución. SeanΓ el circuncı́rculo del triánguloABC, I el incentro yD, E y F los
puntos de intersección de las rectasAIa, BIb y CIc conΓ distintos deA, B y C,
respectivamente.
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Usando el hecho de queD es el centro de la circunferencia que pasa por los puntosB,
I, C, Ia y que los puntosI, D y Ia son colineales se sigue queD es el punto medio
de IIa. Esto garantiza que(IIaB) = 2(IDB) y (IIaC) = 2(IDC), por lo tanto
el área del cuadriláteroIBIaC es el doble del área del cuadriláteroIBDC, lo cual
escribiremos como(IBIaC) = 2(IBDC). Análogamente(ICIbA) = 2(ICEA)
y (IAIcB) = 2(IAFB). Por lo tanto el área del triánguloIaIbIc es el doble del
área del hexágonoAECDBF . Entonces, bastará demostrar que el área del hexágono
AECDBF es mayor o igual a dos veces el área del triánguloABC.

SeaH el ortocentro del triánguloABC y seanP , Q y R los puntos de intersección de
AH , BH y CH conΓ, respectivamente.
Por ángulos inscritos tenemos que∠PAC = ∠PBC y por serBQ altura tenemos que
∠CBQ = ∠PAC, entonces∠CBQ = ∠PBC. Análogamente∠RCB = ∠BCP ,
por lo tanto los triángulosBHC yBPC son congruentes, de donde(BHC) = (BPC).
Puesto queD es el punto medio del arcõBC la altura desdeD del triánguloBDC es
mayor o igual que la altura desdeP del triánguloBPC. Entonces(BDC) ≥ (BPC).
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Análogamente,(CQA) = (CHA) y (CEA) ≥ (CQA), (ARB) = (AHB) y
(AFB) ≥ (ARB). Por último, tenemos que,

(BDC) + (CEA) + (AFB) ≥ (BPC) + (CQA) + (ARB)

= (BHC) + (CHA) + (AHB) = (ABC),

lo cual garantiza la desigualdad deseada.

Ejemplo 5. SeanΓ una circunferencia con centroO y AB un diámetro de ella. Sean
P un punto sobreΓ tal que∠POB ≤ 120◦, D el punto medio del arcõPB que
no contiene aA. Adeḿas, seanX e Y los puntos de intersección de la mediatriz del
segmentoOP conΓ. Si J es un punto sobreAP tal queOJ y PD son paralelas,
demuestra queJ es el incentro del tríanguloAXY .

Solución. Denotemos por∠POA = 2α y ∠BOP = 2β.
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Por serOP y OA radios deΓ se tiene que el triánguloAPO es isósceles, entonces
∠APO = 90◦ − α, mientras que∠DOP = β, pero puesto que∠POA + ∠BOP =
2α + 2β = 180◦, tenemos queα + β = 90◦, de donde se obtiene∠DOP = ∠JPO

y JP es paralela aOD. Entonces, por serPD paralela aJO, se sigue quePODJ

es paralelogramo, luegoPJ = DO. Puesto queXY mediatriz del segmentoOP y
OX = OY , por ser radios deΓ, se deduce quePX = PY = OY = OD = PJ .
Por último, de nuevo por serXY mediatriz deOP , el puntoP es el punto medio del
arcoX̄Y , entoncesAP es bisectriz interior del ángulo∠Y AX . Por lo tanto, por la
proposición 2, siI es el incentro delAXY se cumple queI se encuentra sobreAP y
quePI = PX = PY , esto junto conPJ = PX = PY implica queJ = I.

Para concluir dejamos algunos ejercicios que mejorarán las habilidades del lector.

Ejercicios

1. SeaABC un triángulo yΓ su circuncı́rculo. Demuestra que la bisectriz del ángu-
lo ∠BAC y la mediatriz del segmentoBC se cortan sobreΓ.

2. SeaI el incentro del triánguloABC. ConsideremosM y N los puntos medios
deAB y AC, respectivamente. SiMI = NI, demuestra que el cuadrilátero
AMIN es cı́clico.
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3. SeanABC un triángulo yΓ su circuncı́rculo. SeanD, E y F los puntos de
intersección de las bisectrices internas de los vérticesA, B y C conΓ, respecti-
vamente. SiI es el incentro del triánguloABC, demuestra queI es el ortocentro
del triánguloDEF .

4. SeanABC un triángulo yl la recta tangente a su circuncı́rculo que pasa porA.
SeanD y E puntos sobrel y AC, respectivamente, tales queAD = AB = AE

y conD del mismo lado queB con respecto aAC. Demuestra queDE pasa por
el incentro del triánguloABC.

5. SeanABC un triángulo eI su incentro. SeanL y D los puntos de intersección
de la bisectriz interior del ángulo enA con el ladoBC y el circuncı́rculo del
triánguloABC, respectivamente. Demuestra queAD

DI
= AI

IL
.

6. SeanΓ una semicircunferencia con diámetroAB yD un punto sobre el segmento
AB. La perpendicular porD al segmentoAB intersecta aΓ enC. SiP y Q son
puntos sobreΓ tales queCP = CD = CQ, demuestra quePQ corta aCD en
su punto medio.

7. SeaABC un triángulo conAB 6= AC. SeanI el incentro del triánguloABC

y P el otro punto de intersección de la bisectriz exterior del ´anguloA con el
circuncı́rculo deABC. La rectaPI intersecta por segunda vez al circuncı́rculo
deABC enJ . Demuestra que los circuncı́rculos de los triángulosBIJ y CIJ

son tangentes a las rectasIC eIB, respectivamente.

8. SeanABC un triángulo yAD la bisectriz del ángulo∠BAC, conD sobreBC.
SeaE un punto sobre el segmentoBC tal queBD = EC. PorE se traza una
rectal paralela aAD y se considera un puntoP sobrel y dentro del triángulo.
SeaG el punto donde la rectaBP corta al ladoAC y seaF el punto donde la
rectaCP corta al ladoAB. Demuestra queBF = CG.
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Continental, México, 1984.


