El Pequeno Teorema de Fermat

Por Carlos Jacob Rubio Barrios

Nivel Intermedio

Pierre de Fermat (1601-1665), era un concejal de la Audidprcivincial de la Judica-
tura en Toulouse, al sur de Francia, que practicaba las ratitete en su tiempo libre.
Sus resultados los comunicaba a sus amigos a través dg gaatdinal resultd que sus
obras influyeran significativamente en el desarrollo de lEematica moderna.

En la época de Fermat se tenia la siguiente “hipotesieathi

p es un nimero primo siy solo 2 = 2 (modp).

En un sentido la hipbtesis no es verdadera. En efecto,reerie3*! — 2 es divisible
entre341, y 341 = 11 x 31 no es primo. Sin embargo, la otra direccion de la hipotesis
es verdadera. A partir de los manuscritos y las cartas dedfesensabe que Fermat
conocia (y lo mas probable sabia la demostracion) dsidnsentes hechos:

1. Sin no es primo, entonce¥’ — 1 no es primo.
2. Sin es primo, entonces® — 2 es miltiplo de2n.
3. Sin es primo yp es un divisor primo dé” — 1, entonce® — 1 es miltiplo den.

El primer enunciado se puede demostrar directamente akfzat2” — 1. En efecto,
sin = ab, cona > 1y b > 1, entonces,

on_—1 = 2% _1
(2¢ —1)(27b=1 4 20(0=2) . 1),

Los otros dos enunciados son variaciones del siguienttadsunas general, indicado
en otra de sus cartas: Dado un nUmero prigmg cualquier progresidbn geométrica
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1,a,a?,..., el nUimerop debe dividir a alglin nimer@® — 1 conn divisor dep — 1;
luego, siN es cualquier multiplo del menor de tales nUmenopara los cuales se
cumple lo anterior, entoncesdivide también a™ — 1.

En notacion de congruencias, podemos reescribir el eadoeinterior de la siguiente
manera, y al que nos referiremos como pequefio teorema a&aE8ip es un imero
primo ya es cualquier entero, entonce® = « (modp). En particular, sip no divide
al enteroa, entonces”~! =1 (modp).

Fermat no publicé ninguna demostracion del pequefi@tearde Fermat, y fue Leo-
nard Euler (1707-1783) quien primero lo hizo por induccibn

Cuatro demostraciones del pequigo teorema de Fermat

El resultado es claro $i = 2. Asi que asumiremos que> 2. Observemos que gi
es un primo impar, basta demostrar el resultado para0 ya que sic = —b < 0,
entonces? = (—b)? = —b? = —b = a (modp).

1. Primera demostracbn. Supongamos quef a y demostremos que’—! = 1 (modp).
Consideremos los enterasa, . . ., (p— 1)a. Situvieramos quei = aj (modp) para
ciertos enterog j,talesqud <i <p—-1y1<j <p-1,tendriamosque | a(i—j)
yp|i—j,dedonde = j. Luego, los residuos de estos nUmeross®)...,p — 1
en algtn orden y por lo tanto,

a(2a)---(p—1)a=1-2---(p—1) (modp),

es decir,

a?tp—1)!'=(p—1)! (modp).
Comop y (p — 1)! son primos relativos, podemos dividir ambos lados de la comaia
anterior entrép — 1)! (ver [2]) y por lo tantoe?~! = 1 (modp).

2. Segunda demostradin. Procederemos por induccion enSia = 1 el resultado es
inmediato. Supongamos que el resultado es cierto para elgterok > 1. Aplicando
el teorema del binomio, tenemos que:

P p—1
k+17 = Y ("7) IR ESS (?) R 1
= \J =\
Como (¥) = 0 (mod p) paral < j < p — 1 (ejercicio), tenemos quek + 1) =
kP 4+ 1 (modp) y por la hipbtesis de induccion se sigue qie-1)? = k+1 (modp).
Por lo tantog? = a (modp) para todo entero positive
Finalmente(a, p) = 1y a(a?~! — 1) = 0 (modp) implican quea?~! =1 (modp).

3. Tercera demostracbn. La haremos mediante un argumento combinatorio. Quere-
mos demostrar que” — a es multiplo dep. Esto es equivalente a demostrar que el
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resultado de dividin? — a entrep es un entero. Vamos a demostrar esto al establecer
gue esta fraccion es igual al nUmero de elementos en unmorparticular, y por lo
tanto debe ser un entero.

Supongamos que tenemos cuentas que vienencahores. Queremos seleccionar

de estas cuentas para formar una cadena con ellas. Estéigenepetir colores. Ya
gque estamos usangocuentas, y cada una de ellas puede ser de cualquiera de los
colores, tenemaog” secuencias de colores diferentes. Como es aburrido tetes kas
cuentas del mismo color, pediremos que al menos se utiliosrcalores. Tenemas
cadenas en las cuales todas las cuentas son del mismo aedtanBo estas del total,
obtenemos? — a cadenas en las cuales al menos se utilizan dos coloredalstin

Ahora vamos a unir los extremos de cada cadena para formaulsea. Cuando esto

se hace, algunas de nuestras cadenas se vuelven indisksg&ior ejemplo, suponga-
mos que solo estuvieramos usando tres cuentas. Cuargi@sios en una linea recta,
la cadena con cuentas “verde, azul, naranja” parece distsnta cadena con cuentas
“azul, naranja, verde”. Pero si unimos los extremos de cadana, obtendriamos dos
pulseras indistinguibles.

Cadena

Pulsera

/

/
/
O/

Ahora nos preguntamos: “De lag — a pulseras que usan al menos dos colores,
¢cuantas de ellas son indistinguibles entre si?” La estples que cada cadenagde
cuentas puede ser cambiada ciclicamente sin producirulserp distinta. En nuestro
ejemplo, las cadenas:
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verde, azul, naranja;
azul, naranja, verde;
naranja, verde, azul;

todas se veran como la misma pulsera cuando los extremaaldauoa estén unidos.
Ya que cada uno de lgscorrimientos ciclicos de una cadena dada nos genera pul-
seras indistinguibles, tenemos que el nUmero de pulsedistinguibles que usan al
menos dos colores es iguaﬁlég—“, y como el nimero de tales pulseras es un entero, el
resultado queda probado.

Ahora nos preguntamos en qué parte del argumento antedaaras que es un niime-
ro primo. La respuesta esta en el paso donde afirmamos qaeadena dada se cuenta
p diferentes veces, una por cada uno de los cambios ciclisiislps. Esto es cierto para
un nimero primo, pero no es cierto en general. Por ejempmrgyamos que usamos
seis cuentas y comenzamos con la cadena,

verde, azul, azul, verde, azul, azul.

Si movemos ciclicamente todas las cuentas una vez, obteylarnadena,

azul, azul, verde, azul, azul, verde,

la cual nos daré la misma pulsera. Sin embargo, un camiBowelleva a la cadena,

verde, azul, azul, verde, azul, azul,

que es precisamente la cadena con la que comenzamos. Easestdlp hay cadenas
gue nos llevan a pulseras indistinguibles de la originab Es precisamente el tipo de
situacion que no puede suceder si estamos usando un nfirmamde cuentas.

La tercera demostracion se puede reescribir utilizandeegtos de teoria de grafos,
como lo veremos a continuacion en la cuarta y Gltima deraciéin. Se recomienda al
lector consultar la definicibn 2 en el apéndice.

4. Cuarta demostracibn. Consideremos el graf@ donde el conjunto de vérticés

es el conjunto de todas lastuplas(u1,us, ..., u,) de enteros positivos entiey a

(inclusive) conu,; # u; para algunos # j. Es claro qué’ tienea? — a elementos.
Dadou € V, u = (u1,us,...,up), diremos quewv es una arista d& si y solo si
v=o0(u) = (Up, U1, ..., Up—1).

Por ejemplo, sie = 2y p = 3, tenemos el siguiente grafo.
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(1,1,2)

(2,2,1)
El grafoG paraa =2yp =3

Consideremos un vértice arbitratio= (u1,us,...,u,) deG. Este vértice es adya-
cente con los vertices(u) = (up, u1,...,up—1) Yy 0?1 (u) = (u2,us,. .., up, ur),
dondes®(u) = o'~ (o(u)) parai = 2,3, .. ..

Observemos que(u) # oP~'(u), pues en caso contrario, tendriamos quye=

U2, Ul = U3y...,Up—2 = Up,Up—1 = U7, de dondeu1 = U3 = Uy = --- =
up—1 Y us = ug = --- = up. LUego, el vérticeu seria unagp-tupla de la forma
u=(a,b,a,b,...,a,b)locual no puede ser porgpes un primo impary en este caso

u tiene un nUmero par de coordenadas. Por lo tanto, cadee/8ei es adyacente2a
vértices distintos y en consecuenciaes una union disjunta de ciclos (ejercicio para
el lector).

u = oP(u)

o(u) o?(u) P~ (u)

Demostraremos que cada uno de estos ciclos tiene longitatldg. Supongamos que
uw = (u1,us,...,u,) pertenece a un ciclo de longitdd< p. Entoncesg’(u) = u

y tenemos también que®(u) = u. Por el algoritmo de la division podemos escribir
p = tq + r para algunos enteraegy r con0 < r < ¢, de modo que: = oP(u) =
ot (u) = 0" (u). Luego, si0 < r < ¢ tendriamos que esta en un ciclo de longitud
menor qué lo cual es una contradiccion. Por lo tanto= 0y de aquit | p. Comop

es primo, se sigue que= 10t = p. La igualdad = 1 no puede suceder porque cada
vértice es adyacente a dos vértices distintos. Por lotant p y asiG esta formado
por ciclos disjuntos de longitupl De estos es facil ver que ha’-ﬁ—“ y por lo tanto

a? = a (Mmodp).
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Aplicaciones

A continuacibn veremos algunas aplicaciones del peqtefi@ma de Fermat en la
solucion de problemas de olimpiada.

1. Si a es un entero positivo, demostrar que cualquier factor primgor que2 del
nimeroa? + 1 es de la formam + 1.

Solucibn. Seap un factor primo mayor qu del nimera:? + 1 y supongamos que
no es de la formdm + 1. Entoncesp es de la forma = 4m + 3 para algin entero
m. Entonces? = —1 (modp) y

a?~! = (a?)*™ ! = (-1)*"T = —1 (modp),
lo que contradice el pequefio teorema de Fermat.

2. Determinar todas las soluciones en enterggque satisfacen la ecuacion,

1998222 4+ 1997z + 1995 — 199821998 = 1998y* + 19933 — 19911998 — 2001y.

Solucion. Demostraremos que la ecuacion no tiene soluciones erosngrpongamos
que (z,y) es una solucion. Comb997 es primo, aplicando el pequefio teorema de
Fermat tenemos que®?” = 2 (mod1997) y y'%7 = y (mod 1997). Luego,z'9%® =

2?2 (mod 1997) y 9% = ¢? (mod 1997). Considerando la ecuacion del problema
modulo1997 tenemos que,

22 +0-2—2% =y — 49 +69° — 4y (Mmod1997),
la cual se simplifica en
—1=(y—1)* (mod1997). 1)

En particulary — 1 es primo relativo cori997. Aplicando nuevamente el pequefio
teorema de Fermat, tenemos dqye- 1)'9% = 1 (mod 1997).

Por otro lado, la congruencia en (1) implica quel )*%° = (y — 1)*4%9) (mod 1997),

es decir—1 = (y — 1)19% (mod 1997), lo que es una contradiccion.

3. (Olimpiada Rioplatense, 2004) Hallar el nUmero de enteras 1 tales que el
nimeroa'® — o sea divisible entre para todo entero positiva

Solucibn. Sean > 1 un entero tal que'® — a es divisible entrex para todo entero
positivoa. Tenemos que?, conp primo, no divide an, ya quep? no divide ap'® — p.
Luego,n es producto de primos distintos. Comalebe dividir al nimera'® — a para
todo enteraz, en particulam debe dividir al nmer@!® —2 =2-3%2.5.7.13. El
pequefio teorema de Fermat implica gquié = a (mod p) parap = 2,3,5,7y 13,
y por lo tantoa'® = a (mod2-3-5-7-13) para todo entera. Luego, los enteros
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n > 1 que cumplen el problema son precisamente los divisoretyossilistintos dd
del nimer® - 3-5- 7 - 13. Por lo tanto, la respuesta®s— 1 = 31 enteros.

4. (Olimpiada Internacional, 2005) Consideremos la sutesidas, . . . definida por
an = 2" 43"+ 6" — 1 paran = 1, 2, .. .. Determinar todos los enteros positivos que
son primos relativos con cada término de la sucesion.

Solucidon. Seap > 3 un namero primo. Por el pequefio teorema de Fermat, tenemos
que,
3.2071 4 2.3771 4 6771 = 6 (modp).

Luego, podemos dividir la congruencia anterior eftabteniendo,
2P~2 4 3P72 4 672 = 1 (modp),

es decirp divide al terminas,_» de la sucesion. Ademas, es claro Gudivide aa; y
3 divide aas. Por lo tanto, el Gnico nimero que es primo relativo coradadmino de
la sucesion es dl.

5. (Olimpiada Mexicana, 2010) Seangq, r nUmeros primos distintos. Demostrar que
si pgr divide a,
(pg)" + (gr)” + (rp)* = 1,

entoncesgpgr)? divide a,

3((pg)" + (gr)? + (rp)? = 1).

Solucion. Sin pérdida de generalidad supongamosgueq > r. Vamos a encontrar
todas las ternas de nimeros prinjpsq, 7) que cumplan queqr | (pq)” + (qr)? +
(rp)? — 1. Sea(p, ¢, ) una terna que cumple lo anterior. Como (pg)" y p | (rp)?,
tenemos que | (¢r)? — 1, es decir{qr)? = 1 (modp). Por otro lado, por el pequefio
teorema de Fermat, tenemos dqye)? = ¢r (mod p). Luego,qr = 1 (mod p), es
decir,p | ¢r — 1. Anadlogamente, tenemos qyge| rp — 1y r | pg — 1. Entonces,
pq+ pr+ qr — 1 es divisible entre, ¢ y r, asi quepq + pr + gr — 1 = 0 (modpgr),
de dondepgr + 1 < pg + pr + qr.
Demostraremos que = 2. Supongamos que > 3. Ya quepg > pry pq > qr,
tenemos que,

pqr+1 > pqr > 3pq > pq + pr + qr,

lo cual es una contradiccion. Por lo tantos 2.

Sustituyendo tenemos q8gq | 2¢ + 2p + pg — 1, luegopq | 2(p + ¢) — 1, de donde
pg+1<2(p+q).

Demostraremos ahora qge= 3. Supongamos que > 5, entoncesqg + 1 > pg >
5p > 2(p+q), lo cual es una contradiccion. Por lo tanjes 3. Si volvemos a sustituir
obtenemos quép | 5 + 5p, luego6p < 5+ 5py asip < 5. Comop es primo y
p > q = 3, concluimos que = 5.

Por lo tanto, s(p, ¢, ) cumple que > ¢ > r son numeros primos tales que- divide
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a(pq)” + (qr)? + (rp)? — 1, entonce® =5,g =3y r =2,
Si demostramos qu'3323 | 3((5-3)? + (3-2)° + (2-5)® — 1) habremos terminado.
Observemos que,

23 | (15% —1)+6° 4 10°

3% | 157 4+6° 4 (10° - 1)

53 | (15% 465 — 1) + 103
Luego,533%23 | 152 + 6° + 103 — 1, de donde

533%2% | 3((5-3)* + (3-2)° +(2-5)° — 1).

A continuacion se dejan unos ejercicios para el lector.

Ejercicios

1. Para cada entero> 0, seaa,, = 23" + 36712 4 55712 Determina el maximo
comUn divisor de los nlmeres, a1, as, . . ., asp12.

2. Demuestra que para cualquier nimero primel nimerg?*! + (p+1)? no es
un cuadrado.

3. Determinatodos los enteros positivotales quer | 2™ — 1.
4. Demuestra quet 2" + 1 para todo entero positive.

5. Seamu y b enteros positivos tales que> by a + b es par. Demuestra que las
raices de la ecuacion,

2 —(@®—a+1)(z-0*-1)-b*+1)*=0
son enteros positivos tales que ninguno de ellos es un admdra
6. Demuestra que { 2"~! + 1 sin es un entero mayor que
7. Determina todos los nUmeros primoy g tales quepq | 27 + 29.
(Sugerencia: Usa el ejercicio anterior.)
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