Un Lema de Perpendicularidad

Por Jos Antonio Gobmez Ortega

Nivel Intermedio

En el estudio de la geometria del triangulo las alturasetieun papel importante. La
forma comin de definir la altura por el vértigede un trianguloABC, es como la
recta porA que es perpendicular al lado opue#t@’. A tal recta la llamaremos la
altura geongétrica. Sin embargo, existe una caracterizacion de la altura doiger
geométrico. Precisemos esto. Primero notemos qiiees el pie de la perpendicular
de A sobreBC, se tiene por el teorema de Pitagoras que,

AB?* — AC?* = (AD? + BD?) — (AD? + DC?) = BD* — DC?.
A

B D e
Ahora, siP es un punto sobre la altura geométrica, el pie de la perpeladide P
sobreBC es desde luegDd, y de manera analoga se tiene también que,

PB? — PC? = BD? — DC?.

Por lo que,PB? — PC? = AB? — AC?, es decir un punto sobre la altura geométrica
desdeA sobreBC, se encuentra en el conjunto,

{P talquePB? — PC? = AB? — AC?},
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gue llamaremos laltura algebraica

Reciprocamente, un punto de este lugar geométricodebktar sobre la altura geométri-
ca. En efecto, sP esta sobre la altura algebraica, es decir, si cumpléfere— PC? =
AB? — AC? y si E es el pie de la perpendicular d&sobreBC, se tendra que®
esta sobre la altura geométricalsi= D. Veamos que esto Ultimo sucede.

Por el Teorema de Pitagor&B? — PC? = BE? — EC?. Pero comaPB? — PC? =
BD? — DC?, tenemos que (usando segmentos dirigidos),

BE? - EC? = BD?-DC?
(BE+ EC)(BE —EC) = (BD+ DC)(BD — DC)
BE—-EC = BD-DC
BD +DE - FEC = BD - (DE+ EQ)
DE = -DE.

De dondeD = FE. Todo lo anterior permite afirmar el siguiente,

Lema de perpendicularidad. Los segmentoBC'y AD son perpendiculares si ko
si,
DB? - DC? = AB* — AC*.

Notemos que cuando decimos que los segmeitdsy AD son perpendiculares, hay
la posibilidad de que estos no se corten, nos referiremas eado a las rectas que tales
segmentos determinan. Veamos ahora varios ejemplos ddkeusste singular Lema.

Ejemplos

Ejemplo 1 (Lista corta de la OMCC, 2009).SeaABC' un triangulo rectangulo con
angulo recto erB. SeaD un punto tal queBD es perpendicular dC'y DC = AC.
EncuentragZ.

B a C

ComoBD es perpendicular 4C, se tiene por el lema de perpendicularidad glie;
b? = 2 —a?, porloqued? = 2 +b%—a?. Y por el teorema de Pitagorés = a2 +c2.
Luegod? = 2c? y entonces;2 = 4 = /2.

c
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Ejemplo 2 (Examen regional de la zona centro de la OMM, 2008/(Rusia, 1995).
En el cuadrilaterdd BCD, se tiene quedB = ADy /B = /D = 90°. Los pun-
tos P y Q se encuentran sobiBC' y CD, respectivamente, de manera qd€ es
perpendicular @ P. Muestra qued P es perpendicular 8Q).

Solucion. Seana = AB = AD, z = AQ,y = QP, z = BP. Por el lema de
perpendicularidad bastara ver qué:— y? = a? — 22.
Seanu = DQ y v = AP, entonces tenemos que:

2?2y =a?tu?— 2 =a+a® —v?=a®— 22
B
a
z
A
q
= p

X

a
y

D u Q C

La primera igualdad es por el teorema de Pitagoras enaeigmio A D(Q), la segunda
por el lema de perpendicularidad con las perpendiculaé@y D Py la Gltima por el
teorema de Pitagoras en el triangul® P.

Ejemplo 3 (OMM 2009/5).SeaA BC' un triangulo, y sed/ un punto enBC. SeaP la
interseccion de las perpendiculare4 B por M y a BC por B, y sea( la interseccion
de las perpendiculares4C por M y a BC por C. Muestra queP(Q es perpendicular
aAM siy solo siM es el punto medio dB8C.

Solucion. Por el Lema de perpendicularidaé() es perpendicular d M siy solo si
PA%2 — PM? = QA? — QM?2.

A
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Por el lema de perpendicularidad,

AB 1 PM <= PA?>-PB?>= MA?>—- MB?
AC L QM <+ QA?>—-QC*=MA?> - MC>.

Por el teorema de Pitagoras en los triangud3M y QCM se tiene quePM? =
PB? + BM?y QM? = QC? + MC?, respectivamente.

Luego,
PA?— PM? = PA?—(PB*+ BM?) = (PA? - PB?) — BM?
(MA? — MB?*) — BM? = MA* - 2BM?,
y
QA* —QM?* = QA*—(QC*+ MC? = (QA* — QC?) — MC*?
= (MA?> - MC?) - MC? = MA? —2MC?.
Por tanto,

PA? — PM? =QA? - QM? < MA?—-2BM? = MA?—-2MC?
<~ BM =MC
<= M esel punto medio d&C.

Ejemplo 4 (OIM 1996/6). Se tienem puntos distintos4,,..., A, en el planoy a
cada punto4; se ha asignado un nimero realdistinto de cero, de manera que

A;A? = )\ + \;, paratodos los, j coni # j.

Demuestre que < 4.

Solucibn. Supongamos que > 4 (si no, la afirmacion es evidente) y consideremos
cuatro de tales punto$;, A;, Ay, A;. Por hipbtesis tenemos

AAT + AT = N+ 25) + e+ M) = i+ k) + (A + X)) = AiAL + Aj A7
luego,
A A2 — A AR = AGAD — ALAY.

Por el lema, las rectad; A; y A; A; son perpendiculares. Por simetria, se tiene que
la recta que pasa por cualesquiera dos de los puhtos ., A,, es perpendicular a la
recta por cualesquiera otros dos.
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Consideremos ahora el triangui A, A3. Cualquier otro puntod; con: > 4 debe
estar sobre la perpendicularia A, trazada pods, esto es, sobre la altura correspon-
diente aA3 en este triangulo, y también sobre las otras dos alturaaldeangulo.

El Gnico punto que relne estos requisitos es el ortoceldrtrianguloA; A> As. En
consecuencia si > 4 debera suceder forzosamente- 4.

Ejemplo 5 (IMO, 1985/5).Una circunferencia con centr® pasa por los vérticed y
C del trianguloABC, y corta a los ladogi B y BC' en los puntod y N, respectiva-
mente. Sed/ el punto de interseccion de los circuncirculos de l@iilosABC' y
K BN (diferente deB). Muestra quezOM B = 90°.

Solucion. Usaremos varios hechos que la geometria del problemarsugigmero
necesitamos tener un buen dibujo, donde se resalten lasfgrencias del problema,
que son los circuncirculos de los trianguldBC, KAC 'y BN K. SeaQ el cento
radical de estas circunferencias, es decir, el punto doadeucren las recta® M,
KNy CAysear el radio de la circunferencia con centto

Q

Como los cuadrilaterod K NC'y BN K M son ciclicos se tiene quéK M Q) es tam-
bién un cuadrilatero ciclico (se sigue de que los argls AQ, ZKMBYy ZKNC,

son iguales).

La potencia d&) al circuncirculo(O,r) de AKNC es,Q0? —r? = QK - QN =

QM -QBy lapotenciadeB a(O,r) es,BO?* —r? = BK - BA = BM - BQ, por lo
que,
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QO0?> —BO? = QM-QB - BM -BQ
= QM- (QM + MB)— BM - (BM + MQ)
= QM?+QM-MB—BM -MQ — BM?
QM?* — BM?>.

Por el lema, lo anterior basta para garantizar@ué es perpendicular BQ).

Ejercicios
1. Dos circunferencias, una con cenffg otra con centr@, se intersectan en los

puntosA y B. Muestra qued B es perpendicular £Q. (Sugerencia: Expresa
AP? — AQ? en términos de los radios de las circunferencias.)

2. Demuestra que las alturas de un triangulo concurregef®@acia: Considerdl
la interseccion de las alturas pdry B. Demuestra quéf esta en la altura
algebraica po€'.)

3. SeanABC un triangulo,AD, BE, C'F sus alturas Y su ortocentro. SN es el
punto medio deAH y M el punto medio deBC. Muestra quel/ N es perpen-
dicular aFE'F'. (SugerenciaAFHE y BCEF son cuadrilateros ciclicos y los
centros de las circunferencias donde se encuentran tadésiléteros sornvV y
M)

4. SeaABC un triangulo isosceled, el punto medio de la basBC y N sobre
AC de manera qué N es perpendicular 4C. Si M es el punto medio déN,
muestra qued M es perpendicular 8N. (Sugerencia: Considera el puntd
sobre larectd N de maneraqu&’’L = LN, el triangulo rectangul® N’ M es
clave para encontrds//2.)

5. (Bielorrusia, 2000) Sed BC'D un cuadrilatero convexo caiB = BD = AC.
SeaP el punto de interseccion de las diagonatgs y BD, y seanO e I el
circuncentro e incentro dé BP. Muestra qué) es perpendicular & D. (Su-
gerencia: Seaft, F', G los puntos de contacto del incirculo de&B P con BP,
PA, AB, respectivamente. Seddy r el circunradio e inradio del BP. Nota
queAF = AD = DE,GB = BE = CFy FP = PE. Para calculac'I?,
DI? usa Pitagoras y para calculd? y DO? usa la potencia al circuncirculo
(O,R) de ABP.)

6. (Estados Unidos, 1997) Se&BC' un triangulo. Sobre los lados se construyen
exteriormente triangulos equilaterds” D, CAE, ABF'. Muestra que las rec-
tas perpendiculares@F, F'D, DE que pasan pad, B, C, respectivamente son
concurrentes. (Sugerencia: Seal punto coman de la perpendiculaFeD por
B con la perpendicular ® E por C. Ahora muestra qud P L EF'.)

7. (Hong Kong, 2001) Sead BC' un triangulo,AD, BE, CF sus alturasQ su
circuncentro yH su ortocentro. Si las rectdsD y AB se cortan en/ y las
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rectasF'D y AC se cortan enV, muestra queé)H y M N son perpendicula-
res. (Sugerencia: Primero demuestra gueé L DN y OC L DM. Después usa
también que€H LM A, BHINAy DA1BC.)
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