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Nivel Intermedio

En el estudio de la geometrı́a del triángulo las alturas tienen un papel importante. La
forma común de definir la altura por el vérticeA de un triánguloABC, es como la
recta porA que es perpendicular al lado opuestoBC. A tal recta la llamaremos la
altura geoḿetrica. Sin embargo, existe una caracterización de la altura comolugar
geométrico. Precisemos esto. Primero notemos que siD es el pie de la perpendicular
deA sobreBC, se tiene por el teorema de Pitágoras que,

AB2 −AC2 = (AD2 +BD2)− (AD2 +DC2) = BD2 −DC2.
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Ahora, siP es un punto sobre la altura geométrica, el pie de la perpendicular deP
sobreBC es desde luegoD, y de manera análoga se tiene también que,

PB2 − PC2 = BD2 −DC2.

Por lo que,PB2 − PC2 = AB2 −AC2, es decir un punto sobre la altura geométrica
desdeA sobreBC, se encuentra en el conjunto,

{P tal quePB2 − PC2 = AB2 −AC2},
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que llamaremos laaltura algebraica.
Recı́procamente, un punto de este lugar geométrico deber´a estar sobre la altura geométri-
ca. En efecto, siP está sobre la altura algebraica, es decir, si cumple quePB2−PC2 =
AB2 − AC2 y si E es el pie de la perpendicular deP sobreBC, se tendrá queP
está sobre la altura geométrica siE = D. Veamos que esto último sucede.
Por el Teorema de PitágorasPB2 −PC2 = BE2 −EC2. Pero comoPB2 −PC2 =
BD2 −DC2, tenemos que (usando segmentos dirigidos),

BE2 − EC2 = BD2 −DC2

(BE + EC)(BE − EC) = (BD +DC)(BD −DC)

BE − EC = BD −DC

BD +DE − EC = BD − (DE + EC)

DE = −DE.

De dondeD = E. Todo lo anterior permite afirmar el siguiente,

Lema de perpendicularidad.Los segmentosBC yAD son perpendiculares si y sólo
si,

DB2 −DC2 = AB2 −AC2.

Notemos que cuando decimos que los segmentosBC y AD son perpendiculares, hay
la posibilidad de que estos no se corten, nos referiremos en tal caso a las rectas que tales
segmentos determinan. Veamos ahora varios ejemplos del usode este singular Lema.

Ejemplos

Ejemplo 1 (Lista corta de la OMCC, 2009).SeaABC un triángulo rectángulo con
ángulo recto enB. SeaD un punto tal queBD es perpendicular aAC y DC = AC.
EncuentraAD

AB
.
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ComoBD es perpendicular aAC, se tiene por el lema de perpendicularidad que,d2 −
b2 = c2−a2, por lo que,d2 = c2+b2−a2. Y por el teorema de Pitágorasb2 = a2+c2.

Luegod2 = 2c2 y entoncesAD
AB

= d
c
=

√
2.



Un Lema de Perpendicularidad 3

Ejemplo 2 (Examen regional de la zona centro de la OMM, 2008/6, Rusia, 1995).
En el cuadriláteroABCD, se tiene queAB = AD y ∠B = ∠D = 90◦. Los pun-
tosP y Q se encuentran sobreBC y CD, respectivamente, de manera queAQ es
perpendicular aDP . Muestra queAP es perpendicular aBQ.

Solución. Seana = AB = AD, x = AQ, y = QP, z = BP. Por el lema de
perpendicularidad bastará ver que:x2 − y2 = a2 − z2.

Seanu = DQ y v = AP, entonces tenemos que:

x2 − y2 = a2 + u2 − y2 = a2 + a2 − v2 = a2 − z2.
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La primera igualdad es por el teorema de Pitágoras en el tri´anguloADQ, la segunda
por el lema de perpendicularidad con las perpendicularesAQ y DP y la última por el
teorema de Pitágoras en el triánguloABP .

Ejemplo 3 (OMM 2009/5).SeaABC un triángulo, y seaM un punto enBC. SeaP la
intersección de las perpendiculares aAB porM y aBC porB, y seaQ la intersección
de las perpendiculares aAC porM y aBC porC. Muestra quePQ es perpendicular
aAM si y sólo siM es el punto medio deBC.

Solución. Por el Lema de perpendicularidad,PQ es perpendicular aAM si y sólo si
PA2 − PM2 = QA2 −QM2.
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Por el lema de perpendicularidad,

AB ⊥ PM ⇐⇒ PA2 − PB2 = MA2 −MB2

AC ⊥ QM ⇐⇒ QA2 −QC2 = MA2 −MC2.

Por el teorema de Pitágoras en los triángulosPBM y QCM se tiene que,PM2 =
PB2 +BM2 y QM2 = QC2 +MC2, respectivamente.
Luego,

PA2 − PM2 = PA2 − (PB2 +BM2) = (PA2 − PB2)−BM2

= (MA2 −MB2)−BM2 = MA2 − 2BM2,

y

QA2 −QM2 = QA2 − (QC2 +MC2) = (QA2 −QC2)−MC2

= (MA2 −MC2)−MC2 = MA2 − 2MC2.

Por tanto,

PA2 − PM2 = QA2 −QM2 ⇐⇒ MA2 − 2BM2 = MA2 − 2MC2

⇐⇒ BM = MC

⇐⇒ M es el punto medio deBC.

Ejemplo 4 (OIM 1996/6). Se tienenn puntos distintosA1, . . . , An en el plano y a
cada puntoAi se ha asignado un número realλi distinto de cero, de manera que

AiA
2
j = λi + λj , para todos losi, j con i 6= j.

Demuestre quen ≤ 4.

Solución. Supongamos quen ≥ 4 (si no, la afirmación es evidente) y consideremos
cuatro de tales puntosAi, Aj , Ak, Al. Por hipótesis tenemos

AiA
2
j +AkA

2
l = (λi + λj) + (λk + λl) = (λi + λk) + (λj + λl) = AiA

2
k +AjA

2
l

luego,
AiA

2
j −AiA

2
k = AjA

2
l −AkA

2
l .

Por el lema, las rectasAjAk y AiAl son perpendiculares. Por simetrı́a, se tiene que
la recta que pasa por cualesquiera dos de los puntosA1, . . . , An es perpendicular a la
recta por cualesquiera otros dos.



Un Lema de Perpendicularidad 5

Consideremos ahora el triánguloA1A2A3. Cualquier otro puntoAi con i ≥ 4 debe
estar sobre la perpendicular aA1A2 trazada porA3, esto es, sobre la altura correspon-
diente aA3 en este triángulo, y también sobre las otras dos alturas detal triángulo.
El único punto que reúne estos requisitos es el ortocentrodel triánguloA1A2A3. En
consecuencia sin ≥ 4 deberá suceder forzosamenten = 4.

Ejemplo 5 (IMO, 1985/5).Una circunferencia con centroO pasa por los vérticesA y
C del triánguloABC, y corta a los ladosAB y BC en los puntosK y N, respectiva-
mente. SeaM el punto de intersección de los circuncı́rculos de los tri´angulosABC y
KBN (diferente deB). Muestra que∠OMB = 90◦.

Solución. Usaremos varios hechos que la geometrı́a del problema sugiere. Primero
necesitamos tener un buen dibujo, donde se resalten las circunferencias del problema,
que son los circuncı́rculos de los triángulosABC, KAC y BNK. SeaQ el cento
radical de estas circunferencias, es decir, el punto donde concurren las rectasBM,

KN y CA y sear el radio de la circunferencia con centroO.
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Como los cuadriláterosAKNC y BNKM son cı́clicos se tiene queAKMQ es tam-
bién un cuadrilátero cı́clico (se sigue de que los ángulos∠KAQ, ∠KMB y ∠KNC,
son iguales).

La potencia deQ al circuncı́rculo(O, r) deAKNC es,QO2 − r2 = QK · QN =
QM ·QB y la potencia deB a (O, r) es,BO2 − r2 = BK ·BA = BM ·BQ, por lo
que,
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QO2 −BO2 = QM ·QB −BM · BQ

= QM · (QM +MB)−BM · (BM +MQ)

= QM2 +QM ·MB −BM ·MQ−BM2

= QM2 −BM2.

Por el lema, lo anterior basta para garantizar queOM es perpendicular aBQ.

Ejercicios

1. Dos circunferencias, una con centroP y otra con centroQ, se intersectan en los
puntosA y B. Muestra queAB es perpendicular aPQ. (Sugerencia: Expresa
AP 2 −AQ2 en términos de los radios de las circunferencias.)

2. Demuestra que las alturas de un triángulo concurren. (Sugerencia: ConsideraH
la intersección de las alturas porA y B. Demuestra queH está en la altura
algebraica porC.)

3. SeanABC un triángulo,AD,BE,CF sus alturas yH su ortocentro. SiN es el
punto medio deAH y M el punto medio deBC. Muestra queMN es perpen-
dicular aEF . (Sugerencia:AFHE y BCEF son cuadriláteros cı́clicos y los
centros de las circunferencias donde se encuentran tales cuadriláteros sonN y
M .)

4. SeaABC un triángulo isósceles,L el punto medio de la baseBC y N sobre
AC de manera queLN es perpendicular aAC. Si M es el punto medio deLN,

muestra queAM es perpendicular aBN . (Sugerencia: Considera el puntoN ′

sobre la rectaLN de manera queN ′L = LN , el triángulo rectánguloBN ′M es
clave para encontrarBM2.)

5. (Bielorrusia, 2000) SeaABCD un cuadrilátero convexo conAB = BD = AC.
SeaP el punto de intersección de las diagonalesAC y BD, y seanO e I el
circuncentro e incentro deABP . Muestra queOI es perpendicular aCD. (Su-
gerencia: SeanE, F , G los puntos de contacto del incı́rculo deABP conBP ,
PA, AB, respectivamente. SeanR y r el circunradio e inradio deABP . Nota
queAF = AD = DE, GB = BE = CF y FP = PE. Para calcularCI2,
DI2 usa Pitágoras y para calcularCO2 y DO2 usa la potencia al circuncı́rculo
(O,R) deABP .)

6. (Estados Unidos, 1997) SeaABC un triángulo. Sobre los lados se construyen
exteriormente triángulos equiláterosBCD, CAE, ABF . Muestra que las rec-
tas perpendiculares aEF,FD,DE que pasan porA,B,C, respectivamente son
concurrentes. (Sugerencia: SeaP el punto común de la perpendicular aFD por
B con la perpendicular aDE porC. Ahora muestra queAP⊥EF .)

7. (Hong Kong, 2001) SeanABC un triángulo,AD, BE, CF sus alturas,O su
circuncentro yH su ortocentro. Si las rectasED y AB se cortan enM y las
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rectasFD y AC se cortan enN, muestra queOH y MN son perpendicula-
res. (Sugerencia: Primero demuestra queOB⊥DN y OC⊥DM . Después usa
también queCH⊥MA, BH⊥NA y DA⊥BC.)
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