Contando de dos formas
distintas

Por Leonardo Ignacio Martinez Sandoval

Nivel Avanzado

Introducci on

En muchas ocasiones hay mas de una forma de contar los étesderun conjunto. A
veces una de estas formas es mas facil de identificar, usimpluede ser suficiente para
responder un problema. Sin embargo, existen ocasiones euéaencontrar formas
alternativas para contar los elementos de un conjunto natasyencontrar la solucion
de un problema, o bien, nos permite obtener resultado&s#ates.

La técnica de doble conteo es muy poderosa. Sin embargaleutzes principales di-
ficultades es que a veces no se ve facilmente donde podesada.UA través de la
solucibn de varios problemas esperamos dar una mejor iele#pd de situaciones
donde se puede utilizar. Suponemos que el lector manejaitasgios basicos de con-
teo. También usaremos la notacion de sumay sus propiedade

La idea principal es encontrar un conjunto que se puedamdet@os formas distintas.
Veremos un par de ejemplos introductorios y en la siguiestei8n veremos algunos
ejemplos mas avanzados.

Ejemplo 1 Demuestra que,
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Observemos los enteros @en en la recta numérica. ¢, Cuantos segmentos podemos
formar con extremos en estos puntos? Por un lado, cada ula d@*ﬂ) = %

parejas de puntos determina totalmente un segmento. Roladw, hayl segmento
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de longitudn, 2 segmentos de longitud — 1, y asi, hasta segmentos de longitul]
obteniendo en tota}";'_, k£ segmentos. Como contamos la misma cosa, concluimos

n n(n+1
qued i k= %

Ejemplo 2 En un grupo d&5 personas se estudidrtemas. Se sabe que a cada perso-
na le gustan al menos dos temas. Demuestra que existe un tena gusta al menos
a 8 personas.

Como a cada persona le gustan al menos dos temas, sabembsgueshays -2 =

50 temas que le gustan a las personas (contando los temaslospeisto$0 gustos

los podemos repartir eéncasillas, una por cada tema. Entonces por el principio de las
casillas debemos tener que alguna tiene al m&nokteniendo lo que queremos.

El Principio de Doble Conteo
Todas las demostraciones por doble conteo se basan eniehsgprincipio.

Principio de Doble Conteo.Si contamos la cantidad de objetos de cierto conjunto de
una formay resulta y luego las contamos de otra forma y resaltantonces, = b.

Parece un principio muy sencillo y su demostracion es igaaencilla: ambos nime-
ros son iguales pues tantocomob son la cantidad de elementos en el conjunto. La
utilidad del principio del doble conteo se basa en que eneorts dos formadistin-
tasy correctasde contar los elementos de un conjunto. Un ejemplo es la raamer
la que demostramos la formula para la suma de los primesgeros positivos. Nos
gustaria encontrar una formula similar para la suma dpriaserosn cuadrados. Pero
antes de hacer esto, vamos a usar el Principio de Doble Cpata@emostrar algunas
identidades de coeficientes binomiales.

Ejemplo 3 Para cada pareja de enteros, n con0 < m < n se tiene que,

()= (20

Si tenemos: objetos y queremos elegit de ellos, por un lado podemaos elegir las
que queremos dg” ) formas o los: — m que no queremos dg, ", ) formas. De esta
manera, obtuvimos dos maneras distintas y correctas dardostsubconjuntos de
elementosy porlo tantp”) = (,,", ).

n—m

Ejemplo 4 Para cada entero no negativose tiene que,

> ()

k=0
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En este caso contamos la cantidad de subconjuntos que hayod@junto com ele-
mentos. Por un lado, cada uno de toglementos tiene dos posibilidades: estar o no
estar en el subconjunto y, por lo tanto I2&ysubconjuntos. Por otro lado, hég/) sub-
conjuntos con exactameriteelementos, y los subconjuntos pueden tener debdsta

n elementos, de modo que hay,_, (Z) subconjuntos y obtenemos la igualdad desea-
da. Cabe aclarar que el conjunto vacio (aquel que no tiemeegitos) es considerado
como subconjunto.

Ejemplo 5 Para cada entero positiva se tiene que,

i k<Z> =non 1,

k=1

Consideremos ahora cuantos equipos con un lider se pinegen en un grupo con

n personas. Por un lado, podemos comenzar eligiendo de astigkrsonas al que
sera el lider. Luego, las — 1 personas restantes tienen dos opciones: estar o no estar
en el equipo. De esta forma, podemos har! equipos con lider.

Por otro lado, podemos primero elegir cuantas persondsaeh equipo (digamok).

Hay (Z) formas de elegir a lag personas y todavia hay que elegir quién deias
personas es el lider. Esta cuentanod fja , k:(Z) y por el Principio de Doble Conteo,

n

obtenemos qu&_;_, k() = n2"" 1.

Ejemplo 6 Para cada pareja de enteros no negativasn se tiene que,
B2
P n n+1

¢,De cuantas formas podemos colaegpelotas verdes indistinguiblesy+ 1 pelotas
azules indistinguibles en linea?

Por un lado, de las + m + 1 posiciones que van a ocupar las pelotas, podemos elegir
n + 1 de ellas para que las ocupen las azules, y esto nos deteromida duedan las
verdes, de modo que por un lado la respues@ ¢ ').

Pero desglosando los acomodos posiblegitiana bola azul puede quedar en las posi-
cionesn+1,n+2,...,n+m+1. Siquedaen la posician+ k + 1, las otras: pelotas
azules que quedan por acomodar deben quedar en las primekgsosiciones, lo cual
podemos hacerlo dé?:;k) formas, y esto ya determina el acomodo. Sumando sobre
las posibleg:, desdd) hastam, obtenemos la identidad.

Como se ve en estos ejemplos, tenemos que encontrar un magectuado para con-
tar. En los casos en los que tenemos una identidad a demasteses alguno de los
lados nos da una pista de qué conjunto podemos utilizaer8largo, no siempre es
sencillo encontrar este conjunto, de modo que veremos adgejemplos en los cua-
les tenemos que hacer una eleccion mas elaborada. Veprmmeso como podemos
demostrar la formula de la suma de los primeros cuadradusmdo de dos formas
distintas.
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Ejemplo 7 Para cada entero positiva se tiene que,

- 5 nn+1)2n+1
S ot D+ )

=1

Lo primero que nos gustaria es encontrar una situacioruenagcantidad de objetos
gue tenemos sea alguno de los lados de nuestra ecuaciaref®arconsideraremos
(n + 1)? puntos acomodados en cuadrado como en la figura. Contareifa®s cua-
drados podemos hacer con vértices en estos puntos de faempgden con los lados
parelelos al cuadrado original. La primera forma en la gsetmtaremos, sera por la
longitud de su lado. Dicha longitud puede ir detdeastan. Hay 1 cuadrado con lado
n, hay4 con ladon — 1, 9 con ladon — 2 y asi, hasta obtenef de ladol. Esto muestra
que tenemo§ """, i cuadrados.

No es tan sencillo encontrar otra forma de contar los cuadrddas intentar un poco,

se puede pensar en lo siguiente: observemos la diagonalal#azio que pasa por el
punto superior izquierdo y el inferior derecho. Hay o2(s— 1) segmentos paralelos a
esa diagonal que tienen vértices en la figura. Asi, otradate determinar un cuadrado
es elegir una de estas lineas y elegir dos puntos en ellaf&soaran respectivamente
la esquina superior izquierda e inferior derecha de un aaadr

Hay dos de esas lineas cdpuntos, dos lineas c@puntos, y asi sucesivamente, hasta
dos lineas con puntos y sblo una linea cornt-1 puntos. De modo que podemos elegir
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dos puntos como queremos de,
224k n+1
2
> () ()

formas. Pero ya habiamos encontrado expresiones maesipgra esto en un ejemplo
anterior (ver Ejemplo 6), de donde obtenemos,

(1)) = o)+ ()
(n+1)n(n71)+(n4;1)n

= 2
nn+1)(2n+1)

Vamos a ver un Ultimo ejemplo. Si sumamos los nUmeros d#dgenaleglel Triangu-

lo de Pascal, como en la siguiente figura, obtenemos unaesarues vamos encon-
trando los numeros de FibonatcDemostraremos que esto siempre sucede usando
doble conteo.

1
11
12 1
13@1
1 @6 4 QO

M 5 100 5 1

1 6

@ 20 15 6 1
1 ()21 35 35 21 7 1
(M) 8 28 56 70 56 28 8 1

Ejemplo 8 La siguiente identidad se cumple para todo enters 0,

[3]
> <n;k) L

donde| x| denota el mayor entero que es menor o igual gue

o3

Consideraremos un tablero tle (n + 1). Coloquemos una ficha en la casilla de hasta
la izquierda. ¢ De cuantas formas podemos llevar la fichaasifia de hasta la derecha
si podemos movernos uno o dos espacios hacia la derechaamoainiento?

2|os nimeros de Fibonacci estan definidos por las relasidpe= 0, F; = 1y Fy, = Fr_1 + Fp_o
paran > 2
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Primero, demostraremos por induccion que se puedg,de formas. Nuestra base
de induccion necesitara verificar dos casos. Para unrtabiel x 1 sélo podemos
guedarnos donde estamos, asi que Unicamente-esF; forma. Para un tablero de
1 x 2, lo Gnico que se puede hacer es moverse un espacio a la dedecimodo que
también hayl = F; forma. Ahora, sitomamos un tablero tle n conn > 3, tenemos
dos opciones: llegar a la casilla— 1 y de ahi avanzat, o bien llegar a la casilla
n — 2 y de ahi avanza?. Asi, por hipotesis inductiva hay,,_; y F,_» opciones,
respectivamente, y su sumalgs como buscabamos.

Ahora encontraremos otra forma de describir esos recarridloservemos cuantos pa-
sos de2 cuadritos podemos hacer. Pueden ir deﬁsdhasta{%J. Si decidimos hacer
k pasos de espacios, hay que dar— 2k pasos del espacio para llegar. En total
damosn — k pasos, y sblo queda por decidir en qué orden darlos. Puegio euales
de losn — k saltos son los dobles y esto se puede haceéFgé) formas. Finalmente,
sumando sobre las posiblesobtenemos la identidad deseada.

La notacion de las parejas

Las demostraciones de doble conteo comparten en comUrequeeslen escribir en
términos de contar parejas de cosas. Consideremos l&isigiforma de escribir la
solucion del segundo problema que vimos.

Contemos las parejdp, m) dondep es una personany: es una materia que le gusta
ap. El problema nos pide que encontremos al mehparejas con la misma segunda
coordenada. De acuerdo con la hipotesis del problemagcpdew fija tenemos al me-
nos2 parejas, de modo que tenemos al mefbparejas. Para la segunda coordenada,
tenemos Unicamenteopciones, de modo que por el principio de las casillas, hay al
menos8 parejas con la misma segunda coordenada, tal como queriamo

Consideremos un ejemplo mas. Dado un conjuntadijde n elementos, contaremos
la cantidad de parejasS, |S|), dondeS es un subconjunto S| es la cantidad de
elementos que tiene. Como cada subconjunto tiene una adrijd de elementos,
hay exactamente una pareja por cada uno dé’asibconjuntos dé€’. Por otro lado,
dejando fijo|S| = k, sabemos que tenem@s) subconjuntos, y los valores devarian
de0 an. Esto nos dice que la cantidad de parejasgh (Z) demostrando de nuevo
una identidad que ya teniamos antes.

Esta es simplemente una forma mas de escribir demostescimr doble conteo. Va-
mos a enunciar el Principio de Doble Conteo con esta notacio

El Principio de Doble Conteo con notaddn de las parejas.

Consideremos dos conjuntos finitbse J. Supongamos que tenemos algunas de las
parejas(i,j) coni € 'y 5 € J. Denotemos pot; la cantidad de estas parejas con
primera coordenada igual® b; la cantidad estas de parejas con segunda coordenada
igual aj. Entonces .y a; = > c 5 b;.

Ambas sumas son la cantidad de paréjag) que tomamos.
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Es posible que hasta ahora no se vea la ventaja de usar ¢stionggn embargo ayuda
bastante en la claridad a la hora de escribir la solucibomdeaeblema. Las soluciones
de los siguientes problemas pueden escribirse como lo &icen la seccion pasada,
pero la solucion usando parejas expresa la idea de una anaasrclara.

Como primer ejemplo, encontraremos la suma de los térndeesa progresion geo-
meétrica de razoa.

Ejemplo 9 Demuestra que si es un entero positivo, entonces,

i ok — o+l _ 1,
k=0

Vamos a poner 8" jugadores en un torneo. En la primera ronda, juegan porgsarej
y el ganador de cada pareja pasa a la siguiente ronda, yasingmente hasta que
haya un ganador. Contaremos las pargjas), donder es una de las + 1 rondas yp

es una de las personas que perdio en esa ronda. Si fijaman&groordenada, sblo
puede haber unaronda en la cual pierde una persona. Comal &ldfinun ganador, en
total hay2”+! — 1 parejas, una por cada persona que perdio.

Por otro lado, en la primera ronda h2f perdedores, en la segunglar! perdedores

y asi, hasta que en la Gltima ronda s6lo hay un perdedaryA$ ok = gntl _ 1,

El siguiente problema ilustra un poco mejor como podemosvachar esta técnica en
problemas tipo olimpiada.

Ejemplo 10 Se tiene ur2010—&gono regular. Se pintah005 de sus &rtices de rojoy
los otros de azul. Demuestra que se pueden elegir ddggrads des03 vértices, uno
con \értices rojos y el otro conértices azules, de modo que sean congruentes.

Primero numeramos los vértices del poligdna, ..., 2010 en el sentido de las ma-
necillas del reloj. Consideremos una coloracion fija2fdl0—agono. Contaremos las
parejagi, j) tales quel < i <2010,1 < j < 2009y el vértice en la posicidhes de
color distinto al vértice en la posiciGnt+ j (moddulo2010).

Para cada, hay1005 valores para la segunda coordenada (uno por cada puntaael ot
color que el vértice en). Asi, tenemof010 - 1005 parejas. Pero debemos obtener la
misma cantidad de parejas si contamos dejandg fgas. Como la segunda coorde-
nada tiene s61@009 posibilidades, por el principio de las casillas (ver en érafice

el teorema 3) hay al mends?i229% | + 1 = 1006 parejas con la misma segunda
coordenada, digamgs. De estas 006, otra vez por el principio de las casillas, hay
al menoss03 con el vértice: correspondiente del mismo color. Por la forma en que
construimos las parejas, podemos rotar el poligono foorpadesto$03 vértices: en

j" unidades y obtener un poligono congruente al primero, gelrotro color, tal como
queriamos.
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Ejercicios

1. Demuestra que para cada par de enteros con0 < m < n Se tiene que,

> () () = ()

2. Reescribe algunas de las demostraciones escritas caxt@lorgeneral usando
la notacion de las parejas y viceversa.

3. Sin,ry k son enteros positivos tales que> r > k, demuestra que,

n\(r\ _(n\[(n—k
r)\k)  \k)\r—k)/)
4. Demuestra que sy m son enteros positivos entonces,
n n+l _ q
St =
m—1
k=1

5. Para cada entero positivodemuestra que,

nl = n"— (71‘) (n—1)"+ (g) (n—2)"— (g) (n=3)"4- - 4 (=1)""" (n " 1) .
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