Estrategias kasicas de conteo

Por Leonardo Ignacio Martinez Sandoval

Nivel Intermedio

“Poco a poco fui volviendome habilisimo en este arte. Al@de unos meses - gracias a
nuevos y constantes ejercicios contando hormigas y otsectos- llegué a realizar la proeza
de contar todas las abejas de un enjambre”.

Beremiz Samir el hombre que calculaba

Una de las habilidades mas (tiles a la hora de resolvetgas de combinatoriaen la
Olimpiada de Matematicas es saber contar bien. Al comeszkr olimpiada tenemos
un entendimiento basico de qué quiere decir “contar ¢osasialmente nuestra intui-
cion sirve muy bien durante las primeras etapas, perdaapente nos damos cuenta
que es necesario desarrollar nuevas técnicas que noggeguntar cosas de manera
simplificada.

En este articulo haremos un recordatorio de las tecneasuteo basicas. Comenza-
remos por ver problemas de primeras etapas. En estos pablememos la ventaja
de que podemos hacer cuentas explicitas, es decir, comibadss podemos dar un
numero, y también muchas veces basta con enlistar lososhjeie tenemos que con-
tar. Después de esto introduciremos las dos reglas pailesipara contar: la regla de
la sumay la regla del producto. A partir de estas dos reglhasela mayor parte del
conteo. Tras ver algunos ejemplos de estas reglas, llegar@atras herramientas usa-
das frecuentemente, como las permutaciones y las combieciEn la seccion final,
“Divide y Conquista”, veremos como incorporar todas kEmicas de contesstindar
para resolver problemas mas dificiles.

Recuerda que como en cualquier otro tema, la Unica formamaerlo bien es re-
solviendo los problemas. Es por eso que cada tema tieneepmablpara que puedas
practicar.
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Enlistar los objetos
Vamos a comenzar con el siguiente problema:
Ejemplo 1 ¢ De ciintas formas podemos hacer una palabra de dos vocalestdistin

La técnica méas basica que existe para contar objetoslistadlns y contar cuantos
elementos tiene la lista. Esta técnica es (til cuandadsasque tenemos que enumerar
son pocas.

Cuando usamos esta técnica, queremos asegurarnos delgsiéo®objetos que que-
remos contar aparezcan en la lista. Es por esto que redilltafia los objetos que
contamos un cierto orden y enlistarlos siguiendo este oRBa el problema que plan-
teamos, tenemos un orden natural, el orden “lexicografiso®modando las palabras
que queremos contar como si aparecieran en un diccionadenpos enlistarlas como
sigue:

AE AIAO AUEAEIEOEUIAIE IO IU OA OE Ol OU UAUE Ul UO

Tras contar los elementos aqui, vemos queXbiEn este ejemplo tuvimos dos ven-
tajas. Una es que ya teniamos un orden natural para los iesnéa otra, que los
objetos que contamos ya tenian una forma facil de repta$es por escrito. En otros
problemas, nosotros debemos elegir nuestro orden y nuesttieion. Consideremos
otro problema en el cual enfrentaremos estas dos dificgltade

Ejemplo 2 Se tienen 6 fiios. Se elegén 3 para que trabajen en Geom@r Los otros
3 trabajaran en Combinatoria. ¢, De @ntas formas pueden quedar divididos?

Imaginemos que queremos enumerar todas las posibilidage$os equipos. Una pri-
mera observacion es que nada mas necesitamos elegiB aiidss que trabajaran en
Geometria, pues ya sabemos que los otros trabajaran ebiaoria.

Tenemos que encontrar una forma adecuada de referirnosd@ésspor escrito. Una
opcion seria darles nombres, pero esto seria engopuss,una configuracion tendria
que ser algo del estilo “Mario”, “Luis”, “Karen”. Algo que sealta mas practico es
olvidarnos de que son nifios y simplemente referirnos & eltw nmero, digamas
2,3,4,5y6.

Esta notacion nos da la ventaja de que los nUmeros, conpalasras, también tienen
un orden por si mismos. Una (ltima observacion que tesamae hacer es que en este
caso no nos importa en qué orden elegimos los nifios, pweRiglo123 es el mismo
equipo que eR13 o el 132. Una manera de enlistar a los equipos de Geometria es
primero poner a los que tengan al niiduego a los que tengan aly no al1, luego
los que tengan & y no al1 ni dos y finalmente los que tengardalpero no all, 2 ni

3. Obtendremos una lista como la siguiente:

123, 124, 125, 126, 134, 135, 136, 145, 146, 156, 234, 235, 236, 245, 246, 256,
345, 346, 356 y 456. En esta lista ya podemos contar que Bayormas posibles de
hacer equipos.

A partir de este momento ya se empiezan a ver otras dificslideléntentar enumerar
todos los objetos que queremos contar. Una vez que el pralidlemienza a hacerse
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mas grande, es mas dificil enlistar todas las posibilidgdasegurarse que realmen-
te sean todas. Es por esto que necesitamos encontrar forasagemerales de contar.
Perderemos la ventaja de poder todos los objetos posibles a cambio de padtgu-
mentarconteos mas grandes.

Problemas

1. ¢De cuantas formas podemos escrilticamo suma de algunos enteros positi-
vos si no importa el orden de los sumandos? ¢ Y si si importa?

. ¢Cuantas diagonales tiene un heptagono?
. Entrel y 100, ¢,cuantos multiplos dehay que no sean multiplos 88

. ¢, Cuantas veces al dia se cruzan las manecillas de i relo

a A W N

. ¢,Cuantos nUmeros primos hay et 100?

Dividir en casos y la regla de la suma

Hay ocasiones en las que es facil contar objetos siemprandoutengamos una con-
dicion adicional. Hay algunas otras ocasiones en las sy ordenar el conteo nos
conviene organizar a los objetos en categorias. En amksos tafilosofia sera trans-
formar un problema grande en problemas mas pequefiosvégraremos las respues-
tas de esos problemas mas pequefios para obtener laosodigtiproblema original.
Consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3 ¢Cuantos trangulos i$sceles distintos existen con lados enteros y cuyo
perfimetro sea menor o igual B)?

Para asegurarnos de considerar todos los triangulos lesgogqar de una manera orde-
nada. ¢Hay algln elemento del problema que podamos dejpafi tener problemas
mas pequefios? Una opcion podria ser dividir en casasmssgamafio de los lados
iguales, al cual llamaremaesConsiderando la restriccion del perimetro y la resificc
de la desigualdad del triangdlprocedemos de la siguiente manera.

= Sit = 1, entonces el tercer lado sblo puede mddipues un valor mayor no
cumpliria la desigualdad del triangulo.

= Sit = 2, entonces el tercer lado puede medi2 6 3.

= Sit = 3, entonces el tercer lado puede medi2, 3 6 4, pues hay que cuidar la
restriccion del perimetro.

= Sit = 4, entonces el tercer lado puede meddr 2.

= Sit > 4, entonces no hay triangulos que cumplan lo requerido,pupsrimetro
es al menog1.

1ver en el apéndice el Teorema 18.
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Tenemos una lista con los posibles casos y cuantas opdiages cada uno de ellos:
1, 3,4y 2. ¢, Qué hacemos con estos niUmeros? Sumarlos, obtenienelsuttadol 0.
Después de dividir en casos debemos de sumar las posilefidie todas las opciones,
para obtener el total de formas en el problema original. En@eblema, la ventaja al
fijar t es que en los problemas mas pequefios es facil aseguranopiaenos todas las
posibilidades.

Veamos otro problema en el cual es (til hacer este truco.

Ejemplo4 1. ¢Culntos recaAngulos hay en la siguiente figura?

2. Si se permite caminar sobre los segmentos de la fighlratecia la derecha 'y
hacia abajo, ¢ cantos caminos hay deévtice A al vértice B?

A

B

Una primera respuesta al primer inciso puede ser quer hsiyp embargo, estos sblo
son algunos de los rectangulos que se forman. Hay algunas gtie tienen lineas

adentro. Intentar contarlos a simple vista es complicads @s dificil marcar cuales
rectangulos ya hemos contado y cuales no. Sin embargenpasihacernos la siguiente
pregunta: ¢, qué vértices puedenlaersquina superior izquierdde un rectangulo? En

la siguiente figura se marcan todos los vértices que pueden ¢sta propiedad:

A C D
E F
G H

Cambiemos el problema original a un problema mas pequgetigantos rectangulos
tienen aA como esquina superior izquierda? Esta es una preguntaguibslé res-
ponder, y rapidamente se puede verificar quethdg estos rectangulos. Haciendo lo
mismo con los vértice€’, D, E, F, Gy H obtenemog, 2, 3, 1, 2 y 1 rectangulos
respectivamente. Esto nos da un total deectangulos. Una vez mas, dividir en casos
nos permitié resolver un problema atacando problemasserasllos.

La regla de la suma también se puede aplicar varias vecésromnconozcamos mas
informacion del problema. Veamos como se aplica estarebsién a la resolucion
de la segunda parte del problema. Primero, en la siguienteafigsponderemos el
problema mas sencillo de encontrar de cuantas formasypasiéegar desdd a alguno
de los vértices marcados cohcaminando sblo hacia la derecha y hacia abajo.
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A X X X
X Y Z

X X

X B

Unos segundos de reflexibn bastaran para convencernagd®hlp hay una forma de
llegar a dichos vértices. Responder esta pregunta fue éuily Ahora, ¢,como conta-
mos las formas en las que podemos llegar al véitiegeTenemos dos opciones para
haber llegado &, llegar por arriba o llegar por la izquierda. Esto nos da dosiés de
llegar aY'.

Al hacer lo mismo cor¥ llegamos a una conclusion similar, sélo que ahora tenemos
dos formas de llegar & por la izquierda (las dos formas de llegar's luego pasar a

Z) y una forma de llegar por arriba, dando un totaBdermas de llegar.

Asi, simplemente debemos segsimanddas opciones izquierda y superior en los
vértices para llegar a la Figura 4 y encontrar que el totaiaaeinos ed0.

1 1 1 1
1 2 3 4
1 1 4 8
1 2 10

La regla de la suma ewlo la primera de las dos reglas basicas de conteo. La limi-
tacion que tiene es que cuando dividimos en casos, éSicEesnos, pero a veces nos
gustaria poder tomar varias decisiones compatibles.dla del producto, que veremos

a continuacion, maneja estas situaciones.

Problemas

6. ¢De cuantas formas podemos el8giuntos alineados en el siguiente acomodo
de puntos?

7. Considera la siguiente figura. ¢ Cuantos caminos exilgtieverticeA al vértice
B tales que nunca avancen hacia la izquierda?
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8. Consideralog27 cubitos unitarios que forman un cubollg 3 x 3. ¢ De cuantas
formas es posible tomar tres de ellos con sus centros atis@ad

9. ¢Cuantos enteros positivos menore)@0 cumplen que el producto de sus
digitos es36?

10. ¢ Cuéantos puntos habra en la figura del pa8o

. e o o
. e o o e o o o o
. e o o
.
Paso 1 Paso 2 Paso 3

Decisiones compatibles y la regla del producto

Ejemplo 5 En el restaurante “Platillos Almpicos” se puede pedir una comida corri-
da que consta d& tiempos. Hay que elegir si el primer platillo va a ser sopa dedi,
consoré o ensalada. Hay que elegir si el segundo platillo va a sevao espaguetti.
Hay cuatro tipos de platillos principales: milanesa empada, filete de pescado a la
mantequilla, lasagna de verduras o enchiladas suizas. Adese puede pedir agua
de tamarindo o agua de horchata. Duraritesemanas Leo fue a comer a “Platillos
Olimpicos”. Muestra que forzosamente refiiu comida alguna vez.

En esta ocasion la pregunta no es directamente acerca @®cparo todo indica que
el camino adecuado es contar cuantas formas distintasnder @xisten. Si logramos
ver que son menos df), el nUmero de dias ensemanas, demostraremos lo que se
quiere.

Una vez mas, enlistar todas las posibilidades es una peidr ejemplo, si s6lo nos
fijamos en el primer platillo y el tipo de agua, héyposibilidades:F'T, FH, CT,
CH, ET, EH. La observacion crucial antes de empezar a hacer una latgade
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las posibilidades es que cada opcion de primer plasleompatible conada opcion
de agua. Es decir, ha/opciones de primer platillo para cada una de ellabay 2
opciones de agua, de modo que tenemos endotal= 6 opciones.

Incorporando todos los tiempos de la comida, podemos veratera similar que en
total tenemos - 2 - 4 - 2 = 48 formas distintas de pedir comida. PoiPgincipio de las
Casillag, tras49 dias Leo tuvo que repetir.

Al igual que con la regla de la suma, en ocasiones tenemos opeeiporando a nues-
tra cuenta cierta informacion que vayamos obteniendootore fijamos elementos en
el problema.

Ejemplo 6 ¢ De cliantas formas podemos elegir de entéeactores al protagonista, al
acompdante y al malo de una pgeula?

Una vez mas, tenemos un problema en el cual tenemos que deciaionesompa-
tibles Lo primero que podriamos hacer es elegir al protagorksit. se puede hacer
de 10 formas distinas. Sin embargo, una vez que escogemos agprossa debemos
elegir a alguna dkas otras9 personas como su acompanante. Ya que tomamos a estos
dos personajes, todavia hay que elegir al malo de la pelicara el cual quedan Gni-
camente’ opciones. Como tenemos que elegir al protagornydteegoal acompanante
y luegoal malo, y estas opciones son compatibles, tenemos un ®ial-d - 8 = 720
posibilidades.

Aqui vale la pena mencionar que hemos asumido implicitéengue el protagonista,
el acompafante y el malo de la pelicula son personastdistin

En ocasiones hay que inventar las decisiones compatibesejdeben de tomar. Es
decir, el problema puede parecer preguntar de cuantas$senpuede hacenacosa,

lo cual es dificil de responder. En este caso, hay que tersfnuestra decisi@mica
enmuchadecisiones pequefias que son faciles de contar.

Ejemplo 7 Se tiener20 programadores. Programan en Python, Java o C. Nadie pro-
grama en los lenguajes y cada quien programa en al menos un lenguaje. preas
formas puede pasar esto?

Intentar enlistar todas las posibilidades en este probtemaria mucho tiempo. Otra
opcion es decidir para cada lenguaje qué personas larsaBim embargo, al seguir
esta idea nos encontramos con la dificultad de no poder noetes tas hipotesis con
facilidad. En vez de esto, podemos decidir por cada progtamen qué lenguajes
puede programar. Para un programadortapciones de lenguajes de programacion
gue puede sabeP, J,C, P.J, PC 0 JC. Asi, el primer programador tierfeopciones.
Para cada una de estas opciones, el segundo programaedy tipoiones. Siguiendo
asi, vemos que debemos multiplicar veinte vec&s éé modo que ha§?° formas en
las cuales los programadores del grupo pueden saber laslesg

Problemas

11. Un namero es capicla si se lee igual de izquierda a llempee de derecha a
izquierda. ¢ Qué hay més, nimeros capictidsdigitos o des digitos?

2Vfer en el apéndice el Teorema 7.
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12. En un juego de mesa se tienen varias tarjetas. En cadetasta marcada una
de5 figuras. Esta figura puede ser de uno de cuatro colores. Agjdaiarjeta
tiene un nimero dé a 9. En cada turno se pone una tarjeta en la mesa que
cumpla cierta condicion. Esta condicion garantiza queetos un cuarto de las
tarjetas se puedan poner. Después de haber pRetigetas, aproximadamente
¢cuantas se pueden poner?

13. ¢Cuantos equipos distintos se pueden formar en um saft: nifios? ¢ Cuantas
palabras de letras, cada una de ella® b, existen?

14. ¢De cuantas formas se pueden poner tres fichas de doomsécutivas?

15. En un examen cada una de @igsreguntas tien8 opciones. Si un alumno con-
testa el examen totalmente al azar, ¢,cual es la probabdelgue tenga al menos
la mitad de las preguntas bien?

Asignaciones, permutaciones y combinaciones

Lareglade la sumay la regla del producto realmente son taarhentas mas versati-

les de conteo. Hay que aprender a utilizarlas en una graiadrde situaciones y no

deben de subestimarse. Sin embargo, hay otras técnicantm@standar que se de-
ducen a partir de las reglas de la suma y del producto, y qaadréemente se usan
para contar cosas en problemas de olimpiada. Veremos jriepemplos de cuando

usar estas herramientas y luego las enunciaremos en general

Ejemplo 8 ¢Culantos rumeros de cuatroiditos tienen todos sudgitos impares?

Esta es una aplicacion directa de la regla del productoa @ad de logt digitos tiene

5 opciones, set, 3, 5, 709, y cada eleccion de digito es compatible con las demas.
Asi, hay4® nimeros que cumplen esta condicion.

La situacion en general es la siguiente. Se tienebjetos tales que cada uno de ellos
se puede clasificar en exactamente unordépos. Es posible que haya mas de un
objeto de un mismo tipo. Como para cada uno de:lobjetos hayn posibilidades, en
total tenemosn™ formas de clasificar los objetos.

Ejemplo 9 ¢Cuanto suman losimeros dé digitos que tienen exactamente Lyun
2,un3,un4y un5?

Esta es una pregunta un poco mas complicada. Para simpéfipeoblema vamos a
dividir la suma total como sigue. En primer lugar, veremoseanto colaboran los
digitos de las unidades de todos estos numeros. En alglenestos nimeros aparece
el 1 como digito de las unidades. ¢ En cuantos? Formaremosrn&mue terminen en
1. Para contar cuantos numeros de estos tenemos, usaienegsa del producto. El
digito de las decenas ahora so6lo tienmalores posible<, 3,4 6 5. Una vez que fijemos

el digito de las decenas, el de las centenas solo flersdores posibles. Siguiendo
asi, vemos que hay- 3 - 2 - 1 = 24 numeros que terminan en Asi mismo, hay
24 nUmeros que terminen €9 3, 4 y 5. De modo que las unidades colaboran con
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(1+2+3+4+5)-24 =360 ala suma total. De manera similar, podemos ver que los
digitos de las decenas colaboran ¢bt+ 20 + 30 + 40 + 50) - 24 = 3600. Siguiendo
asi, vemos que la suma total3#) + 3600 + 36000 + 360000 + 3600000 = 3999960.

La parte que nos interesa del problema es que queremos poogtan algunos obje-
tos. En el problema, una vez que fijabamos algin digitoptoos podrian acomodarse
de4-3-2-1 = 24formas. En el problema en general, tenemabjetos distintos que
gueremos acomodar en una linea. Usando la regla del pmdurcta primer posicion
de la linea podemos poner cualquiera derlosbjetos. En la siguiente posicion, ya
so6lo tenemos — 1 posibilidades. Siguiendo asi, la peniltima posicioio podra ser
ocupada por uno d&objetos y el objeto en la Gltima quedara totalmente detexdo.
Esto nos da untotalde- (n — 1) - (n — 2)---2- 1 formas de acomodar estos objetos
en una linea. Para no escribir un producto tan largo, usrdbrse abrevia comd y

se lee % factorial”. A estas formas de acomodar objetos distingsilen una linea se
les conoce como permutaciones.

Ejemplo 10 Cuando se desarrolla la multiplica@n (x+a)(z+a)(x+b) (z+b)(x+c),
¢éen cantos sumandos el exponentexdes3?

Ejemplo 11 Se tiener8 pelotas blancas3 pelotas negras y una pelota gris. ¢De
cuantas formas se pueden colocar en una fila fiféco que nos importa es de &uao-
lor son?

Cada sumando de la multiplicacion del primer problema seobeligiendo una de las
dos letras de cada paréntesis. Asi, teneth@smandos. ¢, Como le hacemos para ver en
cuantos de estos el exponenterdes3? Para que un sumando tenga el exponente de
igual a3 necesitamos que en tres de los paréntesis multipliqueaagylen los otro2

no. Entonces, para encontrar un sumanda:¢ogs necesarielegir 3 de los5 factores,
para que en ellos tomemosday en los otros dos no. De modo que para responder la
pregunta tenemos que saber de cuantas formas podemas3abggtos diferentes de
entre5 objetos. Por el momento no conocemos esta cantidad, pepmtaimente la
Ilamaremos(g). En un momento veremos como calcular este nimero.

Para resolver el segundo problema tenemos una situacilasiUsaremos la regla
del producto. Pensemos en Iislugares que ocuparan las pelotas. La pelota gris tiene
12 posibles lugares que puede ocupar. Como en las otras péhitasnente nos im-
porta el color, no es un simple problema de permutacionasi8bargo, si de losl
lugares restantedegimoss para que en ellos queden las pelotas blancas, entonces ten-
dremos determinado completamente el acomodo. Es decstroygoblema ya nada
mas necesita saber de entieobjetos, de cuantas formas podemos elggle ellos.
Llamemos temporalmente a este nﬂmégt}.

Queremos encontrar una formula que podamos calcular(ppyepara(’y ). Mas adn,
planteemos el problema en general. Tomemos nimeros sntgrd con0 < k < n.

Si tenemos los nimeros dekl n podemos preguntarnos de cuantas formas podemos
elegir k de ellos distintos sin que nos importe el orden. Llame(@()sa este nimero.
Hay muchas formas de determinar el vaIm(Q}a, pero a continuacion mostramos una
basada en el principio de doble conteo.
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Retomemos una pregunta de permutaciones: ¢ De cuantaasfpodemos acomodar
los nimeros del al » en una fila? La respuesta et Sin embargo, hay otra forma
valida de contar las maneras de acomodar a estos nUmeuos éia.

Por ejemplo, otro procedimiento que determina completéanedmo acomodar los
numeros del aln en unafila es el siguiente. Primero, decidimos de entre losme-

ros cuales van a ser los primerogn la fila. De acuerdo con la notacion que estamos
utilizando, tenemos que eledide entrex nimeros, de modo que lo podemos hacer de
(Z) formas.Para cada formale elegir estog nimeros, ahora tenemos que decidir en
qué orden quedaran, lo cual se puede hacét ttemas. Finalmente, los Ultimas— &
nimeros ya se sabe cuales son, pero aln hay que ordet@adas) se puede hacer
de(n — k)! formas. Asi, usando la regla del producto tenemos que{heyt(n — k)!
formas de acomodar a los nimeros tal n en una fila.

Aqui viene el punto clave del Principio de Doble Conteo. @oa cuenta, tenemos
que hayn! acomodos. Con otra, tenemos que I@)/k!(n — k)! acomodos. ¢ Es esto
un error? No! Al obtener dos numeros con formas distintasryectas de contar una
misma cosa, llegamos a la conclusién de que tienen quesaiey De modo que la
conclusion que sacamos de todo esto esrdue (})k!(n — k)!, de donde se deduce
una formula explicita para lammbinaciones(}) = #Lk), A los nmeros de este
tipo se les conoce conepeficientes binomialgsla notacién(}j,) se lee 'h enk”. Es
muy importante recordar el significado combinatorio de tmficientes binomiales, no
s6lo la formula para obtenerlos explicitamente.

Regresando a los problemas planteados,@ayb 3?—;, = 10 términos que tengan a
23 yhay12(Yy) = 1241 = 12 x 165 = 1980 formas de acomodar las pelotas en una
linea si s6lo nos importa el color.

En la siguiente seccibn veremos como podemos combinastestas técnicas para
resolver problemas mas complicados.

Problemas

16. ¢De cuantas formas se pueden senf@rsonas en una mesa circular? Dos aco-
modos son iguales si al girar la mesa quedan iguales.

17. ¢Cuantos nimeros de cinco digitos distintos hay?

18. ¢De cuéantas formas se pueden col8darres en un tablero de ajedrez sin que
puedan atacarse entre si? (Unatorre de ajedrez puedeafaezas en su misma
fila o columna).

19. ¢Cuantas parejas de subconjuntos ajenos de nUmeéroal@® hay? (Dos sub-
conjuntos son ajenos si no tienen elementos en comn).

20. ¢De cuantas formas se puede emparejgeasonas?
21. Encuentra algo que se pueda haced!dé11! + 2° + (i) formas.

22. Se tienent libros de algebraj libros de combinatoria3 libros de teoria de
nameros y2 libros de geometria. ¢De cuantas formas se pueden poner en
estante si s6lo nos importa de qué tema son?
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Divide y Conquista

Una vez que tienes practica suficiente con las técnicasioreadas anteriormente, alin
hay una habilidad muy importante por aprender para podeacbien. Los problemas
de olimpiada rara vez consistiran en aplicar de golpe omadla de combinaciones
o de permutaciones. Usualmente, hay que dividir el problemgedazos pequefios, y
en cada uno de estos usar las técnicas antes mencionagagidd@prender cuando se
tiene que dividir un problema en una suma o en una multipbcad/eremos algunos
ejemplos en donde podemos aplicar el principio de Divide gdhidsta.

Ejemplo 12 En una pizzéa hay10 ingredientes. Las pizzas pedias llevan3 inge-
dientes distintos. Las pizzas medianas llevamgredientes distintos. Las pizzas gran-
des llevar ingredientes distintos. ¢ De @antas formas se pueden pedipizzas?

Como esta escrito el problema, tenemos que hacer algupasisiones. Por ejemplo,
vamos a suponer que si ordenamos una pizyduego unab es lo mismo que ordenar
unaBy luego unad. También supondremos que no importa en qué orden se ploggan
ingredientes de una pizza, sino simplemente cuales soa.r€solver este problema,
una buena meta intermedia es encontrar cuantos tipostdstle pizzas existen. Esto
lo contamos como sigue.

Si la pizza es pequefa, hay que elegde 10 ingredientes, y esto lo podemos hacer

de (130) = 3},—07', = 120 formas distintas. Si la pizza es mediana, hay que elede
10 ingredientes, y esto lo podemos hacer(?;jé = E},—%', = 252 formas distintas. De
manera analoga encontramos que (15&) = 71,—%', = 120 formas de hacer una pizza

grande. Como dividimos en casos, aqui hay que aplicar la deda suma para obtener
un total del20 + 252 + 120 = 492 tipos de pizza distintos.

Ahora tenemos que ocuparnos de la forma de hacer las 6rdéodisamos intentar
contarlas con asignaciones, pero entonces estariamasieado el error de darle un
orden a las pizzas. Podriamos intentar contarlas s6lo@mbinaciones, pero las com-
binaciones no cuentan cuando se repite un mismo tipo de.f&mza&mbargo, si sa-
bemos qué hacer en cada uno de estos casos, de modo que vieseaividir las
ordenes segln repitan pizza o no.

Si nuestra orden tiene dos pizzas iguales, entonces hayegie(micamente qué tipo
de pizza es, lo cual podemos hacer4@@ formas. Si nuestra orden tiene dos pizzas
distintas, entonces hay que elegir de entretltistipos, 2 de ellos. Esto lo podemos
hacer de(*)?) = 492191 — 120786 formas. Finalmente, como dividimos en casos,
tenemos que aplicar la regla de la suma y obtendr2@&36 + 492 = 121278 ordenes
distintas de dos pizzas.

Ejemplo 13 Gogo tiene4 amigas. Para el th de San Valeimt compb 3 peluches
iguales y2 rosas iguales, ¢ de @ntas formas puede obsequiar todos sus regalos si los
puede obsequiar como quiera?

Una vez mas, nos enfrentamos a un problema que no se puetieraesrectamente
con una cuenta de permutaciones o combinaciones aisladal. fifnblema anterior
lo Gltimo que hicimos fue aplicar la regla de la suma. En pstdlema usaremos al
final la regla del producto dividiendo el problema en los &gtes dos problemas mas
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sencillos: ¢de cuantas formas puede repartir los pel@chds cuantas formas puede
repartir las rosas?

Resolvamos la primer pregunta. Como Gogo puede repartirdioehes como quiera,
tiene varias opciones seglin cuantos peluches regaleraismea persona. Dividiremos
por casos de la siguiente manera.

= Gogo le da los3 peluches a la misma chica. Esto lo puede hacet figmas,
Unicamente decidiendo a quién se los va a dar.

= Gogo le da2 peluches a una ¥ a otra. De last tiene que elegir a una para
regalarle lo2 y de lasotras 3 tiene que elegir a otra para darle el que queda.
Esto se puede hacer de 3 = 12 formas.

= Gogo le da maximo un peluche a cada una. Tieneetpgir a3 de ellas, lo cual
lo puede hacer dé) = 4 formas.

Juntando los casos, vemos que Gogo puede regalar los pellehe- 12 + 4 = 20
formas. Con las rosas pasa algo similar. Si regala ambas solmaersona, lo puede
hacer del formas. Si regala una y una, lo puede hace@jt,t 6 formas. Asi, tiene
4 + 6 = 10 formas distintas de regalar las rosas.

Como cada forma de regalar los peluches es compatible carfeada de regalar las
rosas, hay que aplicar la regla del producto para encoht@raéde posibilidades. Asi,
Gogo tiene20 - 10 = 200 formas de darle los regalos a sus amigas en San Valentin.

Ejemplo 14 ¢ Culantas manos de dondrtienen al menos mulas?

Para este problema tenemos que recordar que el juego de@oomista de fichas con
todas las posibles parejas de nimeros éhyyes. Una mano de domind consta de
fichas (sin importar su orden) y una ficha es una mula si ambo®rgs en ella son
iguales. Dos fichas se pueden juntar por dos extremos iguales

Como una mula queda totalmente determinada por un nimer@@e entonces hay

7 mulas. Las otras fichas no son mulas y estan determinadasdeolos7 nimeros,

de modo que hajg) = 21 de éstas. Como pasan cosas distintas con las fichas que
son mulas y con las que no, resolveremos el problema contaraghbas mulas tiene la
mano.

= Sila mano tien® mulas, hay que elegirde 7 nUmeros para que sean las mulas.
Esto lo podemos hacer o(é) formas. Ademas, para cada eleccion de mulas,
entre las otra21 fichas hay que elegXpara completar la mano, lo cual podemos
hacer de(%') formas. Esto nos da un total ¢B) (%) posibilidades en este caso.

= Para una mano cahimulas hay que elegit de 7 nUmeros que correspondan a
las mulas y luego entre 183 fichas restantes elegir una para completar la mano.
Asli, en este caso ha(fg) - 21 manos posibles.

= Sb6lo hay una mano que tenga fasulas.
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Sumando las posibilidades de todos los casos, vemos quéatteteemos;) (%)) +
(7) - 21+ 1 = 4410 + 147 + 1 = 4558 manos de domind con al menbsnulas.

Problemas

23. ¢Cuéantas formas hay de llegardl@a B en la siguiente figura si inicamente se
permite avanzar a la derecha?

24. Enun grupo dé5 personas se eligira un tesorero, un presidente y un o@g@oniz
de logistica. Si no necesariamente son personas distidascuantas formas
podemos elegirlos?

25. ¢De cuantas formas se pueden coldgaelotas negras indistinguiblesdype-
lotas blancas indistinguibles alrededor de una mesa? (Bwigaraciones se
consideran iguales si una de ellas se puede obtener a paldirotia rotando la

mesa).

26. Se marca una tarjeta con undos tarjetas con up, y asi sucesivamente hasta
gue se marcan cincuenta tarjetas corbOnSe revuelven las tarjetas. ¢ Cuantas
tarjetas deben sacarse como minimo para asegurar quéssrdree se sacan hay
al menosl0 con el mismo nimero?

27. Para organizar un torneo de futbol se necesitan elegimieses distintos del
afio, con la condicion de que no tengahdias. En el primer mes habi®
dias distintos en los cuales se juegue un partido. En elnslegmes habré
dias distintos en los cuales se juegue un partido. Enieldilines habr@ dias
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distintos en los cuales se juegue un partido. ¢ De cuantass$oes posible hacer
el calendario de juegos? Recuerda que hay afios bisiestos.

28. Pichi escribe todos los nUmeros mayores)@)0 que se pueden formar con

digitosa, b, ¢, d y e (N0 necesariamente en ese orden) que cumplen la condicion
dequeb=a+2,c=b+2,d=c+2ye=d+2.

= ¢ Cuantos nimeros escribié Pichi?

= Calcula la suma de los numeros que escribid Pichi.

Conclusiones

Existen varias técnicas basicas de conteo. Las podersomsiren la siguiente
lista:

= Podemos contar objetos enlistandolos con un orden.

= Si dividimos un problema en casos y sabemos de cuantassaenauede
hacer cada caso, al final hay que sumar los resultados.

= Si tenemos que hacer multiples decisiones compatiblessgnemos de
cuantas formas se pueden hacer, entonces hay que mattiplkcposibili-
dades.

= Podemos elegir el tipo de objetos entren tipos dem™ formas distintas.
= Podemos acomodarobjetos distintos en una fila deé formas.
= Podemos elegit den objetos en(}) = ﬁlk), formas.

= Para resolver un problema grande, podemos aplicar el piindge Divide
y Conquista para resolver problemas mas pequefios y luagbinar los
resultados adecuadamente.

Para poder aprovechar al maximo estas técnicas es niecgsalas practiques.
Después de resolver varios problemas se empieza a démamroinstinto para

saber contar. Quien sabe, a lo mejor un dia de estos padnés las abejas de
un enjambre de golpe.



