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Entre los primeros puntos importantes de los triangul@segtudiamos en la olimpia-
da esta etircuncentro Este es el punto de concurrencia deradiatricesgue tiene
la propiedad de que es el (inico punto que se encuentra a faandistancia de los
vértices del triangulo, en otras palabras, podemostazairculo con centro en el
circuncentro que pasa por todos los vértices del triamdrécordemos que la media-
triz de un segmentd B es la recta perpendiculardB que pasa por su punto medio.
Empecemos con un ejemplo.

Ejemplo 1. SeaABC un triangulo equilatero. Sead’ el punto en la rect®C (dis-
tinto deC) tal que BC = BA’, B’ el punto en la rect&' A (distinto deA) tal que
CA = CB’'y (' el punto en la rectal B (distinto deB) tal queAB = AC’. Pruebe
que los triangulost BC'y A’ B’C’ tienen el mismo circuncentro.




2 Circuncirculos

Solucion. SeaO el circuncentro del BC'. Demostraremos que es también el circun-
centro ded’ B'C’, probando qu&® A’ = OB’ = OC’, y de esta manera quedara de-
mostrado que los triangulos tienen el mismo circuncentro.

ComoO es circuncentro del BC' se tiene qué) A = OB. Ademas, por seABC
equilatero,

/OBA" =180° — ZOBC = 180° — 30° = 180° — ZOAB = ZOAC".

Finalmente, por construccion, y por séBC' un triangulo equilatero, se tiene que
BA'= BC =BA = AC".

De las tres igualdades anteriorésd = OB, /0BA’ = ZOAC’',BA" = AC’, se
concluye que los tringula8BA’ y OAC’ son congruentesy entona@sl’ = OC’. De
manera analoga podemos demostrar que los trianguas’ y OC' B’ son congruen-
tes, de lo cual se concluye q0&’ = OB’, de donde se sigue qued’ = OB’ = OC’
y O es circuncentro dd’ B'C".

Una propiedad muy utilizada en la olimpiada es la relaci@tnecangulos inscritos en
una circunferencia. Como utilizaremos mas adelante estdtado, vamos a enunciar-
lo:

Teorema deIAngqu Inscrito La medida dengulo inscrito es igual a la mitad de la
medida debngulo central.

En la figura se ilustra este teorema: El angulo inscrito migeel angulo central mide
2a.

Una relacion importante que existe entre el circuncentesyalturas de un triangulo
es la siguiente:

Propiedad 1.SeaABC un triangulo cuyo circuncentro €3y seaAD la altura desde
A. EntoncesBAD = ZCAO.
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Solucion. Consideremos el circuncirculo del triangulBC' y prolonguemos la recta
AO hasta que corte al circuncirculo en un puntp. Como AA; pasa por el cen-
tro O entonces es un diametro de la circunferencia de donde se gige el angulo
ZACA; = 90° (por el Teorema del angulo inscrito). Como los anguo$A,C' y
Z/ABC abren el arcolC del circuncirculo, entonce$ABD = ZAA;C. Por otro la-
do,/BDA = 90° = ZA;CA. Estas dos Ultimas igualdades implican que los triangu-
losBDAy A;C A son semejantes, de donde se concluyeBelD = ZC AO.

Propiedad 2.SeaA BC un triangulo con circuncenti@. Entonces CBA+/CAO =
90°.

A

4%

Solucion. Como AD es altura, tenemos quéDBA + Z/BAD = 90°. Sin embargo,
LDBA = ZCBAYy porla Propiedad ¥XBAD = ZC AO. Sustituyendo las igualda-
des en la suma, obtenemos el resultado.

Esta propiedad esta enunciada aqui para los angifiisA y Z/C'AO. Sin embargo,
se puede demostrar de la misma manera que

LABC 4+ ZACO = 90°
LACB+ ZABO = 90°
ZBCA+ /ZBAO = 90°
LCAB+ ZCBO = 90°
ZBAC + ZBCO = 90°.
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a+ B +v=90°

Cuando tenemos problemas en los que se involucra al cirotroceasi siempre re-
sulta Gtil trazar el circuncirculo del triangulo y trazgiguno de los diametros. Sin
embargo, también se pueden utilizar propiedades comaiaacpbamos de demostrar
pararesolver problemas. Para ilustrar las propiedadssysmos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2. SeaA BC un triangulo de circuncentrO y seaAD la bisectriz de/ BAC
con D sobreBC'. La perpendicular &C por D corta aAO en P. Demuestre que
PA=PD.

Solucion. Demostraremos quéPDA = /PAD, lo que implica que el triangulo
ADP es isbsceles coRA = PD. Tenemos que PDA = 90° — ZADB, por ser
PD perpendicular &8C. También se tiene queADB = /DAC + ZACD, por ser
ZADB exterior en el trianguld® AC'. Entonces

/PDA =90° - /DAC — ZACD.

Por otro lado, tenemos quéPAD = /PAB — /DAB = /PAB — Z/DAC ya que
AD es bisectriz. Queremos demostrar glieDA = ZPAD, lo cual es cierto ya que
utilizando la Propiedad 2 tenemos que
/PAB = ZOAB
= 90° - ZACB
= 90° — ZACD,
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lo que finaliza la demostracion.

Ahora, vamos a combinar algunos de los resultados ya desdostpara dar una ca-
racterizacion del circuncentro:

Propiedad 3.SeaABC un triangulotal que /BAC es unanguloaguda Si O es un
punto del mismo lado de la reciC' que A tal que£BOC = 2/BAC,y OB = OC,
entonce®) es el circuncentro del trianguldBC.

Solucion. Notemos primero que el circuncentro cumple con ambas plages, es
decir, sitrazamos el circuncentro d&C, por ser/ BAC un angulo inscrito Y BOC
el angulo central tendremos queBOC = 2/BAC, ademas de qué&B = OC
porque estas longitudes son radios.

Para ver que so6lo el circuncentro cumple con esta propjegatnos lo siguiente: El
hecho de que un punt@ satisfaga qué&B = OC es equivalente a qu@ se encuentre

en la mediatriz del segmenf®C' (y de hecho el circuncentro esta en esa recta), y el
hecho de qu& satisfaga la relaciobn de angulos y que esté del mismo dadBC
queA significa queD pertenece al arco de circunferendla’ gue pasa también por el
circuncentro.

El puntoO, debera estar por lo tanto en la interseccion del arcoaorediatriz. Como
la mediatriz y el arco se intersectan en un solo punto, dicingpdebe ser Gnico, por
lo que solo el circuncentro cumple con esas condiciones.

Esta Gltima propiedad es bastante (til para demostrdngmras que no son sencillos
sin esta herramienta.

Ejemplo 3. SeaA BC un triangulo de incentrd. El incirculo del trianguldd BC' toca a
losladosBC, CA, ABenA’, B',C’, respectivamente. Séé el punto diametralmente
opuesto &, y seaD la interseccion de las lineds'C’ y A’K. Pruebe qu&'D =
CB'.
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B A’ C

Solucibn. ComoCB’ y C A’ son tangentes al incirculo des@g entonces tienen la
misma longitud. Demostrar qu€' D = OB’ es equivalente entonces a demostrar que
CD = CB' = CA’, lo cual nos dice que el problema es equivalente a demostear q
C es el circuncentrodd’ B’ D.

Observemos qu€'y D se encuentran del mismo lado de la re¢t®’. Para demostrar
queC es el circuncentro dd’ B’ D utilizaremos la Propiedad 3. Para poder aplicarla
necesitamos verificar tres cosas:

/B'DA" < 90°
/B'CA" = 2/B'DA
CA = CB'.

1. ComoC’K es diametro del incirculo, entoncgs’ A’D = 90°, por lo que el
trianguloC’ A’ D es rectangulo ed’ y el angulo/B’D A’ es agudo.

2. ComoB’ es punto de tangencia del incirculo con el latdd entonces’ I B'C' =
90°. De la misma maneraIA’'C = 90°. Como/IB'C + /ITA'C = 90° +
90° = 180°, entonces el cuadrilater® I A’C es ciclicGy L A'IB'+/A'CB’ =
180°. Esta Gltima ecuacion es equivalente’d’CB’ = 180° — 2/ A'C'B’,
puesA’'CB’ es inscrito yA'IB’ es el angulo central correspondiente. Como
ZA'C'B'+ ZA'DB' = 90°, se tiene que B'CA’ =2/B'DA’.

3. CA’ = OB’ yalo habiamos demostrado.

Como se cumplen las tres condicion€ses circuncentro del triangulB’ A’ D, y en-
toncesC'D = C'B’, como queriamos.

Ejemplo 4. SeaABC D un cuadrilatero convexo inscrito en una circunferendigua
AD es diametro, y seaR el punto de interseccion déB y CD, y Q el punto de
interseccion dedC'y BD. SeaO el punto de interseccion de las tangentesipgrC

a la circunferencia. Demuestre qQe P, ) son colineales.

1ver en el apéndice el teorema POTENCIAS.
2Ver en el apéndice la definicion ... y el teorema ... CUADRIERO CICLICO.
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D

Solucibn. Para demostrar que estos puntos son colineales, demostsageie
ZAPO = LAPQ.

Primero notemos qué ACD = ZABD = 90° ya queAD es diametro. Sea =
/BAC. Observemos que, como el trianguldC es rectangulo e, entonces

ZBPC =90° — a.

Ahora, comoOB y OC son tangentes a la circunferencia, entonces, por el Teorema
deIAngqu Seminscritd, se tiene queOBC = Z/0OCB = /BAC = «, por lo que
OB = OC'y ademas

/BOC = 180° — 2a.

Observemos que el trianguBPC es acutangulo, que el puné esta en el interior

de éste y satisfac®@B = OC ya queOB y OC son tangentes. Ademas tenemos que
/BOC =2/BPC, porlo que concluimos por la Propiedad 3 ques el circuncentro

del trianguloBPC. ComoO es circuncentro, aplicando la Propiedad 2 tenemos que
/ZBPO = 90° — ZPCB. Utilizando que el cuadrilaterd BC' D es ciclico/PAD =

180° — ZBCD = /ZPCB. Entonces

LAPO = /BPO =90° — ZPCB =90° — ZPAD.

Ahora, como/ACD = ZABD = 90°, tenemos queAC' y DB son alturas del
triangulo AP D. Luego, @ es ortocentro de este triangulo y entonéd3 es altura
también, de donde se sigue que

/APQ = 90° — /PAD.

Porlo tanto/APQ = ZAPO, y entoncesd’, O, (Q son colineales, como queriamos.

Ejercicios

1. SeaABCD un cuadrilatero ciclico tal que sus diagonalesS y BD son per-
pendiculares. Sesf el punto medio ded B y seaP el punto de interseccion de
las diagonales. Demuestra queP es perpendicular@D.

3Ver en el apéndice el teorema ANGULO SEMINSCRITO
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2. SeaABCD un cuadrilatero ciclico y seR el punto de interseccion de las dia-
gonales. Seé el circuncentro dedBP y H el ortocentro d&'D P. Demuestra
queO, H, P son colineales.

3. SeaABC un triangulo acutangulo. SedD la bisectriz del angulo ed, conD
sobreBC'y sea0 su circuncentro. La perpendiculara por D corta aAC en
el puntoB’. Demuestra quélB’ = AB.

4. SeaABC un triangulo yAD la altura sobre el lad&C. Tomando aD como
centro y aAD como radio, se traza una circunferencia que corta a la rebBta
enPy corta alarectsdC en@Q. Demuestra que el trianguld@ P es semejante
al trianguloABC.

5. Sead BC un triangulo de ortocentr y sean0O 4, O, O¢ los circuncentros de
los triangulosi BC, HC A, H AB, respectivamente. Demuestra que el triangulo
040g0¢ es congruente al trianguldBC'y que su circuncentro €9.

6. SeaABC un triangulo acutangulo de circuncentto SeaP un punto sobre
el lado BC' y sean@ el punto de interseccion del circunciculo @B con
AB (Q # B)y R el punto de interseccion del circuncirculo @®C con AC
(R # (). Demuestra que el trianguBQ R es semejante al trianguléBC' y
gue el ortocentro d®QR esO.

7. SeaABC un triangulo. Seard’ un punto en la rect®C tal queB esté entre
A'yCy AB = AB; B’ un punto enCA tal queC esté entreB’ y Ay
B'C = BC; C" un punto enAB tal queA esté entre”’ y By AC’ = AC.

Si los triangulosABC'y A’ B'C’ tienen el mismo circuncentro, demuestra que
ABC es equilatero.
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