Solucion de problemas y temas
Iniciales para la olimpiada de
matematicas

Por Héctor Raymundo Flores Cantl

El objetivo de este escrito es proporcionar un primer aceieato al tipo de conoci-

mientos y razonamientos que son necesarios para los parttes en la olimpiada de
matematicas en México. Aunque hay excelente materidiqado, tanto colecciones
de problemas como textos con teoria, muchos profesoredigipantes han manifes-
tado su dificultad para extraer el material necesario pac@iia preparacion en la
competencia. Por otra parte también espero que los temashiemas que aqui son
presentados sean de interés para cualquier otra pergenasigda en la solucion de
problemas y en matematicas. Asi como que sirva para darisida distinta de lo que

representa el verdadero quehacer dentro de la matemédgcafiero a la solucion de

problemas.

Solucibn de problemas

(Matematica es la ciencia de resolver problemas)

La solucion de problemas es considerada la mas complefasdenciones intelec-
tuales y ha sido definida como un proceso que requiere elatgnimanejo de otras
habilidades fundamentales como el anélisis, la dedocta@reatividad y la memoria.
El proceso ocurre cuando una persona (grupo, ente, ..a legar a un objetivo, pero
no sabe exactamente como proceder. Llamasobhgbn del problemgustamente a la
forma de llegar al objetivo deseado. Cuando la persona smhe proceder para llegar
al objetivo, la situacion no es considerada como problema,como un ejercicio y lo
que procede es “simplemente” seguir los pasos para llegaeabjetivo. Aunque los
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ejercicios forman parte fundamental en el proceso de aaedie la matematica, no
sera éste el énfasis aqui.

Problema 1.Encuentra la suma de todos los nUmeros impares menaré8@& 000.

Obtener esa suma usando lapiz y papel no es una soluciéfastria. Aln usando
una calculadora el tiempo requerido para hacer todas laasbate que esta opcion
tampoco lo sea. Mas adelante propondremos el problemdidees| tiempo que ésto
tardaria. Por otra parte muchas personas con conocimient@mputacion podrian
hacer un programa o usar una hoja de calculo para obtensuesa Pero asumiendo
gue no admitimos el uso de una computadora, encontrar el dala suma del pro-
blema anterior, es un buen ejemplo de una situacion qua serisiderada como un
problema para muchas personas. Sin embargo cualquiesipantie intermedio de la
olimpiada de matematicas daria la solucion a este tiparolelema en unos segundos
en media hoja de papel. Esto no porque sean “genios” sinaupdagestrategia para
este problema es uno de los primeros topicos de la olimpiadeener la suma ya no
es un problema, sino un ejercicio para ellos.

De esta forma, una situacion puede representar un prolganasalgunos y no serlo
para otros, dependiendo de la experiencia de cada uno. BedEuir entonces que un
problema se resuelve una sola vez, después se conviejeg@aie, asi como cualquier
otra situacion parecida. Una consecuencia importantstdees que cada problema de-
be intentarse durante un tiempo suficiente antes de regisallicion. Las personas
gue buscan la solucion “al final del libro” antes de hacenterito serio por resolver
el problema, estan desperdiciando una oportunidad eatie®jercitarse en sus habili-
dades que nunca podran recuperatr.

Los problemas, tal como los definimos, aparecen constantenea todas las areas
del conocimiento y en cualquier sector, como la industada,flegocios, la economia,
la politica, la administracion, asi como en todas lagdis naturales e ingenierias.
Es practicamente imposible encontrar alglin area dondeaya problemas. En todas
partes nos enfrentaremos en algin momento con querer Beglgo, pero no saber
como proceder.

Olimpiada de Matematicas

Uno de los objetivos centrales de la olimpiada de matemmgtes identificar y fomentar
la capacidad de los participantes para resolver probleviaasean problemas de ma-
tematicas o problemas no matematicos que requieren elaigtetodos matematicos
para obtener su solucion. La olimpiada de matematicassepta un marco excelente
para ejercitar la habilidad para resolver problemas dehidae estos sbélo requieren
de conocimientos relativamente elementales en matessatia mayoria se resuelve
con lo que aparece en el programa de estudios de nivel se@uriia particular, no

requieren de trigonometria, calculo ni geometriainal Pero la dificultad de los pro-
blemas no esta en el conocimiento de los temas mateméatinon la habilidad del
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alumno para organizar, controlar y usar adecuadamenteesosimientos para hallar
la solucion del problema. Los problemas iniciales de oiadp estan mas relacionados
con el tipo de problemas que aparecen en las pruebas de fenttie estudiantes co-
mo PISA, ENLACE, TIMSS, etc. De hecho la olimpiada de matiéraé es una forma
excelente de preparar a los alumnos para estas pruebaglifaiesrio.

En los entrenamientos para la olimpiada de matematicds, wez que propongo un
problema a un nuevo alumno, el primer comentario que haceNzssé qué hacer.- A
menudo no tardan mas de un minuto en hacerlo. Mi respuest&EEACTO! Por eso
es un problema. Si supieras qué hacer, seria un ejerdita@er ejercicios es impor-
tante en el proceso de reforzar los conocimientos apresdiés también importante
en la olimpiada de matematicas, pero es algo que los alupueren hacer general-
mente por su cuenta o con tareas. La parte mas importands @atrenamientos es la
solucion de problemas, no de ejercicios. El propositoessadollar la capacidad para
resolver problemas y resolver cada vez problemas maslei Aunque existen mu-
chas estrategias para resolver problemas, lo que es inéuskalue para mejorar es
necesario practicar. Enfrentarse a ese “no sé qué hacer”.

Temas de Matematicas para la Olimpiada

Antes de resumir los temas de matematicas mas utilizadda elimpiada de ma-
tematicas, es necesario mencionar que lo mas imporgaee)as de la concentracion
y la paciencia, es el sentido comln y la légica. De heche@pums pensar en la logica
como sentido com(n bien estructurado y no por nada es lkagamtral de la matemati-
ca. Los razonamientos deben ser, antes que nada, coriestosepresenta tener bien
claras las relaciones entre causas y consecuenciasy legicexibnes correctas basado
en la informacion que esta a disposicion.

Es necesario ser precavido. Reconocer lo falso de lo cormecsiempre es tan facil.
No todos los razonamientos que parecen correctos, sorctusr&n el lenguaje de la
lbgica se llama falacia a un razonamiento falso que pamtecto o razonable.

Problema 2.Si 3 gatos caza# ratones er3 minutos, ¢cuantos minutos tarda un gato
en cazar un ratbn?

Una gran cantidad de alumnos responden que un gato caz@areratin minuto. Esto
suena “razonable”, pero es falso. En este caso, basta pgnpaco mas el problema
para encontrar la respuesta correcta. Se espera que lascsarticipantes sean cui-
dadosos y capaces de resolver problemas de razonamigitio. |6

Problema 3.Andrés, Benito, Carlos y Daniel tienen sus oficinas en etmisdificio.
Uno de ellos es abogado, otro es banquero, otro es contadiar gsodentista. Si tene-
mos la siguiente informacion: - Daniel es cliente del alolmga El contador es amigo
de Benito, pero ninguno es cliente del otro. - El dentistagtieomo cliente a Daniel. -
Ni Andrés ni el dentista conocen a Carlos. ¢ Como se llaraba@jado?
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Este problema requiere extraer la informacion, represkEnbrdenadamente y hacer
deducciones correctas. La dificultad de resolver el probBemadica muchas veces en
no poder extraer toda la informacion que ofrece el enuwnaigd problema.

Los temas de matematicas que mas son necesarios en laaolarge matematicas se
dividen en cuatro areas principales que son: geometdgenraticas discretas, teoria
de numerosy algebra. Muchos de los temas estan inclamltws programas de educa-
cion basica y secundaria. A pesar de esto, en los entrengsisiempre es necesario
dar un repaso a esos temas enfocandose, no en aprendesdasleanemoria, sino en
entender los conceptos de forma tal que puedan ser utizadta solucion de proble-

mas no triviales. Veremos ahora de forma breve los contemidocipales de cada una
de estas areas.

Geometria

Los problemas de geometria son (por mucho) los mas conemrlasolimpiada de ma-
tematicas y los que menos son tratados en las clases eruklaeddno de cada tres
problemas en los examenes de olimpiada son de geomeatenéiria se refiere a la
geometria del plano y del espacio, no a la geometriatamaatii a la trigonometria. Se
requiere de los resultados de angulos entre paralelgs|dmopuestos por el vértice,
suma de angulos en un triangulo, definicion de tipos dadulos (equilatero, isbsce-
les, triangulo rectangulo, etc.), postulados de tridog congruentes, area de figuras
elementales y el teorema de Pitagoras. En entrenamieosbsripres se cubren mas
temas de geometria, pero el énfasis esta en el razonagieomeétrico y no en apren-
derse férmulas.

Problema 4.En dos caras no opuestas de un cubo se trazan diagonales dearto
de los vértices. Encuentra la medida del angulo formatte etlas. (Nota: Un cubo es
una figura solida formada por seis caras cuadradas, se pagedar en un dado.)

Matematicas discretas

Este tema se refiere a las situaciones donde se trata comtafinitos o conjuntos
que pueden enumerar§g 2, 3, ...). Los problemas de este tipo incluyen temas de
combinatoria, permutaciones, principios de conteo, adngly otros que se cubren en
etapas posteriores. Algunos de los problemas mas intgessson de conteo. Aunque
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los nifios aprenden a contar desde los 4 afios, contar poests tan facil algunas ve-
ces.

Problema 5. ¢ Cuantos caminos distintos se pueden seguir para llejpudi® A al
puntoB en la figura de la “torre petrolera” si s6lo esta permitidoverse hacia abajo
y hacia los lados, pero no hacia arriba?

A

Teoria de NOmeros

En algunos libros se le llama también aritmética, peroenefiere sblo a saber sumar,
restar, multiplicar y dividir. En teoria de nimeros sdérsobre problemas que se re-
fieren a las propiedades de los nimeros entgros —3,—2,—1,0,1,2,3,...}. Son
importantes los conceptos de multiplo, divisor, maxiramén divisor, minimo comin
maltiplo, nimero primo, factorizacion en primos, algmo de la division, residuo y
sistema decimal.

Problema 6. Es facil ver quel, 000 x 1,000 = 1,000, 000. ¢Existen dos nUmeros
enteros que no tengan ceros como digitos y que al multifdeden como resultado
1,000, 000?

Algebra

Aunque el algebra esta bien cubierta en el programa destagkas, los problemas de
algebra suelen ser los mas complicados para los pariteipaesto a pesar de que no
se utilizan temas avanzados. Se requiere manipular egpezssalgebraicas, conocer
los identidades o productos notables (diferencia de cdadrarinomio cuadrado per-

fecto, suma y diferencia de cubos), factorizacion, leyekbd exponentes y radicales,
solucion de ecuaciones y sistemas de ecuaciones linsalesjones de la ecuacion

cuadratica, razones y proporciones (regla de tres), psagres aritméticas, progresio-
nes geomeétricas y desigualdades. El problema 1, por ejemggresenta una progre-
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sion aritmética, pero hay otros tipos de problemas.

Problema 7.Si x, y son dos nUmeros que cumplen

r+y = 1,
$2+y2 - 9

encuentra el valor de® + 5.

Estrategias elementales para resolver problemas

Ya en 1945 Polya escribi6d un libro sobre el tema de solud@®problemas. Se mencio-
nan 4 pasos en el proceso de solucion. Entender el probieroer, un plan, desarrollar
el plan e interpretar los resultados. Pocas personas astgtumbradas e seguir estos
pasos. La mayoria de las personas espera que la ideaterplama resolver el problema
se le ocurra de forma milagrosa y no esta dispuesta a “petdiempo” con ideas o
planes que no llevan a la solucién. Pero cuando tenemosaltepna, no es posible
predecir si una idea sera (til o intil sin haberla desikdo.

Las buenas ideas provienen de la experiencia,
la experiencia proviene de las malas ideas.
Proverbio de los nativos americanos.

En ocasiones la “idea brillante” se nos ocurre, pero ésta palo cuando el problema
es suficientemente sencillo comparado con nuestra expitjeron problemas mas
complicados es necesario ayudarnos. La generacion de ydglanes es un proceso
creativo. ¢, Qué hacer cuando no tenemos ideas? Algunaseiiategias mas comunes
y (tiles son muy conocidas y consisten en concentrarsegemalde los siguientes
puntos.

a) Reconoce correctamente los datos, las variables yaigetel problema.
b) Concentrarse s6lo en una parte del problema.

¢) Intentar dar valores a las cantidades desconocidas.

d) Hallar un problema mas simple parecido o relacionado.

e) Suponer que ya se llegd a la solucion, ¢ qué se puedeidddeso?

f) Tratar de presentar la informacion de forma distintacémain diagrama, grafica
o tabla).

Hay una gran cantidad de estrategias adicionales. Se readanconsultar especial-
mente [1] y [4] de la bibliografia.

En los problemas, 5 y 6 evidentemente una de las cosas que dificulta los proble-
mas es la magnitud. En todos los problemas donde la dificattdal magnitud de una



Solucion de problemas y temas iniciales para la olimpiada de mateaticas 7

cantidad, una estrategia es imaginar que esa cantidad es yngatar de resolver el
problema que resulta. En el probletheaale la pena concentrarse solo en una parte del
problema, digamos el nUmero de gatos. Si imaginamos quelesero es fijo y anali-
zamos qué pasa con las otras cantidades, no tardaremoliagiehsolucion correcta.
En el problema& conviene representar la informacién de alguna maneralyisarque
es dificil mantener todos los datos en la mente como parer i@ razonamientos.
En el problemat podria ser suficiente construir un pequefio modelo pargesbsar
cual es la respuesta. La justificacion es un poco masatdigligya que es una demostra-
cibn geométrica. Pero es conveniente meditar en la ptagg@omo justifico que un
angulo midex grados? En el probleniala respuesta no €5 y aunque es posible re-
solver el sistema de ecuaciones, hay una solucibn masesi@®pnviene observar bien
los elementos que aparecen (cuadrados, suma de cubosmbadsucubos se puede
factorizar, pero ¢ qué te recuerda la expresidn- y2? ¢Conoces algo en algebra que
contenga esa expresion?

Lista de problemas

Como lo hemos mencionado, lo méas importante al enfrengatseproblema es con-
centrarse y ser paciente. Los problemas presentados w&nonfcreados o elegidos
de forma que pueden ser resueltos con un minimo de conadtsitedricos para las
primeras etapas de la olimpiada de matematicas en Nueww, befo no por esto son
faciles. No estan ordenados necesariamente por gradificldtdd. Esto en parte por
lo complicado de determinar la “dificultad” de un problemex,gstambién porque nor-
malmente no es conveniente para el alumno saber de anteirelnwablema es facil
o dificil. Recomendamos dedicar no meno=2deé 30 minutos a cada problemay en
caso de no poder encontrar la solucion, generar muchas idea

Problema 8. El primer examen selectivo para la olimpiada de matem&gcaNuevo
Lebn tiene20 preguntas. Cada pregunta tiene un valoBdauntos si es contestada
correctamentd) puntos si es contestada equivocadamentpynto si se deja sin con-
testar. La calificacion de los participantes es la suma si@lmtos obtenidos en los
20 problemas. ¢ Cuéantas calificaciones distintas se puedenesten el examen? Si el
examen es de opcion multiple y cada problema ti€mpciones, qué conviene mas,
¢adivinar las respuestas o dejar el examen sin contestar?

Problema 9.En la figura se muestra un triangulo y un hexagono regulga mtersec-
cion es una figura d&lados (un triangulo). Dibuja un hexagono regular y uartglo
(no tiene que ser equilatero) de modo que la figura formadkpoterseccion de am-
bos tenga el maximo nimero posible de lados. Justifica qs posible obtener otra
figura con més lados.
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Problema 10.Supongamos que desea resolverse el probleffeasuma de todos los
impares menoresh 000, 000) haciendo toda la operaciéon:

14+3454+7+9+11+---4 999,997 + 999,999 =

en una calculadora. Si tardamos 1 minuto en presidd@rteclas de la calculadora,
¢écuanto tiempo tardaremos en obtener el resultado de &?sum

Problema 11.En una pizzeria las pizzas medianas midegrulgadas de diametro y
cuestar55. La pizza familiar midel6 pulgadas de diametro y cuesté5. Un gru-

po de amigos quiere comprar varias pizzas, no saben si cosgisgpizzas medianas
o comprar dos familiares. ¢ Cuéal de estas dos opciones ieasigizza por su dinero™?

Problema 12.EI precio de los dulces en una tienda es men®2.80, pero mayor a
$1.03. En la tienda se vendieron todos los dulces a un totdl3det5. Si todos los
dulces valen lo mismo, ¢ cuantos dulces se vendieron?

Problema 13.El lado del cuadrado grande mid@ metros. Si se unen los puntos
medios de los lados con los vértices, ¢cual es el areaudelrc central? Nota: La
respuesta no x5 m?2.

Problema 14. Encuentra todos los valores de x que sean solucion de lxiéoua
87 42 =47 4271,

Problema 15.Considera una piramide triangular formada por cuatamgiilos equilate-
ros (también se llama tetraedro regular). Llamamos aéoscesA, B, C, D. Si E es
el punto medio ded B, F' es el punto medio ddC'y los cuatro triangulos equilateros
tienen lados de longitud@s:m, encuentra el area del trianguldF F.
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A

D

Problema 16.Encuentra (sin usar calculadoray sin aproximar con deeishal valor
numeérico exacto de la siguiente expresion:

\/4+g\f7+ 4—gﬁ.

Problema 17.Los nimeros de dos digitd8 y 46 tienen la curiosa propiedad de que al
multiplicarlos el resultado es igual al obtenido si camhbara posicion de los digitos
de cada uno. Es dedi x 46 = 69 x 64. Determina si que existe otro numero de dos
digitos; distinto del6, que tiene la misma propiedad al multiplicarlo 96t ¢ Cuantos
numeros diferentes hay con esta propiedad?

Problema 18.En un baile habi&8 personas)N de ellas eran mujeres. La mujér
baild con5 hombres, la muje? baildé con6 hombres, la mujes baildb con7 hombres

y asi sucesivamente hasta la mujegue baildé con todos los hombres. ¢ Cuantos hom-
bres y cuantas mujeres habia en el baile?

Problema 19.Un légico (L) y un mateméatico (M) son amigos y cumplen aébsiis-
mo dia. En una de sus fiestas de cumpleafios platican sabrespectivas edades.
Aqui esta el dialogo:

L: Estoy pensando en tres nimeros enteros que multiplscdaio 2450 y sumados dan
tu edad.

M: Después de pensarlo mucho, no puedo saber con segundadies nimeros estas
pensando.

L: Cada uno de los nUmeros es menor a mi edad.

M: Ahora ya sé cuales son los numeros en los que estaampéns

Encuentra las edades de ambos amigos.

Problema 20.Un grupo de pintores debe pint29 puertas de las cualés6 puertas
deben ser pintadas de blancoy el resto deben ser pintadagie Durante la primera
mitad del dia todos los pintores se dedican a pintar puelaasas. En la segunda mitad
del dia, la mitad de los pintores pintan puertas blancasogréamitad pintan puertas
negras. Las puertas blancas quedan terminadas justo @& mehprimer dia, pero no
todas las negras. El siguiente dia es dedicado por un st piara terminar de pintar
el resto de las puertas negras. ¢, Cuantos pintores habia?
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Consideraciones finales

Como sugerencia para los profesores es necesario mengignbos problemas deben
ser, antes que nada, interesantes y estimulantes paraosad. Pocos estan dispues-
tos a dedicar 30 minutos a pensar una situacion que padiosde aburrida. También
es importante no enfrentar a los alumnos con problemas dmhoadificiles (ni de-
masiado faciles). Los problemas faciles aburren y lokitgs frustran. Tampoco es
conveniente dar la solucion de los problemas. Es preéedat sugerencias, especial-
mente tratar de imaginar, ¢como se le puede a alguien habsido esta idea? Lo
mejor es impulsar al alumno para que tenga sus propias ideas.

También recomendamos no descartar las ideas de los alwinsms diferentes de las

soluciones conocidas. No debemos olvidar que el proposites solamente hallar la

solucion, sino aprender y desarrollar las habilidadea pesolver problemas. De esta
forma, sin importar si al final se resuelve el problema o remgire sera de beneficio

para el alumno (y el profesor).

Esperamos que este material pueda servir como una intrégduamigable a los pro-
blemas y temas propios de la olimpiada de matematicas.sTlmdoinvolucrados en
estas competencias sabemos que la primera impresionrabesgea estos problemas
por parte de alumnos y profesores, no siempre es faciltdenisa gran cantidad de
material publicado en la Web pero no aparece ordenado pdo gadificultad y suele
ser complicado encontrar el material adecuado. Para agueditores que desean con-
tinuar conociendo problemas interesantes y mejorando ahiidades para resolver
problemas usando material escrito, recomendamos loesigsilibros.
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