Algunas demostraciones del
teorema de Pitigoras

Por Ana Rechtman Bulajich

Nivel basico

El teorema de Pitagoras es sin duda uno de los mas utikzados problemas de
geometria de las olimpiadas. En este texto vamos a pres@ni@s demostraciones de
dicho teorema, y una de su reciproco. Empecemos con un pedustdria.

Pitagoras naci6 en la isla de Samos, en Grecia, en el #iari8s de nuestra era. Sien-
do muy joven viajo a Mesopotamia y Egipto para estudiar osriilosofos de la época.
Tras regresar a Samos, finalizé sus estudios con Hermodn&amos. Ahi, fundb su
primera escuela. Posteriormente, abandon6 Samos y béeegiaen la Magna Grecia:
en Crotona, en el sur de Italia, alrededor del afio 525 detnauesa, donde fundo su
segunda escuela. Las doctrinas de este centro culturateggimas por reglas muy es-
trictas de conducta. Su escuela estaba abierta a hombregsemindistintamente, y
la conducta discriminatoria estaba prohibida (exceptaaitipconocimiento a los no
iniciados). Sus estudiantes pertenecian a todas las ralig®nes, y estratos economi-
cos y sociales. Tras ser expulsados por los pobladores den@rdos pitagoricos se
exiliaron en Tarento, donde Pitagoras fundo su tercenasis.

Pitagoras era ciertamente instruido, aprendio a todaalaa escribir poesia y a recitar
a Homero. El esfuerzo para deducir la generalidad de unrteomatematico a par-
tir de su cumplimiento en casos particulares ejemplifica &oaho pitagbérico para la
purificacion y perfeccion del alma. El método pitagorensefnaba a conocer el mun-
do como armonia; en virtud de ésta, el universo era un cesamoconjunto ordenado
en el que los cuerpos celestes guardaban una disposiciim&a que hacia que sus
distancias estuvieran entre si en proporciones simitalas correspondientes a los in-
tervalos de la octava musical. En un sentido sensible, lamiarera musical; pero su
naturaleza inteligible era de tipo numérico, y si todo eraania, el nimero resultaba
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ser la clave de todas las cosas. La voluntad unitaria de faid@pitagorica quedaba
plasmada en la relacion que establecia entre el ordenicdy el moral. Para los pi-
tagoricos, el hombre era también un verdadero microcegme! que el alma aparecia
como la armonia del cuerpo.

Los pitagoricos atribuian todos sus descubrimientogagBias por lo que es dificil de-
terminar con exactitud cuales resultados son obra deltrogesuales de los discipulos.
Entre estos descubrimientos esta el teorema de Pitggoriasido a los pitagoricos.

Teorema 1 (Pitagoras) SeaABC un triangulo recangulo, tal que ehngulo ABC
mide90°, entoncesA B? + BC? = AC?.

A

™~

B C

El reciproco del teorema de Pitagoras también es ciestdecir,

Teorema 2 SeaABC un triangulo. SiAB? + BC? = AC?, entonces éinguloABC
mide90°.

Estos dos teoremas se pueden escribir en un solo enunciado,

“El anguloABC de un tranguloABC mide90° si y solamente si
AB? + AC? = BC?!

Anteriormente a la escuela pitagorica, se conocian, esopt#amia y en Egipto, ter-
nas de valores que se correspondian con los lados de nguigarectangulo, y se
utilizaban para resolver problemas referentes a losgukns rectangulos. Este hecho
esta indicado en algunas tablillas y papiros, pero no hdupado ningin documento
gue exponga la relacion para TODO triangulo rectandwdgiramide de Kefrén, que
data del siglo XXVI a.c., fue la primera gran piramide quesastruyd basandose en
el llamado triangulo sagrado egipcio, cuyos lados estapreporcion 3-4-5. Actual-
mente, a las ternas de nUmeros naturales que pueden serdéades de los lados de
un triangulo rectangulo se les llama ternas pitagoricaa terna de niUmerds, b, ¢)

es pitagorica si? + b = 2.

Demostraciones del teorema de Fagoras.

El matematico estadounidense E. S. Loomis, catalogd 36&bps diferentes en su
libro The Pythagorean Propositiol\qui vamos a explicar algunas de ellas. Empeza-
remos por las demostraciones que se les atribuyen a algustesnaticos griegos, y
dejaremos al final las demostraciomgeaficasque son las mas conocidas actualmente.

Demostracbn que algunos autores adjudican a Pégoras
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Esta es una demostracion que utiliza la semejanza dguiiés). Primero, necesitamos
demostrar la siguiente proposicion basica, que nosgitn otras demostraciones.

Proposicion 3 (Suma de losangulos internos de un triangulo) La suma de loangu-
los internos de un téingulo es igual a80°.

SeaF DF un triangulo cualquiera. Tracemos la refta paralela aD F' que pasa por
E.

S E T

D F

Entonces, la relacion de los angulos entre paralétaglica que
LEDF + /DFE+ /FED = /ZSED+ /TEF + ZFED,
que es claramente iguall&0°. Esto demuestra la proposicion.

Regresemos ahora a la demostracion del teorema de Rigagomemos un triangulo
rectanguloABC, y seaP la base de la altura del trianguloBC sobre la hipotenusa.

A

B C

Observemos que el angul6ABP es igual a«BCP, ya que como la suma de los
angulos internos de un triangulo es iguesa®,

ZABP =180° — (LPAB 4 90°) = £ZBCP.
Analogamente,
/PBC =180° — (/BCP +90°) = ZPAB.

Por el criterio AA de semejanZaenemos que los triangulesBC, BPC'y APB son

1ver en el apéndice la definicion SEMEJANZA.
2Ver en el apéndice el teorerNGULOS ENTRE PARALELAS.
SVer en el apéndice el criterio AA.
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semejantes. Entonces,

AB  AC ,
BC  AC ,
C = BO = BC“=AC x PC.

Luego,AB? + BC? = AC(AP + PC) = AC?.
Otra demostracion utilizando semejanzas de trangulos

Empecemos considerando dos triangulos rectangulogaetes DF'y EGH.
H

E D G

Queremos demostrar que la razon entre las areas dedogufos es igual al cuadrado
de su razbn de semejanza. La razon de semejanza es igual a
ED DF
=== ——.
EG GH
Como los triangulos son rectangulos tenemos que
- EDXDF
aredLDF) ==5— .2
P ~ EGxcH ~ '
ared£GH)  Bexcd
Es decir, la relacion entre las areas de dos trianguttiamgulos semejantes es igual al
cuadrado de su relacion de semejanza.
Regresemos a nuestro triangll@C, con P la base de la altura sobre la hipotenusa.
Vamos a volver a demostrar el teorema de Pitagoras.

A

B C
Sabemos que los triangulésPC' 'y AP B son semejantes, luego
ared BPC) (BC) 2

ared APB) \ AB



Algunas demostraciones del teorema de Rigoras 5

entonces
aredBPC) éaredAPB)

BC?2  AB?2

Escrito de otra forma,

AB*[ared BPC)) BC?[ared APB)]
AB?[ared BPC) + aredAPB)) [ared APB)|(AB? + BC?)
ared BPC) + aredAPB) aredAPB) aredBPC)

AB? + BC? AB2  B(C?

Por otro lado, como los trianguldsPC'y ABC son semejantes tenemos que

aredABC) aredBPC) aredBPC) + ared APB)
ACc? BC? AB? + BC?

Como aregABC') = ared BPC') + ared AP B), concluimos que

AC? = AB? + BC?.

La demostracion de Euclides

El filosofo Euclides, quien vivid alrededor del afio 30@esde nuestra era, es conside-
rado el padre de la geometria del plano, que en su honor esidarcomo geometria
euclidiana. La demostracion que vamos a explicar es la pareee en su librhos
ElementosPara la demostracion necesitamos probar el siguientéads, que utili-
zaremos también en otras demostraciones.

Proposicion 4 Un paralelogramadA BC' D y un trianguloE BC tienen la misma base
BC'y el \értice E est en la recta que contiene AD. Entonces ehrea del paralelo-
gramo es el doble que érea del tréingulo.

A D E

|
h |

La demostracion de esta proposicion es muy sencilla:Saaistancia que hay en-
tre las rectas paralelas que contienen los segmehiby BC. Entonces, el area del
paralelogramo es igual BC x h y el area del trianguld@ BC' es igual a@, sin
importar donde esté el punto, siempre y cuando esté en la recta que contiébe
Demostremos ahora el teorema de Pitagoras.A38@ un triangulo rectangulo, cuyo
angulo recto est BC'. Dibujemos en cada lado del triangulo un cuadrado.
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I
H
D A
E B C
F G

ComoBC(C es paralelaa D, tenemos que los triangulasD By ADC tienen la misma
area (esto es una consecuencia de la proposicion ajitédara, si rotamos el triangu-
lo ADC en el vérticeA, de forma que el ladelC coincida conAl y AD con AB,
concluimos que los trianguld DC'y ABI son congruentésEn particular, tienen la
misma area. Por lo tantelDB y ABI tienen las mis area.

Tracemos la recta paralelasl por B, y seaP su punto de interseccion cofiC.

La proposicion 4 implica que los triangulosBI y API tienen la misma area, ya
que BP es paralela @1. Entonces, los trianglod DB y API tienen la misma area.
Observemos que el area del cuadradoF B es igual a dos veces el area del triangulo
ADB e igual aAB?. Ademas, el area dd PQI es dos veces el area del triangulo
API, que también es igual al area d® E B, y que también es igual AB2.

“Ver en el apéndice la definicion CONGRUENTES.
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Haciendo lo mismo para el rectangtd@’ H Q, concluimos que su area es igudka2.
Por lo tanto,AC? que es igual al area del cuadrad@’ H I, es igual a la suma de las
areas dedPQIy PCHQ, que es igual ?d B2+ BC?. Es decirAC? = AB? + BC2.

2
AB* 7
/
A /
,/  BC?
/
AB? ,/
/
/
B C
BC?

La demostracion de Pappus

Pappus naci6 en Alejandria, de ahi que se le conoce coppuPde Alejandria, apro-
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ximadamente en el afio 290 de nuestra era y muri6 alrededil@560. Es considerado
como el Gltimo de los grandes gedbmetras griegos. La deawidh de Pappus esta tam-
bién basada en la proposicion 4, y la describiremos araation.

SeaABC un triangulo rectangulo y dibujemos en cada uno de suslad@uadrado.
SeaP la base de la altura sobre la hipotenusa, y continuemos et €n las dos
direcciones: por un lado hasta el purdo que es la interseccion cdi/; y por otro
lado hastd” que es la interseccion con la prolongacionfdeé. ComoEC es paralela
aF'Gy AF es paralela @FE, el puntoT esta en la interseccion de las rectéS y
DE.

1
Q
H
D A
P
E B C
Al
T F G

La proposicion 4 implica que los paralelogramb®EB y AA'T B tienen la misma
area. Ademas, los lados el trianguBET cumplen queAB = BE, BC = ET
y AC = BT. Luego,BT = AA’ = AC = AI y los paralelogramosiA’T B y
APQI tienen la misma area. Analogamente, concluimosBi€’C'y PC H() tienen
la misma area. Calculando estas areas en términos dados tel trianguldA BC
concluimos queiB? + BC? = AC2.

Algunas demostraciones gificas

Como siempre tomemos un triangulo rectangdi®C'. Llamemosz, by ¢ a las longi-
tudes de los ladod B, BC'y AC, respectivamente. En la figura, los cuatro triangulos
son congruentes entre si y congruentesizC'.
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Entonces, tenemos que el area del cuadrado grande es iguslima de las areas de
los cuatro triangulos mas el area del cuadrado peqesfaecir,

b
2 = 4(@; )—i—(b—a)2
= 2ab+b% —2ab+ a® = a® + b2,

Lo que demuestra el teorema de Pitagoras.

Dejamos como ejercicio para el lector desarrollar los ramtiantos que pueden acom-
pafar las siguientes figuras para demostrar el teoremdatoRis.

Ejercicio 1. En cada figura, los cuatro triangulos son congruentes catosa, b e
hipotenusa:.

Ejercicio 2. En cada figura, los cuatro triangulos son congruentes catosa, b e
hipotenusa:. Demuestra que las dos figuras tiene la misma area (la déntenares
igual ac? y la de la segunda@ + b?).
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Ejercicio 3. En la figura, el punt® es el centro del cuadrado de laB@” (¢ podria ser
otro punto?) y se trazaron por este punto una recta paralalaipotenusa y otra per-
pendicular a la hipotenusa. Si recortas este cuadrado gloaglrectas obtienes cuatro
piezas. Acomoda estas cuatro piezas y el cuadrado dedl&ddentro del cuadrado de
lado AC, para encontrar otra demostracion del teorema de Paagor

Demostracbn del redproco del teorema de Pidgoras

Vamos a dar una demostracion del reciproco del teorematagoPas, que es la de-
mostracion que aparece en el lilros Elementode Euclides.

SeaABC un triangulo tal quelB? + BC? = AC?, vamos a demostrar que el angulo
ABC es recto. Tracemos el segmed@ que mide lo mismo qu&C'y es perpendi-
cular aAB.
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D B c

ComoABD es un triangulo rectangulo tenemos qub? = AB? + DB? = AB? +
BC? = AC?, esdecitAD = AC. Luego, los triangulogl BC' 'y ABD son congruen-
tes pues sus lados miden lo mismBsto implica queZABC = ZABD y el triangulo
ABC es rectangulo.

Ejercicio 4. Encuentra otra demostracion del reciproco del teorenfitélgoras.

Ejercicios

Los problemas de practiéa 10y 18 de este numero utilizan el teorema de Pitagoras.
Te invitamos a resolverlos.
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1.- E. S. LoomisThe Pythagorean PropositioPNCTM. Michigan, 1940.
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SVer en el apéndice el CRITERIO CONGRUENCIA LLL
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