Algunas maneras de usar la
potencia
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Nivel Avanzado

Hay en las matematicas trucos que resaltan por la varieglaiuwhciones en las que
se aplican. Para estas notas se eligid uno muy til que pava decidir si algunos
puntos estan sobre una circunferencia. Recuerde queunéssdeterminan una Gnica
circunferencia (el circuncirculo del triangulo de vées los tres puntos); cuando en-
contramos condiciones para que cuatro o mas puntos edies waa circunferencia,
estamos ante una situacion que resulta, por lo menos esaigmte. Pero bien podria
ser tal situacion un teorema, un problema o un ejerciciaiAq veran resultados que
han surgido en diferentes contextos que tienen en comiparagustificarlos o resol-
verlos es suficiente encontrargatenciade algunos puntos.

La potencia de un punto

Iniciemos con unas observaciones sobre la geometria dtelaferencia.

1. Sidos cuerdasiB y C'D de una circunferencia se intersectan en un pufito
entonces’A- PB = PC - PD.

El punto de intersecciof se podra encontrar sobre, dentro o fuera de la circun-
ferencia. En el primer caso ambos miembros de la ecuacibneso (ya que®
coincidiria cond 6 By conC 6 D) y en tal caso la igualdad es inmediataFSi

se encuentra en el interior de la circunferencia o en eliext@omo se muestra
en las figuras ), los trianguld3AD y PC B son semejantes ya que los angulos
/PADYy ZPCB soniguales (por abrir el mismo arco en el primer caso y, en el



2 Algunas maneras de usar la potencia

segundo por ser ciclico el cuadrilatet@C D); y por la misma razén los angu-
los/PDAy /PBC soniguales. Luego, la semejanza garannza%e: %
y entonces?A- PB = PC - PD.
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2. SiA, By T son puntos sobre una circunferencia y si la tangenté&'eimterseca
en un puntaP a la prolongacon de la cuerdad B, entonces?T? = PA - PB.

Como el angulo semiinscrito es igual al angulo inscrite ghre el mismo arco,
esto es/ATP = /TBPycomo/TPA = /BPT, resulta que los triangulos
PTAy PBT son semejantes, por tanf = £2, luegoPT? = PA - PB.

Las dos observaciones son propiedades métricas Utilés decunferencia, pero de
mayor utilidad es que las condiciones algebraicas gasmézhecho geométrico del
cual se obtuvieron, es decir:

Proposicion 1.

(a) SiAB,CD son dos segmentos que se intersecaiPefe manera que, como
segmentos dirigido? A- PB = PC - PD entoncesd, B, C'y D se encuentran
sobre una circunferencia.

(b) SiA,B,Ty P son puntos de manera que A, B estn alineados yPT? =
PA - PB, entoncesT es tangente efi’ al circundrculo del trianguloABT'.

Demostremos estas afirmaciones. Parg seaD’ la interseccion de”?C conC el
circuncirculo del trianguloA BC.. Por la primera observacioR,A - PB = PC - PD’
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y como por hipétesis®?A - PB = PC - PD, se tiene qué®?D’ = PD, por lo que
D’ = D. LuegoA, B,C'y D se encuentran sobre la circunferentia

Para(b), seaC la interseccion dé>T conC el circuncirculo del triangulel BT'. Por la
primera observacio? A- PB = PC - PT'y como por hipotesi® A - PB = PT?, se
tiene quePT = PC luegoT = C, por lo quePT es tangente €f a la circunferencia
C.

En resumen, para un puni una circunferencié, y cualquier recta poP que corte
aC en puntosA y B (con la posibilidad ded = B) siempre ocurre que?A - PB

es igual a una constante. Esta cantidad constante se commeel@potencia de P
respecto aC.

Si la circunferenci& tiene centrd) y radior y si PT es la tangente@en?’ que pasa
por P resulta que la potencia dees PT?, y por el Teorema de Pitagoras sucede que:

PT? = PO% — 2,
T .
A\/B

Si el puntoP esta dentro de la circunferencigy si AB es una cuerda pd?, entonces

la potenciade® esPA - PB. Si se trabaja con segmentos dirigidos, los segmdntbs

y P B tienen signos opuestos, por lo que la potencia es negativamagnitud se puede
calcular al trazar el diametro pé, la magnitud de la potencia €s— PO)(r+ PO) =

r? — PO?. Asi, para este caso, también la potencia result&&er — 2.

Finalmente, para un punt® sobre la circunferencia se ha sefialado que la potencia es
cero, esto también coincide cétO? — 2. Ahora se puede afirmar que la potencia de
P con respecto a la circunferenda= (O, r) es PO? — r?; y sera positiva, cero o
negativa dependiendo Bi se encuentra fuera, sobre o dentro de la circunferencia.

Como una primera ilustracion del uso de la potencia se pte&sma demostracion
del siguiente resultado que se atribuye a Euler, donde seafaticiones necesarias
y suficientes para asegurar que dadas dos circunferentaassean el circuncirculo e
incirculo de un triangulo.

Formula de Euler.
Una condicon necesaria y suficiente para la existencia de uamgulo con circunizcu-
lo (O, R) eindrculo (I,r) es laigualdadOI? = R? — 2Rr.

Demostracbn. SeaA un punto sobre la circunferendia= (O, R), seanB y C' los
puntos de interseccion decon las tangentes desdea la circunferenci&’ = (I,r).
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El triangulo ABC admite aC’ como incirculo si y sblo sBC' es tangente &'. Pero
comoAB es tangente &, la rectaBC es tangente & si y solo siBI es bisectriz del
/ABC. Luego, siy sblosrvABI = ZIBC.

SeaD el punto de interseccion de la reetd conC, que es el circuncirculo del triangu-
lo ABC. Como Al es bisectriz, se tiene qu&lAB = ZCAI. Ademas/CAI =
/CBD, ya que ambos angulos abren el mismo &'d®, luego/IAB = Z/CBD.
Como el angul BID es un angulo exterior del trianguloB 1, tenemos queZIAB =
ZBID — ZABI. Ademas, comeCBD = ZIBD — ZIBC, al substituir estos valo-
res en la ecuacion del parrafo anterior se obtieti®/ D — Z/ABI = /IBD — /IBC.
Luego, la condicio ABI = ZI1BC es verdaderasiy s6lo giBID = ZIBD. Pero
estos dos angulos, son los angulos opuestos a los Rfog DI del triangulol BD.

El problema se reformula asi’ = (I, r) es incirculo del triangule! BC' si 'y solo si
BD = DI.

%

B c

SeaF el punto de tangencia de la circunferen€iaon AB y D’ el punto diametral-
mente opuesto & enC. Como los triangulos rectangulos/ E y D’ DB tienen los
angulos/TAE 'y ZDD’B iguales por abrir el mismo ard8 D, resulta que son seme-

jantes. Esta semejanza garantiza %e: %, por lo que:Al - DB = 2Rr. Como
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la potencia del puntd con respecto & esAl - ID = (R — OI)(R + OI), de las dos
Ultimas igualdades se concluye que:

DB 2Rr

ID ~ (R-OI)(R+O0I)

Luego,DB = ID siy solo sikR? — OI%? = 2Ry.

Eje radical de dos circunferencias

Dadas dos circunferenci@s= (O,r) y C' = (Q, s), ¢para q& puntosP se cumple
que la potencia a la circunferenciaes igual que la potencia a la circunferend&?

Se sabe que la potenciaBeaC = (O, r) esPO?—r? ylapotenciadeé® al’ = (Q, s
esPQ? — s2, luego los puntos que se buscan son los que cumplaPife— r2 =
PQ? — 52, 0 equivalentemente los puntos que satisfagart — PQ? = r? — s2.
Comor?—s? es una constante que no depende del pEn&E conoce que este conjunto
de puntos o lugar geométrico es unarecta perpendiedg.d_o anterior se justifica de
la siguiente manera: sedn= r? — s? la constanteP un punto del lugar geométrico y
seal el pie de la perpendicular deséfeal segment@(). Por el teorema de Pitagoras
tenemos que:

PO* —OM? = MP? = PQ* — QM?,

asiOM? — QM? = PO? — PQ? = d, y entonces(OM + MQ)(OM — MQ) = d.
Por lo que,M cumple queOM — MQ = O;‘Q. Ahora, veamos que solamente hay un
puntoM sobre larecta pad y Q que cumple esta ecuacion; en efect@)di — NQ =

oiQ = OM — MQ, se tiene QuOM + MN — NQ = OM — MN — NQ, por lo
queM N = 0y entoncesM = N. Luego, todo punto del lugar geométrico esta sobre
la perpendicular &Q por M. De la ecuaciolOM? — QM? = PO? — PQ? = d, se
concluye que los puntos sobre la recta referida pertenédegea geométrico.

Este lugar geométrico se conoce coeheje radical deC y C’, y resulta ser perpendi-
cular a la rectaD(@.

Es util sefialar que cada punfodel eje radical d€ y C’ cumple que las longitudes de
las tangentes desdeaC y C’ son iguales, cuando existen.

Proposicion 2.
Para tres circunferencias (cuyos centros no son colingales tres ejes radicales de
ellas tomadas por pares son concurrentes. El punto de cosecia es llamado el
centro radical.

Demostracbn. SeaP el punto de interseccion del eje radical de la primera y sdgu
circunferencias con el eje radical de la segunda y la terbergo P tendra la misma
potencia con respecto a las tres circunferencias; en plartiestara en el eje radical de
la primera y tercera, por lo que este ltimo eje pasaraitamyior P.
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Construccion del eje radical.

El eje radical de dos circunferencias no concéntri€agC’, se puede construir con
reglay compas de las siguientes maneras, que dependepatadin de las circunfe-
rencias:

1. SiCy ('’ se intersecan, como los puntos de interseccion tienengatigual a cero
para ambas circunferencias, se tiene que estos puntostama del eje radical, y en
este caso el eje radical pasa por tales puntos de intessettiégo, se puede construir
con regla y compas. En particular, cuando las dos circanfgas son tangentes, la
tangente por el punto comin es el eje radical, que es targbigstruible.

2. Si las dos circunferenciasy C’ no se cortan, se traza una tercera circunferencia
C" que corte a las dos anteriores, cuyo centro no sea colinedbsaentros d€ y

C'. La cuerda comln dé y C” cortara enP a la cuerda comin d& y C”, el punto

P pertenece al eje radical dey C’, por lo que el eje radical sera la recta por
perpendicular a la recta por los centrodeC’, y ésta es construible.

3. Si una de las circunferencié€s= (O, r), C' = (Q, s) tiene radio cero, por ejemplo
r = 0, se traza una circunferendd = (R, t) que pase po© y corte aC’, y cuyo
centro no sea colineal con los centrosddg C’. La tangente &” por O intersecara a
la cuerda comin dé’ y C” en un puntaP, que pertenecera al eje radicaldg C'.
Por lo que, el eje radical sera la recta goperpendicular a la recta pér y Q. Tal
perpendicular es construible.

4. Si las circunferencia8 = (O, r), ¢’ = (Q, s) tienen radio cero, el eje radical es la
mediatriz del segmentoQ), y la mediatriz es construible.

Ahora, se dara un ejemplo del uso de los ejes radicales gyuiezspara demostrar uno
de los resultados mas sorprendentes de la geometriaa®juto donde se garantiza
que sobre cierta circunferencia hay nueve puntos notablgésahgulo.

Ejemplo 1. En untrianguloABC, los puntos mediod’, B’, C’ de losladosBC, C' A, AB,
los piesD, E, F, de las alturasAD, BE,CF, y los puntos medio&(, L, M de los
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segmentosAH, BH,CH, dondeH es el ortocentro del téngulo, esin sobre una
circunferencia, llamadéa circunferencia de los nueve puntos.

Como el cuadrilatercd BDE esta inscrito en la circunferencia de diame#t®, se
tiene que la potencia dé con respecto a tal circunferencia@® - CB = CE - CA.
Porserd’ y B’ puntos medios d8C'y C' A se tiene qu€' D-CA’ = CE-CB’, luego

la Proposicion 1 garantiza que, A’, E, B’ se encuentran en una circunferencia, que
se denotara pdat;.

Analogamente, se demuestra queB’, ', C’ se encuentran en una circunferengia
y queF,C’, D, A’ sobre una circunferencia.

Claramente si dos de las tres circunferen€iga€,, Cs coinciden entonces coinciden
las tres. Por lo queD, E, F, A’, B’,C’ se encuentran en una misma circunferencia
C;. Ahora, las tres circunferencias deben coincidir ya queai,ejemploC; # Cs,
entonces el eje radical de ellas@4l, siC; # C3 su eje radical eBC' y siCs # Co

su eje radical es\ B, pero estos tres ejes radicales no son concurrentes, lssgueae
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contradiccion a la existencia del centro radical.

Aplicando un razonamiento como el anterior en los triaagll BC'y HC A se de-
muestra ques, L, M también se encuentran épn. Por lo que hay una circunferencia
gue pasa por los siguientes nueve puntdsB’,C’, D, E, F, K, L, M.

El uso de la potencia para asegurar que cuatro puntos soitlhooey el hecho de que
los tres ejes radicales que determinan tres circunfergsoiaconcurrentes son trucos
de uso recurrente, lo que convierte a estos trucos en urdegsfr o un método. Si lo
anterior alin no lo convence vea el siguiente ejemplo (yuasro ejercicios del final).

Ejemplo 2. SeanABC un triangulo yAD, BE, C'F sus alturas. La circunferencia de
diametroE'F corta alos lados Ay AB enJ y K, respectivamente; la circunferencia
de diametroF'D cortaaABy BC enL y M, respectivamente; y la circunferencia de
diametroDE cortaaBC'y CAenN y N, respectivamente. Entonces, los seis puntos
J, K, L, M,N, N estn sobre una misma circunferencia, llamal@ecircunferencia

de Taylor.

Como el cuadrilater&@CEF es ciclico sucede quéAEF = ZABCy ZAFE =
/BCA. Analogamente, se tiene qu&'ED = /ZABCy /CDE = ZCAB y que
/BFD = /BCAy /CDF = /CAB. La circunferencia de diametrB F' tiene
centro en el punto medi®’ de EF, luego D’ JE es isosceles, por lo quéD’ es
paralela aDFE. Si E’ y F' son los puntos medios dED y DE respectivamente,
se tiene también qu®’E’ es paralela @& F y como E'M D es isosceled’ M es
paralela aDE. Luego,J, D', E' y M son colineales. Analogament€, D', F' y N
son colineales y lo mismb, £/, 'y N.

Si las longitudes deDE, EF, FD se denotan pod, e, f, respectivamente, se tiene
queD'J = D'K = ¢y MD' = ND' = iQf Porlo que,D’'K - D'N = D'J -
D'M. La Proposicion 1, garantiza qud, N, J, K estan en una circunferendig.
Analogamente]N, J, L, M estan en una circunferendfay K, L, N, N estan en una
circunferencia.. Claramente, si dos de las tres circunferen€ja¥;,, C. coinciden,
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entonces coinciden las tres y asunto concluido. Ahoraydéssdircunferencias deben
coincidir, ya que si por ejempl6, # C,, entonces el eje radical de ellas &5/, si
Cy # C. su eje radical e N y siC, # C, su eje radical eV K, pero estos tres ejes
radicales no son concurrentes, lo que es una contradieciarexistencia del centro
radical.

Ejercicios

1. Sead BC untriangulo con longitudes de sus lados, c¢. Seank, L, M, N, P, Q)
puntos sobre los ladaBC, AB, CA, BC, AB, C' A, respectivamente, de ma-
neraqueKB = BL = b,CM = CN = cy AP = AQ = a. Muestre que
K,L,M,N, Py (@ estan sobre una misma circunferencia. Dicha circunféaenc
es llamadaircunferencia de Conway
Sugerencia. Vea quéP - AL = AQ - AM,BL-BP = BK-BNyCN -CK =
CM - CQ, ahora termine como en el ejemplo de la circunferencia dioifay

2. SeaABC untrianguloyA’, B’, C’ los puntos medios de los lad&s”, C A, AB,
respectivamente. Tres circunferencias de un mismo radiazan, una con cen-
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tro enA que corte B’'C’ enPy (), otra con centrd que corte 8/ A’ enRy S,
y una mas con centro &rique corte &4’ B’ enT'y U. Muestre que?, Q, R, S, T
y U estan sobre una misma circunferencia, llamadtaera circunferencia de
Droz-Farny.

Sugerencia. El eje radical de las circunferencias cergraay C es la mediatriz d&C
gue pasapod’. Luego,R, S, T, U estan en una misma circunferen€ja Analogamente,
T, U, P,Q estan en una circunferendiay, P, Q, R, S estan sobre una circunferencia
Las tres circunferencias son la misma, en caso contrariejegsadicales no concurren.

. (IMO, 2008/1) SeaH el ortocentro de un triangulo acutanguiBC. La

circunferencia de centro en el punto medio8l€ y que pasa po¥ corta a
BC enA; y As. Analogamente, se definen los punf®sy B, sobreC Ay los

puntosC; y Cs sobreAB. Muestra que los seis puntds, As, By, B, C1,y

(', estan sobre una misma circunferencia. (Llamsgtaunda circunferencia de
Droz-Farny.)

Sugerencia. Los ejes radicales de las circunferenciasrdblgma haran ver que cada
cuarteta de puntd®3, B2, C1,C2), (C1, Ca, A1, A2) y (A1, A2, By, B2) es conciclica.
Si estas tres circunferencias no son la misma hay un problema

. (OMM, 2008/6). Las bisectrices internas de los angultd B, ABC'y BC A

de un triangulcA BC concurren en y cortan al circuncirculo del BC en L,

M y N, respectivamente. La circunferencia de diamédttocorta al ladoBC

en D y E; la circunferencia de diametrbM corta al ladoCA en Fy G; la

circunferencia de diametrbV corta al ladoAB en H y J. Muestra queD, E,

F, G, H, J estan sobre una misma circunferencia. (Circunferengia nombre
no he encontrado y a la cual por devocion olimpica le hetpuwasunferencia

de San Carlos)

Sugerencia. Los ejes radicales de las circunferenciasrdblgma son las bisectrices
internas del triangulo. Como en los problemas anteriestss  ayudan a ver que cada
cuarteta de puntod', G, H, J), (H,J, D, E)y (D, E, F, G) es conciclica. Las tres cir-
cunferencias son la misma, en caso contrario sus ejes leglitaconcurren.
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