Demostrando por Induccion

Por Francisco Ruiz Benjumeda

La comprension del infinito es uno de los retos méas apastesaue existen para el
entendimiento humano. Todo lo que conoce el ser humano &s finsu experiencia
sobre el mundo también lo es. En matematicas, el conceptdidito es central. En la
mayoria de las ocasiones, los matematicos trabajan egartos de objetos (como los
numeros) que son infinitos. Muchas de las propiedadedtades o teoremas se esta-
blecen para una infinidad de casos, objetos o situacionedem@stracion de dichas
propiedades requiere de métodos ingeniosos que perndli@anas, no sblo para un
nimero finito de casos particulares, sino para una infinildadllos. Uno de éstos es
el método de Induccion Matematica, mismo que sirve pevbar o establecer que una
determinada propiedad se cumple para todo nUmero natural.

Es dificil establecer cuando se usb por primera vez estedn’de demostracion, pe-
ro existen evidencias de que sus ideas principales se ramantiempos muy anti-
guos. Desde épocas anteriores a Cristo, es posible eactnatrajos de matematicos
gue contienen razonamientos cercanos a la induccion ratitamtal es el caso de la
demostracion de Euclides (300 AC) sobre la existencia @einfimidad de numeros
primos.

Alrededor del siglo X, Al-Karaji (953-1029 DC), matematipersa musulman, tra-
bajo6 el terorema del binomio y la generacion de sus coefiese(triangulo de Pascal)
utilizando un método que incluye los pasos principalesadimdluccion Matematica
moderna. Posteriormente, Samau‘al al-Maghribi (11300108), extendio los traba-
jos de Al-Karaji, siendo su demostracion el ejemplo masmgleto de razonamiento
por Induccion Matematica de los tiempos antiguos.

Sin embargo, en ninguno de esos trabajos se estableceiexpénte la hipotesis de
induccion tal y como lo hacemos hoy en dia. El primer maitiro‘en hacer una expo-
sicion explicita del Principio de Induccion Matematicie Blaise Pascal (1623-1662)
También es importante mencionar las contribuciones caeedn este campo Pierre de

IFinito: que tiene fin
2Traité du triangle arithmétique (1665)
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Fermat (1601/8?-1665), quien usd ampliamente su méteti®elscenso Infinito, el
cual es una variante del Principio de Induccibn Matenaatiinalmente, en el siglo
XIX, con base en los trabajos de Giuseppe Peano (1858-19B&hard Dedekind
(1831-1916), se establece de manera definitiva el trataongstematico y riguroso
gue se usa hoy en dia para realizar demostraciones poribdlddatematica.

Ahora, dejemos un poco de lado la historia y continuemostrauesposicion haciendo
énfasis en dos caracteristicas fundamentales del donjinlos nimeros natrurales:
en primer lugar, los naturales forman un conjunto infinitlemado y que cuenta con
un primer elemento (el nlimeidq y, en segundo lugar, que el resto de los elementos
del conjunto (los demas naturales) se generan a partiidebrol mediante repetidas
aplicaciones de la funcion sucesefn) = n + 1.

Las propiedades anteriores son fundamentales, pues deelterivan las bases 16gi-
cas que dan sustento a la validez de las demostracionescarcian. En su forma
mas basica, el método de Induccibn Matematica corstaetapas. Si deseamos pro-
bar que una determinada propiedade cumple para todo nimero natural, entonces
procedemos aplicando el siguiente esquema

= Paso 1 (Base de la Induccion).- Se demuestra que el prinhaahéel nUmero
1) cumple la propiedad?(1).

= Paso 2 (Paso Inductivo).- Partiendo de la suposiciondidgs de Induccion) de
que un nimero natural cualquietecumple con la propiedad?(k), procede-
mos a demostrar que, en consecuencia, el nUmerd también debe cumplir
con dicha propiedad?(k + 1). Es decir, probamos la validez de la implicacion
P(k)= P(k+1).

En caso de poder realizar exitosamente lo anterior, ensamreluimos que la propie-
dad P se cumple para todos los nUmeros naturales.

A continuacion, veremos como funciona el método a sakerevisar algunos ejemplos
concretos.

Ejemplo 1. Pruebe que para todo nimero natural
_ n(n+1)
Solucion. Probaremos la validez de la formula a través de Induddiatematica.

= Paso 1 (Base de la Induccion).- Procedemos a mostrar dexatie la formula
para el casa = 1.

3En algunos textos, al presentar el esquema de induccitenstiéerenciarse tres etapas en lugar de dos.
En estos textos, la primera etapa consiste probar la valid@4 1), la segunda etapa consiste en enunciar la
Hipotesis de Induccion (i.e. suponer la validezRlg:), para un natural cualquiedg y en la tercera etapa
se prueba la validez dé(k + 1). Notese que en estos textos, la primera etapa corresprademente con
nuestro Paso 1, mientras que la conjuncion de las etapase® yogicamente equivalente con nuestro Paso
2, donde se pruebB(k) = P(k + 1).
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= Paso 2 (Paso Inductivo).- Suponemos que la formula edavglara un nUmero
natural cualquiera = k.

Hipotesis de Inducciorn: +2 + --- + k = @

y a partir de esto establecemos la validez de la formulampard: + 1.

1424+ (k+1) = (A+24-4k)+((k+1)
= HEAD g
k(k+1)+2(k+1)
2
(k+1)(k+2)
2
(k+1)[(k+1)+1]
2

Con esto termina nuestra prueba por induccion y podemadigoque la formu-
la se cumple o es valida para todo nimero natural

Es importante darse cuenta que el principio de inducciboifuna porque al demostrar
que cada vez que la propiedad se cumple para un nimerolratalguiera, entonces
también se cumple para el siguiente. Sabiendo que la plagise cumple para el

primer niUmero natural (el nUimeid, entonces también se cumple para el nan2ero
Como se cumple pa entonces también se debe cumplir payaasi sucesivamente.

Ejemplo 2. Pruebe que para todo nUmero natural
2 2 2 _ n(n+1)(2n+1)
12422 4. 4 p? = L=
Solucion. Probaremos la validez de la formula a través de Induddiatematica.

= Paso 1 (Base de la Induccion).- Procedemos a mostrar dexatie la formula
para el casa = 1.

12 = 14DRWO+] _ 1@6) _ 6 _
6 6 6

= Paso 2 (Paso Inductivo).- Suponemos que la formula edavalira un nimero
natural cualquiera = k.

E(k+1)(2k+1)

Hipotesis de Induccion? + 22 + .- - + k% = B
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y a partir de esto establecemos la validez de la formulampard: + 1.

P22+ 4 (k+1)? = (1P+2°+ - +k) +(k+1)°
_ k(k+1)6(2k+1)+(k+1)2
k(k+1)(2k+1) 4 6(k + 1)
(k+1) [k(2k46— 1) +6(k +1)]
(k+1)(2k2+67k+6)
(k+1)(k—|6—2)(2k+3)
(k+1)[(k(—ii—1)—|(;1][2(k+1)+1]

Por lo que concluimos que la formula se cumple para todoenGmaturak.

Las demostraciones por Induccibn pueden compararse @faabdomina Si pone-
mos varias fichas de domind paradas y colocadas en hileraagneéda de la otra, al
tirar la primera ficha, ésta caera sobre la segunda prodocsu caida; la caida de la
segunda provoca que caiga la tercera ficha; la tercera fichbala la cuarta y asi su-
cesivamente hasta que todas las fichas caen. En esta coidpashcaer la primera
ficha se inicia una especie de reaccion en cadena que tepnavacando la caida de
todas las fichas.

De igual forma, una vez que se han realizado las dos etapasad#emostracion por
Induccién, la validez de la propiedad para el nUmero 1€lgi&sla induccion) implica
la validez de la propiedad para el 2, la validez para el 2 ivagh validez para el 3y
asi sucesivamente (paso inductivo), de manera que podemolsir que la propiedad
es valida para todos los nimeros naturales.

Aunque en su forma mas simple la Induccion Matematicassepara probar que de-
terminada propiedad se cumple para todo nUmero natugabs#isle adaptar el método
para probar la validez de una afirmacion para otros conjudgamimeros (no solamen-
te los naturales). A continuacion, presentamos un teijeen@o donde se prueba la
validez de una propiedad que se cumple sblo para los nignrepares.

Ejemplo 3. Pruebe que para todo nimero impael nimeram? — 1 es divisible entre
8.

Solucion. Probaremos la validez de esta propiedad de divisibilidadnexlio de In-
duccion Matematica. Cabe sefialar que en la prueba seatdilla notacion de con-
gruenciag.

4Diremos quex = b (mod m), cuandoa — b = km para algin enterb. Si deseas conocer mas a fondo
algunos detalles con respecto al concepto de congruemaalor, te sugerimos consultar el articulo sobre
este tema que aparece en tu revista Tzaloa No.2, afio 2009.
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= Paso 1 (Base de la Induccion).- Procedemos a mostrar dexatie la formula
para el case = 1.

12-1=1-1=0=0(mod8).

= Paso 2 (Paso Inductivo).- Suponemos que la propiedadies y@ra un nimero
impar positivo cualquiera = 2k + 1, dondek € {0,1,2,...}.

Hipotesis de Induccion2k + 1)2 — 1 = 0 (mod8).

Ahora, con base en esto, probamos la validez de la propieatadep siguiente
imparn = 2k + 3.
(2k+3)2 -1 = [(2k+1)+2) -
(2k 4+ 1) + ()(2k+1)+4—1
(2k +1)? —1+4(2k+1)+4
[(2k+1)* —1] +8k+38

Aplicando la hipotesis de induccion tenemos
(2k+3)>—1=[(2k+1)>—1] +8k+8=0+0+ 0 (mod8).

Por lo que se concluye qué — 1 = 0 (mod8) para todo niimero impar.

En este ejemplo, pudimos ver como el esquema de Induccitrrivhtica puede ser
modificado para probar que una propiedad se cumple para yantorgue no sea
necesariamente el de los nimeros naturales. Esto pudsbgmerque el conjunto de
los impares cumple con las dos propiedades basicas quarfgmdan el Principio de
Induccién: los impares forman un conjunto ordenado quretien elemento minimo (el
numero 1) y el resto del conjunto se genera a partir de esteegito minimo mediante
aplicaciones repetidas de la funcion sucesor para impéies- i + 2.

1, s(1) =3, s(3) =5, s(5) =7, s(7) =9, etc.

A este tipo de conjuntos se les llama conjunbden ordenadod.os naturales es el
ejemplo mas conocido de conjunto bien ordenado. De la misareera que la Induc-
cion Matematica tradicional se usa para demostrar queromedad se cumple para
el conjunto de los nimeros naturales, podemos usar mesmtiptadosle induccion
para probar que una propiedad se cumple para otros conjgigogpre y cuando estos
sean bien ordenados.

Ejemplo 4. Pruebé quen! > 3"~2, paratodo natural > 3.

Solucion. Procedemos a probar por Induccion la validez de la deslgdgbara todo
nimero naturak > 3.

SRecuerde que! =1-2- ... - n.
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= Paso 1 (Base de la Induccion).- Procedemos a mostrar tiexadie la desigual-
dad para el primer caso= 3.

31=1-2-3=6>3=3372

= Paso 2 (Paso Inductivo).- Suponemos que la desigualdaalida yaran = k,
dondek es un nimero natural cualquiera tal duz 3.

Hipotesis de Inducciork! > 3+-2

Ahora probamos la validez de la desigualdad parak + 1, dondek > 3.

(k+1)!=1-2-3- ... - k-(k+1)=k-(k+1).
Aplicando la hipétesis de induccion tenemos
(E+1)! =kl(k+1)>32.(k+1) >32.3 =3k1 =302

Por lo que se concluye que > 3”2, paratodo natural > 3.

En este Gltimo ejemplo pudimos observar como el métodadigccion se puede usar
comenzando en un natural distinto de uno. En algunos casests que una determi-
nada propiedad se cumple para todo nUmero naturaln, en estos casos el esquema
de Induccién se modifica, de manera que en vez de probardadieda induccion para
n = 1, se hace para = m.

Para concluir nuestra exposicion, trataremos otra viridel Principio de Induccién
que para ciertos problemas suele ser mas comoda que larverginal. En esta va-
riante, conocida comtmduccion Fuerte Induccibn Completase plantea la hipbtesis
de induccibn de manera mas general: se supone que la gaodps valida para < k,
en lugar de suponer que la propiedad es unicamente valkidé paabe mencionar que
ambos principios (Induccion e Inducciébn Fuerte) soridamente equivalentes, por lo
que pueden ser usados indistintamente y la eleccion dalelgllos usar no debe te-
ner otra consideracion adicional que la facilidad quegarsuno u otro principio para
resolver el problema.

Para ilustrar el uso del Principio de Induccién Fuerte, legigeiiente ejemplo expon-
dremos la prueba de una propiedad de los nUmeros de Fihofates de presentar el
ejercicio recordemos como se define la sucesion de Filoonac

Fr =1
Fr =1
F, Fn_o+ F,_1, paran > 3.

Es asi, que los primeros numeros de la sucesion de Fibisat

1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, 377, 610, ...
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Ejemplo 5. Pruebe que para todo entero> 1, F,, < 2™.

Solucion. Procedemos a probar por Induccion Fuerte la validez depestaedad de
los nUmeros de Fibonacci.

= Paso 1 (Base de la Induccion).- Procedemos a mostrar tiexgbara los nime-
roskyy ks

FF = 1<2!
F, = 1<4=2%

= Paso 2 (Paso Inductivo).- Séaun nimero natural cualquiera tal gke> 2.
Suponemos que la propiedad se cumple para todo nufgrdondel < m <
k.

Hipotesis de Induccionf,, < 2™, paral < m < k.

Usando la Hipotesis de Induccion para | y Fy, establecemos la validez de
la propiedad paré&j.1, conk > 2.

Fropi = Fya+F
< okl ok
= 2142001
= (142)-2F1!
— 3. 2k71
< 22 . 2k—1

Por lo que se concluye gug, < 2™, paratodo naturat.

A pesar de que cuando usamos el esquema de Induccion Ferer hipotesis de
induccion suponemos la validez de la propiedad para tadosdsos donde < k, es
frecuente que en el desarrollo del paso inductivo sblo seagario utilizar algunas de
las instancias posibles. Notese que en el ejemplo ant#iorusamos 2 instancias de
la hipbtesis de induccion: para = ky param = k — 1.

Otro detalle del Gltimo ejemplo que merece especial abenesta en la demostracion
de la base de lainduccion: al probar la base de la inducci&blo se hizo para;, sino
gue ademas fue necesario hacerlo también parbho anterior obedece a la naturaleza
misma de la sucesion de Fibonacci, ya que esta se generdraled® y F> mediante

la definicion:F,, = F,,_o + F,_1, paran > 3. En este caso, el conjunto de Fibonacci
es un conjunto bien ordenado con la propiedad especial darcoon 2 elementos
minimos:Fy y Fy, que son los generadores del conjunto y, por lo tanto, la dade
induccion debe ser probada para ambos.

Como pudimos ver en este articulo, la Induccion Matecagiermite probar la validez
de formulas y propiedades que se cumplen para todos losnogmaturales. Asimis-
mo, también vimos que este método es igualmente Gtildmana requiere probar una
propiedad para otros conjuntos, siempre y cuando estobsanrdenados.
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Las ideas que sustentan al Principio de Induccion se remanépocas muy antiguas
y su formalizacion se ha venido refinando con el paso delteebido a su enorme
poder, actualmente se le utiliza de manera muy extensagantmtematicas como en
ciencias de la computacion. Existen muchas variantestdggacipio, que van desde
las versiones equivalentes (como el Principio de InducE€iderte o el Principio del
Buen Ordef) hasta los esquemas de induccion para el caso de ordirsiefinitog.

EJERCICIOS
1. Pruebe qua es divisor de2* + 2n para todo entero positive.

2. Pruebe sh es un entero positivo cualquiera, entonces se cumple |gesigu
formula para la suma de cubos

13_;_23_|_..._|_n3:"2(”%:“1)2

3. Eljuego de Nim se juega entre dos personas con las sigaissglas: Se pone un
numeron de fichas iguales sobre la mesa. Cada jugador en su turno foueale
1, 2 6 3 fichas. El jugador que toma la Gltima ficha pierde. Demuesiee el
primer jugador tiene una estrategia ganadora siempre ydouag 1 (mod4).

4. Pruebe que el nUmero total de diagonales que tiene ugopal'convexo de
lados @ > 3), es@.

5. Pruebe que para todo entero positivo

1 1 1 _ _n
T3t 23t T am D T arn

6. Considere la sucesion de Fibonakgi F», . .. y demuestre que
(F1)2+(F2)2+"'+(Fn)2 :Fn'Fn+1

7. Pruebe qué3n)! > 26"~* para todo entero positive.
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