Divisibilidad y congruencias

Por Ana Rechtman Bulajich y Carlos Jacob Rubio Barrios

Empecemos por explicar el significado de la palabra dividdd. En este texto vamos
a trabajar inicamente con los nUmeros enteros. Un nGemgesor es divisible entre
un namero entere (s # 0), si el resultado de la divisioh es un namero entero. Por
ejemplo,9 es divisible entre3, ya que% = 3, peroll no es divisible entr8 porque
13—1 = 3.66... que no es un nimero entero. Dicho de otra forma, los nunger@son
divisibles entre3 son los multiplos d&.

Existen diferentes criterios de divisibilidad, es decigtatos que nos permiten de-
terminar si un nUmero es o no divisible entre otro. En mudfas®s, es mas sencillo
utilizar los criterios de divisibilidad que efectuar dit@mente la division. Por ejemplo,
para el numer@ el criterio es:un entero positivo es divisible entre 3 si§ssi la
suma de susiditos es divisible entre.3

¢ Qué quiere decir esta frase? ¢ Por qué es cierta estacidinma

Siy $lo siquiere decir que si un numero es divisible ertta suma de sus digitos es
divisible entre3, y que si la suma de los digitos de un nimero es divisibleanel
nimero también lo es. Podemos cambiar este criterio dsildlidad entre3 por: un
nimero_noes divisible entrg siy $lo si la suma de susigitos noes divisible entre.

Tratemos de dar urdemostraddn matematica al criterio de divisibilidad enseCon-
sideremos un entero positivg y escribamoslo en notacion decimal:

n = ag + 10a; + 102a2 + -+ IOkak,

donde los nimerasg, a1, . . . , ax son los digitos de. Entonces la suma de los digitos
den esigual aup + a1 + - - - + ax. Observemos que para todo entero positivol:

10 —1=9(11...1).
N——"
lveces
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Por ejemplo:
10-1 = 9=9(1)
102—1 = 99=09(11)
10°—1 = 999 =9(111),

etcétera. Entonces tenemos que:

n—(ag+a+---+ap) = (10—1)a; + (10> = Dag + --- + (10" — D)ay
= 9(a1+11a2+---+11...1ak).
k veces

El lado derecho de la ecuacion es divisible efitren particular, es divisible entfe
Asi que si el nUmero es divisible enBeag + a1 + - - - + ay tiene que ser divisible
entre3. Analogamente Sig + a1 + - - - + ax, €s divisible entr@, el nUmera: tiene que
ser divisible entr@. Es decir, hemos demostrado el criterio de divisibilidailesh De
hecho, también demostramos el criterio de divisibilidatte9.
Vamos a introducir una nueva notacion. Consideremos wer@ectialquierac. Al di-
vidir  entre3, obtenemos un cocientey un residuoc, dondec es igual &), 1 6 2.
Es decirz = 3b + ¢. Ahora bien, vamos a decir quees congruente conmobdulo3,
denotado por: = ¢ (mod3), sic es el residuo que se obtiene al dividientre3. Por
ejemplo:

100=3-33+1 = 100=1 (mod3)

242=3-80+2 = 242=2(mod3)

48=3-16 = 48=0(mod3).

Sin embargo podemaos escribir también:

242 = —1(mod3)
242 = 5 (mod3)
242 = —4 (mod3).

Es decir,242 = d (mod 3) si el nUmero242 — d es divisible entre3. Por ejemplo,
242 = —4 (mod3) ya que242 — (—4) = 246 = 3(82).

Con este nuevo concepto vamos a demostrar el criterio dsldiidad entre3. Como
antes, consideramos un entero positivo= ag + 10a; + - -- + 10*a;, dondeay,

ai,...,a; son los digitos de. Tenemos que para todo entérs 1, el numerol0’ — 1

es divisible entrg, es decirl0' = 1 (mod3). Vamos a demostrar entonces que:

1. 10'a; = a; (mod3) paratodal <1 < k;
2. n=ap+ 10a; + --- + 10Fa, = ag +ay + - - - + ax (Mod3).

Para ver que el primer punto es cierto, vamos a demostrariquesg (mod3), en-
toncesa - © = a - ¢ (Mod 3) para todo entero positive. La demostracion de es-
te hecho es muy sencilla. Si escribimos= 3b + ¢, para algtn enteré, tenemos
quea -z = 3(a-b) + a - clo que prueba la afirmacion anterior. Entonces como
10! = 1 (mod 3) obtenemos quéV'a; = a; (mod3).
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Enfoquémonos ahora en el segundo punto. Lo que queremassttames que si tene-
mos dos enterasg, Yy x- tales que:

¢1 (mod3),
co (mod3),

T

T2

entonces:; + x2 = ¢1 + ¢2 (Mod3). Sabemos que existen nUmebey b, tales que
x1 = 3b1 + 1 Y ©2 = 3ba + co. Esto implica quer; + 2 = 3(b1 + b2) + (¢1 + ¢2), 0
dicho de otra forma que; + z2 = ¢1 + c2 (mod3).

Regresando a la demostracion del criterio de divisikdidatre3, concluimos que:

n=ag+ai+---+ax (Mod3).

Dicho de otra formay es divisible entr@ siy solo si la suma de sus digitos es divisible
entre3.

Hasta ahora hemos definido las congruencias moglupeero podemos hacerlo para
cualquier entero positiver. Decimos entonces que un enteres congruente con un
enteroc modulom, si el nUmera:—c es divisible entren y escribimos: = ¢ (modm).
Veamos algunos ejemplos para aclarar esta definicion.

= 91 =1 (mod10) pues9l — 1 = 90 es mdltiplo del0;
= 2n+1=1(modn), yaque2n + 1 — 1 = 2n es multiplo den;
= 8 %2 (mod5), pues8 — 2 = 6 no es multiplo dé.

Segln la definicion anterior, la notacién= ¢ (mod m) significa quexr lo podemos
escribir coma: + mb para algin enterl Sic = 0, entonces: = 0 (modm) significa
quex es multiplo dem.

En la demostracion del criterio de divisibilidad enfredemostramos dos propiedades
gue son validas también cuando trabajamos modulgs decir, tenemos que:

1. siz = ¢ (modm) entonces: - © = a - ¢ (modm) para todo entero positivg
2. sizy = ¢; (modm) y zo = co (Modm), entonces;; + z2 = ¢1 + co (Mmodm).

A continuacibn demostraremos unas cuantas propiedadsesqué nos seran (tiles
para resolver problemas mas adelante.

Propiedades de la congruenciaSeam un entero positivo y seai ¢, d, x, y enteros.
Entonces:

1. x =2 (modm).

2. Siz = ¢ (modm), entonces = = (modm).

3. Siz =c (modm)yc=d (modm), entonces = d (modm).

4. Siz =c(modm)yy = d (modm), entoncesy = cd (modm,).
( )

5. Siz = ¢ (modm), entonces™ = ¢® (modm) para todo entero positive.
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6. Siab = be (mod m), entoncest = ¢ (mod (b’_”—m)) donde(b, m) denota el
maximo com(n divisor déy m.

Demostraddn. Las propiedades y 2 son inmediatas, pues— x = 0 es multiplo de
m, Y Six — ¢ = mb para algin enterb, entonceg — xz = m(—b).

Para demostrar la propiedad 3, supongamosaquec = mb; Y ¢ — d = mby para
algunos entero, y be. Entoncess — d = (x — ¢) + (¢ — d) = m(b1 + b2), de donde
x =d (modm).

Para demostrar la propiedad 4, supongamosiquec = mby y y — d = mby para
algunos enteros; y b,. Entonces:

xy —cd = (x —c)y + (y — d)c = m(bry + bac),

de dondery = c¢d (modm).

La demostracion de la propiedad 5 la haremos por induceron (ver el Criterio

2 del apéndice). Si. = 1 no hay nada que demostrar, pues por hipbtesis tenemos
quez = ¢ (modm). Supongamos que la congruengia= ¢ (mod m) implica la
congruenciat® = ¢* (mod m) para algin enteré > 1. Entonces, aplicando la
propiedad! tenemos que:

z-2¥ = ¢ * (modm),
es decirp®t! = #*! (modm). Esto completa la induccion. (¢, Como demostraria el
lector la propiedad 5 sin usar induccién?).
Para demostrar la propiedad 6, supongamoswuebc = mk para algin enterb. Si
dividimos esta igualdad entge= (b, m), tenemos quéx — c)g = k. Comog ys
son primos relativos (¢ por qué?gydivide a(z—rc) g, tenemos qu(%1 divide ax — c.

Es decirz = ¢ (mod ).

Para entrenarnos en la utilizacion de los modulos, vamaen@ostrar los siguientes
criterios de divisibilidad.

1. Un entero positivar es divisible entre@ si y sblo si su digito de las unidades es
par.

2. Un entero positivax es divisible entrel si y s6lo si el nimero formado por sus
dos Ultimos digitos es divisible entte

3. Un entero positiva es divisible entre si y solo si el nUmero formado por sus
tres Gltimos digitos es divisible entge

4. Un entero positivo: es divisible entre si y solo si la suma de sus digitos es
divisible entre9.

5. Un entero positiva es divisible entrd 1 si y sélo si la suma de los digitos de
en posicion par menos la suma de los digitos @éa posicion impar, es divisible
entrell.
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DemostracionedJsaremos congruencias para demostrar estos criteriosprs lo
hicimos con el criterio de divisibilidad entBe Como antes, consideremos la notacion
decimal den:

n = ag + 10a; + 102a2 + -+ IOkak.

1. Como10 = 0 (mod 2), tenemos qué0’ = 0 (mod 2) para todo enterd > 1y
por lo tanton = ag + 10a; + 10%ay + - - - + 10*ax = ap (Mod2). De aqui quer es
divisible entre2, o dicho de otra forma; = 0 (mod?2) siy sblo siap = 0 (mod?2) si
y sblo siag es par. Es decir es divisible entr@ si y solo si su digito de las unidades
es par.
2. Comol0 = 2 (mod4), tenemos que0? = 22 = 0 (mod4). De aqui que si > 2,
entonces:

10" =10%-10"2=0-10""? = 0 (mod4).

Luego,n = ap + 10a; (Mmod4). Por lo tanton es divisible entrd, o equivalentemente
n =0 (mod4), siy sblo siag + 10a; = 0 (mod4). Esto ocurre solamente cuando el
nimeroay + 10a1, formado por los dos Ultimos digitos dees divisible entrd.
3. Como10 = 2 (mod 8), tenemos qua0® = 23 = 0 (mod 8). Luego, para todo
enterol > 3:

10 =10%-10""3=0-10'"2 = 0 (mod8).

De aqui quer = ag + 10az + 10%a2 (mod 8). Por lo tanto,n es divisible entres,
0 bienn = 0 (mod 8), siy sblo siag + 10a; + 10%a2 = 0 (mod 8). Es decir, esto
ocurre cuando el numeeg + 10a; + 10%a, formado por los tres tltimos digitos ae
es divisible entre.

4. Comol0 = 1 (mod 9), tenemos qué0’ = 1 (mod 9) para todo enterd > 1.
Luego,n = ag + a1 + a2 + - - - + ax (mod9). Por lo tanton es divisible entré®, o
bienn = 0 (mod9), siy sbélo Siag + a1 + a2 + - - - + ar = 0 (mod9). Entoncesp es
divisible entre 9 si y s6lo si la suma de sus digitos es ithkentre9.

5.Comol0 = —1 (mod11), tenemos quéd’ = +1 (mod11) dependiendo Sies par
0 impar. Luego:

n=ag—a;+ay—---+ (—1)’“(1;C (mod11).
Por lo tantoy es divisible entré1 siy sélo sin = 0 (mod11) siy solo si:
ap —ay +az — -+ (—1)*a;, = 0 (mod11).

Por lo tanto;: es divisible entrd 1 si y solo si la suma de los digitos desn posicion
par menos la suma de los digitosrden posicion impar es divisible entié.

Veamos ahora la utilidad de las congruencias en problemalindgiada.

Problema 1.Demuestre que ningln entero de la format 3 se puede escribir como
la suma de dos cuadrados de enteros.

Solucbn. Si a es un entero, entonces= 0,1,2 6 3 (mod4). Luego,a? = 0 (mod4)
0a? =1 (mod4). De aqui que los residuos posibles al dividir edtggara la suma de
dos cuadrados de enteros $o 0 = 0,04+ 1 =161+ 1 = 2. Como un entero de
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la forma4n + 3 es congruente codimbdulo4, tenemos que no es posible escribirlo
como la suma de dos cuadrados de enteros.

Problema 2.Searnu y b enteros tales que+ 5b y 5a — b son ambos multiplos d2002.
Demuestre que? + b? también es mltiplo de002.

Solucbn. Observemos primero que si un enter@s mdltiplo de un entere, en-
toncesr? es multiplo des?. Usando congruencias, esto lo podemos escribir como:
r = 0 (mod s) implica quer? = 0 (mod s?). Usaremos esta propiedad en la solucion
del problema.

Sia + 5b =0 (mod2002) y 5a — b = 0 (mod2002), entonces:

(a+5b)* =0 (mod2002%) y  (5a—b)? =0 (mod2002?).
Luego,(a + 5b)? + (5a — b)? = 0 (mod20022). Simplificando tenemos que:
26(a® + b?) = 0 (Mod2002?).
Utilizando la propiedad nimero 6 de las congruenciasesejue:
a® 4+ b* =0 (mod77 - 2002).

Esto implica quez? + b2 es divisible entr&r'7(2002), en particular es divisible entre
2002. Por lo tantoa? + b2 = 0 (mod 2002).

Problema 3.Determine todas las parejas de enteros positinas:) que satisfacen la
ecuaciorg™ + 7 = 2",

Solucbn. Observemos qu@™ +7=0+1 =1 (mod 3), yaque3 = 0 (mod3) y

7 =1 (mod 3). Luego,2™ = 1 (mod 3). Ahora, como2 = —1 (mod 3) tenemos
que2™ = (—1)™ (mod 3). Por lo tantoy: es par. Supongamos que= 2k. Entonces,

la ecuacion original es equivalente a la ecuad®n 7 = 4*. Intentemos ahora con
congruencias moduld. Tenemos que* — 7 = 0 — (—1) = 1 (mod 4), ya que
4=0(mod4)y 7= -1 (mod4). Luego,3™ debe ser congruente carmodulo4.
Como3 = —1 (mod 4), tenemos qué8™ = (—1)™ (mod 4), de modo quen debe
ser par. Supongamos que = 2p. Entonces la ecuacion original es equivalente a la
ecuaciors?? 4 7 = 22%_ Es decir:

7=2%k _ 3% — (28 —37)(2% 4 37).
Como7 es numero primo ¥ — 37 < 2% 437, la (inica posibilidad es qu& — 37 =
y 2k 4 37 = 7. Resolviendo este sistema de ecuaciones, encontramads gue y

p=1.Esdecirm =2yn =4.

Problema 4.Sean un entero mayor qué& Demuestre que si — 1y n + 1 son ambos
nGmeros primos, entonces(n? + 16) es maltiplo de720. ¢ Es cierto el reciproco?
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Solucbn.Notemos primero que si= 1,2,3,4 65 (mod6), entonces alguno de— 1
06 n + 1 no seria primo. Luegoy = 0 (mod 6). Sean = 6m conm entero positivo.
Tenemos que

n?(n® 4 16) = (6m)>((6m)* + 16) = 144m?(9Im> + 4).
Sim = 0 (mod 5), entonces?(n? + 16) es maltiplo del44 x 5 = 720. Sim es
congruente &1 moédulo5, entonces es de la form&0a + 6 y es facil ver que alguno
den — 16 n + 1 es multiplo dé&5 y no seria primo. Por Gltimo si = +2 (mod 5),
entonce®m? +4 = 9(4) +4 = 0 (mod5) y por lo tanton?(n? + 16) es maltiplo de
144 x 5 = 720.
Ahora veamos que el reciproco es falso. Para esto, bastategacun entera > 6
tal quen?(n? + 16) es mdltiplo de720 y alguno de los nUmeras— 1 67 + 1 no es
primo. Sin = 720, entonces es facil ver qué?(n? + 16) es mltiplo de720, pero
n+1=721=7x 103 no es primo.

Concluimos esta seccion con algunos ejercicios paratelrlec

Ejercicios
1. Seam y r enteros tales que = r (mod 7). Demuestre que:
1000n =7 —r (mod7).
2. Demuestre que un entetices divisible entré si y solo si su digito de las unida-
des es divisible entrg

3. Searpy ¢ nimeros primos distintos. Demuestre que un entero eshlesentre
pq Si'y solo si es divisible entrey entreq. Deduzca los criterios de divisibilidad
entre6 y entrel0.

4. Determine todos los enteros positivotales quel1l...1 =0 (mod101).
——
n Veces
5. Seagp un primo y seam y n enteros positivos. Demuestre quesi+ 37 = o,
entonces = 1.

6. Sean un entero positivoy sean< b < ¢ < d los cuatro divisores positivos mas
pequefios de. Determine todos los enteragales quer = a? + b? + ¢ + d>.
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