La ecuacion de Pell en las
olimpiadas de matematicas

Por José Hernandez Santiago

1. Introduccion: tres problemas

Consideremos los siguientes problemas:

Problema 1. (USAMO 1986, problema 3). La media cuadrdtica de los niimeros a1,
as, ...,ax esigual a

a%.’..’.ai

¢ Existe un niimero entero positivo k > 1 tal que la media cuadrdtica de los primeros
k niimeros enteros positivos sea igual a un niimero entero?

Problema 2. En una maratén reciente en Alfagonia®, todos los corredores fueron nu-
merados con niimeros enteros consecutivos comenzando con el 1.

Uno de los participantes observo que la suma de los niimeros de todos los corredores
cuyos nimeros eran menores al suyo era igual a la suma de los niimeros de los corre-
dores cuyos niimeros eran mayores que el de él.

Si habia mds de 100 corredores pero menos de 1000, ;puede decir cudl era el niimero
del corredor que contaba y cudntos otros corredores participaron en la maraton?

Problema 3. (B. J. Venkatachala; Amer. Math. Monthly, 2001, p. 469). Halle todos
los miimeros enteros positivos Q y u tales que 39 = 2u® + 1.

2Este problema proviene del libro Las nueve cifras y el cambiante cero del Prof. Bernardo Recamén
Santos (hay varias ediciones de ese texto): se trata de una variante de uno planteado por Henry Dudeney
(1857-1930) en Strand Magazine en 1914. El problema es célebre pues hay una anécdota de cémo Prasanta
Chandra Mahalanobis (1873-1972) lo planteé al genio matematico hindid Srinivasa Ramanujan (1887-1920)
en una ocasioén y cémo éste rdpidamente lo resolvié mientras preparaba la cena para ambos.
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Por inconexos que estos problemas puedan parecer, al trabajar en ellos se aprecia
que los tres pueden vincularse con la determinacién del conjunto de pares ordenados
(X,Y) € Zt x Z* que satisfacen una ecuacién de la forma

X2 —dy?=1 (1)

donde d es un niimero entero positivo que no es igual a un cuadrado perfecto®. A una
ecuacion de esa forma se le conoce como* ecuacion de Fermat-Pell o simplemente
ecuacion de Pell y al conjunto de pares ordenados (X', )) € Z* x Z* que la satisfacen
se le denomina el conjunto de soluciones de la ecuacion. El objetivo principal en
este articulo es discutir los resultados centrales sobre el conjunto de soluciones de las
ecuaciones de Pell; una vez expuestos tales resultados, la idea es ilustrar cémo es que
ellos permiten establecer problemas como los planteados arriba y varios més.

A fin de abundar en lo mencionado al inicio del parrafo previo, analicemos el Problema
1. Este problema solicita determinar si existen nimeros enteros positivos k£ y IV, con
k > 1, tales que

12+22++k2
\/ ; — N. )

Al aplicar la conocida férmula para sumar los cuadrados de los primeros niimeros
enteros positivos y simplificar lo asi obtenido tenemos que la ecuacién en (2) puede
reescribirse como

(k+1)(2k + 1)

= N?
6

o bien como 2k? + 3k + 1 = 6N2. Al multiplicar por 2 ambos lados de la ecuacién
anterior se llega a

3)2 9 )
2%+2) —>+2=12N
( T3 i

3 Algunas aclaraciones sobre la terminologfa y la notacién: con Z+ denotamos al conjunto de los niimeros
enteros positivos; Z1 x Z7T es el conjunto conformado por todos los pares ordenados (, y) en los que tanto
2 como y son nimeros enteros positivos. En un par ordenado (z, y), al nimero z se le conoce como abscisa
y al nimero y se le conoce como ordenada. Por ultimo, con cuadrado perfecto nos referimos a un nimero
que es el cuadrado de un nimero entero.

4 Aunque las frases “ecuacién de Fermat-Pell” o “ecuacién de Pell” estan muy establecidas en la literatura
ello no significa que los teoremas bdsicos sobre la ecuacion fueron establecidos por Pierre de Fermat (1601-
1665) o por John Pell (1611-1685). El apellido de Pierre de Fermat figura ahi porque hay evidencia de que él
habfa resuelto algunos casos especificos de la ecuacién y porque, en alguna de sus cartas, €l dejé entrever que
ya sabia que la ecuacién X2 — d)? = 1 tiene una infinidad de soluciones (X, ) € Z+ x Z* (cuando d es
un nimero entero positivo que no es un cuadrado perfecto); sin embargo, Fermat no explicé su demostracion
de esto udltimo en lado alguno. El apellido de John Pell entré a escena por una atribucién errénea que hizo
Leonhard Euler (1707-1783) al escribir sobre un método de William Brouncker (1620-1684) para resolver
tales ecuaciones. La primera persona en demostrar que una ecuacién de Pell siempre tiene soluciones en
nimeros enteros positivos fue Joseph Louis Lagrange (1736-1813). En el articulo nosotros no seguimos el
enfoque de Lagrange sino el tratamiento de Richard Dedekind (1831-1916) del enfoque introducido por
Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859). Para mds detalles sobre la peculiar historia de la ecuacién de
Pell se puede consultar [11, pp. 92-98, 173-174 y 314-315].
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0, equivalentemente, a
(4k +3)? —48N? =1. 3)
Asf pues, el problema original se ha conectado con la ecuacién de Pell
A% —48)° = 1. “4)

Esta ecuacion tiene al menos una solucién en nimeros enteros positivos X y J: aquella
enlaque X =7y} = 1y lacual se relaciona con la solucién (k = 1, N = 1) de (3).
En este momento surgen de modo natural dos interrogantes:

A) (Hay otras soluciones (X,)) € Z+ x Z*+ de (4)?
B) (Cada solucion de (4) da lugar a una solucién de (3)?

Es evidente que una respuesta afirmativa a ambas preguntas produciria una respuesta
afirmativa al problema que se estd analizando. En la Seccién 2 del articulo discutiremos
la respuesta a la pregunta en A para la ecuacién general de Pell X2 — d)? = 1 (donde
d es un nimero entero positivo que no es igual a un cuadrado perfecto); en la Seccién 3
explicaremos cémo aplicar esa informacién para responder a la pregunta B (y concluir
con ello la solucién del Problema 1).

Consideremos ahora el Problema 2. Denotemos con y al nimero del corredor que ob-
servo las sumas de los nimeros de los otros corredores y denotemos con 7" al total de
corredores en la maratén. Del planteamiento del problema se sigue que y y 7" satisfacen

1+2+4+-+@y—-1D=0+2+-+T)— (1 +2+---+y). &)

Después de calcular las sumas y simplificar, la ecuacién en el renglén anterior se trans-
formaen (y — 1)y +y(y + 1) = T(T' + 1) o bien en

T(T+1)—2y*=0,
4T? 44T — 8y* = 0,
(2T +1)* —8y* = 1. (6)

De (6) es evidente la conexién del problema con la ecuacién de Pell X2 — 8% = 1.
En la Seccién 3 veremos cémo la teoria de la ecuacién de Pell nos permite generar
soluciones para (6) a partir de la solucién (X = 3, = 1) de X? — 8)? = 1.

En el andlisis del Problema 3 también puede introducirse una ecuacién de Pell. No
obstante, para obtener la conclusion en ese caso, aparte de la teoria en la Seccién 2 del
articulo, recurriremos a algunas ideas que discutiremos en la Seccidn 4: es por ello que
relegaremos la resolucién de este problema a una de las subsecciones de esa seccion.
Cabe recalcar que, en nuestro articulo, el punto medular no es que los problemas con-
siderados solamente se pueden resolver cuando se sabe de la ecuacién de Pell: el punto
es mds bien que la ecuacién de Pell provee un marco comun dentro del cual podemos
englobar y sistemdticamente abordar una buena cantidad de problemas de teoria de
ndmeros.
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2. Dos teoremas

Una ecuacion de Pell es una ecuacion de la forma
X2 —dy?=1 (7)

donde d es un nimero entero positivo que no es un cuadrado perfecto. El problema
bdsico consiste en determinar todos los pares ordenados (z,y) € Z* x ZT que sa-
tisfacen (7). Son dos los hechos que todo olimpico debe conocer sobre la ecuacién de
Pell:

* Que toda ecuacién de Pell tiene una solucion fundamental (0 minima).

* Que toda ecuaci6n de Pell tiene una infinidad de soluciones (z,y) € Z* x ZT y
que todas ellas se pueden obtener al calcular potencias de la solucién fundamen-
tal.

Lo que haremos a continuacién es demostrar ambas afirmaciones. La factorizacion
X2 —dy? = (X — y\/@ (2( + y\/E) indica que para ubicar las soluciones de (7)

tiene sentido estudiar el conjunto {% —Vd: (X,Y) € Zt x Z*} o, dicho de otra

forma, las aproximaciones a v/d mediante nimeros racionales. El primer resultado de
la seccién es un caso especial de un teorema de Peter Gustav Lejeune Dirichlet al que
se le conoce como teorema de aproximacion diofdntica de Dirichlet (en caso de no
haberlo hecho atin, ver la nota al pie no. 4). Fue en esas investigaciones de Dirichlet
que surgieron unas de las primeras aplicaciones de lo que ahora llamamos el principio
de las casillas; a ello se debe que el principio suela atribuirse a ese gran matematico—
algunos autores incluso le denominan el principio de las cajas de Dirichlet (ver, por
ejemplo, [2, p. 59], [8, p. 1] o [12, p. 80])—pero la legitimidad de tal atribucién estd en
duda en la actualidad (cf. [6]).

Lema 1. Sean d un niimero entero positivo que no es un cuadrado perfecto 'y N un
niimero entero positivo. Existen x,y € Z™ tales que

)x—y\/g‘<%§ )

< | =

Demostracion. Paracada j € {1,2,...,N + 1}, sea a; = jV/d — [jVd] (esto es,
a; es la parte fraccionaria del nimero j V/d). Puesto que d no es un cuadrado perfecto,
para cada a; € {1,2,..., N + 1} se cumple que a; € (0,1); se observa ademds que
en la sucesién aj, ag,...,an+1 no hay nimeros repetidoss. Consideremos ahora la

SSia; = a; entonces V/d = & para algunos niimeros enteros positivos a y b tales que med(a, b) = 1.
La sugerencia universal en aritmética (ver [3, p. 42] o [7, Teorema 6]) garantiza en tal caso que ax + by = 1
para algunos nimeros enteros = y y. Elevando al cuadrado ambos lados de la igualdad anterior se obtiene
que

1 = a’2? + 2abzy + b2y? = db%z? + 2abzy + b2y? = b(dbz? + 2azy + by?);

de esto se sigue que b | 1y, consiguientemente, que b = 1. Asi pues, d = (%)2 = a2, quod est absurdum.
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particion del intervalo (0, 1] dada por los intervalos

o) (2] 2 (252

o o o o o o o
0 1 2 3 N-2 N-1 1
N N N N N
Por el principio de las casillas, existen m,n € {1,2,...,N + 1}, con m > n, tales
que
o c (5—_1 ﬁ)
my ¥'n N ,N
paraalgin £ € {1,2,..., N}. De esto se sigue que |a, — an| < =, lo cual es equiva-
lente a
1
|(nV/d = V) = (mVd = [mVd))| < ~.
1
|(lmVd] = [nVd)) = (m = m)Vd| < +. ©)

Haciendo = = |m+/d| — [nvd| y y = m — n se consigue lo deseado pues de esa
manera (9) se puede reescribir como

1
_uVdl < —-
|z y\f|<N,

ademds, por la informacién que se tiene sobre m y n se garantiza que x es un ndmero
entero positivo y que y es un nimero entero positivo menor o igual que N. O

Lema 2. Sea d un niimero entero positivo que no es un cuadrado perfecto. Existe una
infinidad de pares ordenados (z,y) € T X 77 tales que

):C—y\/a‘ < 1
Y

Demostracién. Sea § = {(x,y) €Lt XTLT: |z —yVd| < %} Supongamos que S
es finito y denotemos con m al elemento minimo del conjunto {|:c —yVd|: (v,y) €S } :

este nimero m estd bien definido y es positivo. Sea N un niimero entero positivo tal
que % < m. Porel lema 1, existe (zg,yo) € Z1 x Z* tal que

1 1
Lo — U \/E) < =< —.
) 0 — Yo N
De la desigualdad previa se sigue que (2o, yo) € S. Contemplando esto y la minimali-
dad de m se llega a que
1
mélxo—yo\/EI<N§m

lo cual es un absurdo y la demostracion termina. O
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Viene ahora el primer teorema del articulo: la demostracion inicia con la observacién
de que, cuando d es un entero positivo que no es un cuadrado perfecto, la expresién
|72 — dy?| es igual a un mismo ndimero entero para una infinidad de pares ordenados
(z,y) € Z X Z.

Teorema 1. Sea d un niimero entero positivo que no es un cuadrado perfecto. La
ecuacion de Pell

X2 -d)y? =1 (10)
admite soluciones en 7" : es decir; existen (x,y) € Z+ x Z tales que x> — dy* = 1.

Demostracion. Por el lema anterior sabemos que hay una infinidad de pares ordenados
en el conjunto S = {(x,y) €Lt XTLT: |z —yVd| < %} Para cada par ordenado
(z,y) en S se cumple que

o+ 9| = (@ uVd) + 29| < ]x_mmmﬁmm
Yy que
2% — dy?| = \x_yﬂ) \Hyﬂ)
< é <§+2y\/ﬁ)
=y—12+2\/8
1+2Vd.

Puesto que hay una infinidad de pares ordenados (z,y) € S, existe un nimero entero
k # 0 (y de valor absoluto menor o igual que 1 + 2+/d) tal que la igualdad

IN

2?2 —dy? =k (11)

vale para una infinidad de pares ordenados (x,y) € Z* x Z™: lo que haremos a conti-
nuacién es construir una solucién—en enteros positivos—para (10) con ayuda de (11).
Entre la infinidad de pares ordenados (z,y) € Z" x Z* que satisfacen (11), es posible
elegir dos pares ordenados (21, y1) y (22, y2), distintos, tales que

21 =29 (mod |k]) 'y w1 =y2 (mod |k]). (12)
Notemos que
k? = (21 — dy?) (23 — dy3) = (213 + d*yiy3) — d(atys + 23y7)
= (2122 — dy1yo)? — d(a1y2 — z291)*. (13)

En vista de (12) tenemos que z172 — dy1y2 = 23 — dy3 (mod |k|) y que z1y2 —
Toy1 = x2ya — T2ye (mod |k|); estas congruencias indican que las dos expresiones
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que aparecen entre paréntesis en (13) son divisibles por |k| y que esa igualdad se puede

reescribir como
2 2
L (201962 - dylyz) 4 (fflyz - $C2y1)
|| k|

Para garantizar la existencia de una solucién (z,y) € Z* x ZT de (10) a partir de esta
ultima igualdad, resta verificar que x1y2 — z2y1 # 0. Hacemos esto por reduccion al
absurdo.

Si x1y2 = x2y;, entonces de (13) se desprende que x12x2 — dy;y2 = k. Surgen dos
casos:

1) Si 122 — dy1y2 = k, entonces (z1y2)xs — dy1y§ = ky2 y, en consecuencia,
(w2y1)m2 — dy1y3 = kya lo cual implica que y1 (23 — dy3) = kys; apelando a la
igualdad 23 — dy3 = k se obtiene que y; = y2 y ¥1 = T2, lo que entra en conflicto
con el hecho de que los pares ordenados (x1,y1) y (22, y2) son distintos.

2) Si x5 — dy1y2 = —k, entonces (z1y2)x2 — dy1y§ = —kys y, en consecuencia,
(w2y1)T2 — dy1y3 = —kys lo cual implica que y1 (23 — dy3) = —kyso; recurriendo
alaigualdad 22 — dy3 = k se llega a que y; = —yo, lo que también es un absurdo

(pues —y2 es un nimero negativo).

O

Podemos precisar ahora la nocién de solucion fundamental (o minima) de la ecuacién
de Pell

X2 —dy? =1.

La solucién fundamental de esta ecuacion es el par ordenado (z,y) € ZT x Z™T, con
la menor abscisa posible, tal que 2> — dy? = 1. Notemos que si (z,y) es la solucién
fundamental de X? — d)? = 1y (x,y) € ZT x Z* es otra solucién de esa misma
ecuacién entonces y < y y = + yvd < x + yv/d. Lo muy relevante de la solucién
fundamental de una ecuacién de Pell es que con ayuda de ella se determinan el resto
de soluciones de la misma.

Teorema 2. Sea d un niimero entero positivo que no es un cuadrado perfecto. Supon-
gamos que (x,y) es la solucion fundamental de la ecuacion de Pell

X2 —dy?=1. (14)

Sir € Z* y (u,v) € Z* X ZT es el par ordenado que se determina mediante la
igualdad

(z 4+ yVd)" =u+vVd, (15)
entonces
u? — dv? = 1.
Reciprocamente, si (u,v) € ZT x Z* es una solucion de (14) entonces

u+vvVd = (z+yVd)

para algiinr € 7.
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Antes de ir a la demostracion de este teorema, es necesario hacer algunas precisiones
sobre la manera en que funciona (15). Si r € Z™, entonces (x + yv/d)" siempre se
puede Ilevar a la forma A 4+ B+/d para algunos niimeros enteros A y B; ademds, dado
que d es un nimero entero positivo que no es un cuadrado perfecto, hay una unica
representacién de (z 4 y1/d)" en esa forma.

Consideremos, a guisa de ejemplo, el caso de la ecuacién de Pell &’ 2_9y2 =1.La
solucién fundamental de esta ecuacién es (z = 3,y = 2). De acuerdo con la primera
parte del teorema 2, al calcular potencias de 3 + 2+/2 se consiguen otras soluciones de
X2 — 2)? = 1: por ejemplo, al tomar el cuadrado de 3 + 2v/2, se llega a que

(3+ 2\/5)2 =32+2(3) (2v2) + (2\/5)2 =17+ 12V2

lo que dice que (x2 = 17,72 = 12) es otra solucién de X? — 22 = 1. Al tomar el
cubo de 3 + 2+/2 se obtiene que (z3 = 99,y3 = 70) es otra solucién de la ecuacién

pues (3 + 2\/§>3 = 99 + 70\/5; al desarrollar (3 + 2\/§>4 se obtiene la solucién
(4,94) = (577,408) y asi sucesivamente...

Pasando a otro orden de ideas, denotemos con Z [\/E} al conjunto {u4vvd: u,v € Z}
y consideremos la funcién N: Z [\/ﬂ — Z definida por la regla N (u + vﬂ) =

u? — dv?. Esta funcién N es completamente multiplicativa: es decir, para cualesquiera
enteros u1, ug, v1 y v2 se cumple que

N((u1 +U1\/E) <U2 +v2\/E>> = N(u1 +U1\/E)N <U2 +v2\/E> .

La verificacién de esta propiedad es sencilla y la dejamos como ejercicio para el lector.
En varios momentos de la demostracién del teorema recurriremos a la funcién N para
determinar si un par ordenado (U, V) € ZT x Z™ es solucién de la ecuacién de Pell
X?%—dY? = 1:laclave a tener en mente aqui es que (U, V) es solucién de esa ecuacién

siysolosi N (U—i—V\/E) =1.

Demostracion del Teorema 2. Lo primero que hay que demostrar es que sir € ZT y
(u,v) € Z* x Z* es el par ordenado que se determina por

(x+y\/g>r =u+v\/3,

entonces u? — dv? = 1. Aplicando la funcién N en ambos lados de esta igualdad se
obtiene que

u? — dv? = N (u+vVd) = (N (x—l—y\/E))T = (2® —dy?)"; (16)

al ser (z,y) la solucién fundamental de X2 — d)? = 1, de (16) se concluye que
u? —dv? = 1.
Vamos a demostrar ahora que, si (u,v) € Z* x Z* es una solucién de la ecuacién

X? — d)? = 1, entonces
u—+oVd = (:c + y\/@
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para algiin r € Z*. Supongamos que u + v+/d no es igual a una potencia de x 4 y\/d
(de exponente entero y positivo). Si R es el mayor niimero entero positivo tal que

R
(x + y\/@ <u-+ v\/a, entonces

<x+y\/E>R<u+v\/E< (x—i—y\/E)RH,

de lo cual se sigue que

u—i—v\/E

1< = <z +yVd 17)
(:v + y\/E)

Dado que
(x—y\/E)R =C+DVd
para algunos niimeros enteros C'y D y ademads
utovd (u+0vd) . (x—y\/E)R
(V)" (e ruvd)” (2 -wva)"

(u+vvd) (C+ DVd)
- (22 — dy?)"
- (u+m/ﬁ) (¢ + DVd) (18)
= (uC 4 dvD) + (uD +vC) Vd, (19)

al hacer x = uC + dvD y y = uD + vC, podemos reescribir (17) como
1 <x+yVd<az+yVd (20)

Afirmamos que (x,y) es solucién de la ecuacién X2 — d)? = 1y que tanto x como
y son nimeros enteros positivos. La primera parte de esta afirmacidn la establecemos
recurriendo a (18), (19) y a la multiplicatividad de la funcién N:

x% — dy? :N<x+y\/a>
=N((u+vVd) (C+DVd))
=N (u+vVd)N(C+ DVd)
— (u? = do?) (N (x = yVd))"
= (u? — dv?) (2 — dy®)"
=1. 1)
Para determinar el signo de x y y, empezamos por notar que (20) y (21) implican que

1

O<x—y\/E:7<1.
X—i—y\/E

(22)
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De (20) y (22) se sigue quex > 5y 2yVd = (x+yVd)+(—x+yVd) > 1+(-1) =0
y, asi, y > 0. Puesto que (x,y) es la solucién fundamental de la ecuacién y (x,y) €
7% x Z7T, entonces = + y\/a <x+ y\/a; combinando esto con (20) se obtiene que
x4 yVd < x4+ yvd < x + yVd, 1o que es un absurdo. o

3. Primeros ejemplos
Apelando a los teoremas 1 y 2, concluiremos las soluciones de los Problemas 1 y 2.

Solucion del Problema 1. Como se vio en la introduccién del articulo, el problema
solicita determinar si existen nimeros enteros positivos k 'y N, con k > 1, tales que

(4k +3)% —48N? = 1. (23)

Esto indica que, dentro de la infinidad de soluciones (z,y) € Z* x Z" de la ecuacién
de Pell X2 — 48)% = 1, hay que buscar una solucién (z,y) en la que la abscisa x sea
de la forma 4k + 3 para algin nimero entero k& > 1.

La solucién fundamental de esa ecuacion es (z = 7,y = 1). Parar € Z* denotemos
con (x,,y,) ala solucién de X? — 48)? = 1 que se obtiene de

(7 + \/4—8>T =z, + yr\/@.

De esta igualdad y del teorema del binomio deducimos que

= > (j)?w (Va8)”. (24)

0<j<r,
21J

1(mod4) si 2|r
3 (mod4) si 2fr
par y positivo, de (24) se desprende que x,- es de la forma 4k + 3 para todo nimero
impar r: podemos concluir entonces que hay una infinidad de nlimeros enteros positivos
ky N, conk > 1, que satisfacen (23). O

Puesto que 7" = { y4 | (\/ 48>J siempre que j es un nimero

iNo6tese que la demostracion de hecho indica cémo hallar soluciones (concretas) a (23)!
Por ejemplo, cuando r = 3, la igualdad (24) implica que

= ® 70 (Vi) + @ 72 (VAB) =70+ (3-7)(48) = 1351

y que y, = 3+ 7% + 48 = 195. Dado que 1351 = 4(337) + 3, tenemos que (k, N) =
(337,195) es una solucién para (23).

Solucion del Problema 2. Segiin lo que discutimos en la introduccién del articulo, en
este problema tenemos que determinar si hay un par ordenado (7', y) € Z* x Z* tal
que

(2T +1)* —8y* =1 (25)
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y de tal manera que 100 < 7" < 1000.
Consideremos la ecuacién de Pell X2 — 8Y2 = 1: la solucién fundamental de esta
ecuacion es (z = 3,y = 1). Parar € Z" denotemos con (z,,y,) a la solucién de

r 3
X?—-8)? = 1 que se obtiene al calcular (3 + \/g) . Yaque (3 + \/g) = 99+ 358,
4 5
(3+V8) =577+204V8y (3+8) = 3363+ 11898, se sigue que
(z3,y3) = (99,35), (x4,y4) = (577,204) y (x5,y5) = (3363,1189). (26)

Cada uno de estos pares ordenados da lugar a una solucién (T, y) € ZT x Z* de la
ecuacion (25): despejando 1" de 27" 4+ 1 = 3 vemos que el par ordenado (z3,ys) da
lugar a la solucién (7" = 49,y = 35); despejando T de 2T + 1 = x4 se observa que
el par ordenado (x4,y4) da lugar a la solucién (T = 288,y = 204) y, finalmente,
despejando T' de 2T+ 1 = x5 se ve que el par ordenado (x5, y5) da lugar a la solucién
(T = 1681,y = 1189). Como el total T de corredores en la maratén era un nimero
entero del intervalo (100, 1000), concluimos que en la maratén participaron 288 corre-
dores y que el nimero que llevaba el corredor que analizé las sumas de los ndmeros de
los otros corredores era 204. (|

Las dudas que haya sobre la unicidad de la conclusién anterior se disipardn con el
teorema que presentamos a continuacion.

Teorema 3. Sea d un niimero entero positivo que no es un cuadrado perfecto. Supon-
gamos que (x,y) es la solucion fundamental de la ecuacién de Pell X? — d)? = 1
y, para cada r € 7T, denotemos con (z,,y.) a la solucion de esa ecuacion que se

obtiene de ,
(z+yVd) =, +yVd.

Se cumple que las sucesiones {x, },cz+ y {yr}rez+ son estrictamente crecientes: esto
es, paratodor € 7F, se tiene que

Ty < Tr41 y Yr < Yr4+1-

Demostracién. Demostremos primero que la sucesion {x, },.cz+ es estrictamente cre-
ciente. Supongamos que para algiin r € ZT se observa que

Tr41 < L. (27)

Como (z,9,) y (Tr41,Yr11) son soluciones de X2 — d)Y? = 1, la desigualdad (27)
implica que

22.,-1 a2-1
Y = T S T =y (28)

De (27) y (28) se desprende que
Lr41 + yr-l—l\/a S Ty + yr\/au

lo cual es un absurdo pues lo que sabemos es que

Ty + yr\/a = (SC + y\/a>r < (SC + y\/a>r+l =Tr41 + yr-i-l\/a-
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Tenemos asi que la sucesion {z, }.cz+ es estrictamente creciente. La conclusién sobre
el crecimiento de {y, },.cz+ se obtiene facilmente de lo anterior. (]

Presentamos otros dos problemas para que el lector los intente (antes de leer las solu-
ciones que compartimos) y ponga a prueba su entendimiento de lo que hemos estado
discutiendo hasta este punto.

Problema 4. (All-Russian Mathematical Olympiad 2015 [9th grade], prob. 3). Para
cualesquiera tres niimeros enteros u, v y d, mayores que 100, que cumplen la igualdad
u?—1 = (d? —1)v?, calciilese la fraccion 3 ¢ Cudl es el menor niimero que se obtiene
de este modo?

Solucion. Para cada nimero entero d > 100 se tiene que la solucién fundamental de
la ecuacién de Pell X2 — (d?> — 1)Y? = 1es (x = d,y = 1). Luego, si con (u,,v,)
denotamos a la solucién de esta ecuacién que proviene de la igualdad

ur o/ 1= (d+ V- 1), (29)

tenemos que la sucesion vy, va, vs, . . . €S estrictamente creciente y, en consecuencia,

<

T

V2
= > 2
d — d (30)

2
para todo ndmero entero r > 2. Dado que (d +vd? — 1) = (2d* —1)+2dvd? -1,

se sigue que vy = 2d; de esto y (30) se concluye que v,./d > 2 para todo nimero
entero r > 2. Concluimos asi que el menor niimero que se obtiene mediante el proceso
indicado es 2. O

Problema 5. (M. Z. Garaev) Supongase que x,y son nimeros enteros tales que la
fraccion

422 — 1

42 — 92
es igual a un niimero entero positivo k. Demuestre que k = 1.

Solucion. Supongamos que k£ > 1. De
4o — 1 = k(42® — 9?), 31)
se sigue que
((2k —2)z + ky)? — (K* —k)(2z +y)* = 1. (32)
Consideremos la ecuacién de Pell
X% — (K> —k))? =1.

La solucién fundamental de esta ecuacién es (z = 2k — 1,y = 2): de esto y (32) se
deduce que

(26— 2+ ky + 2z +y)VE2 — k= (2k—1+2Vk2 — k) 33)
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para algin r € Z™. Puesto que

T

(2k—1+2Vk2— k) =) <]) (2k—1)" (2Vk> — k)", (34)

Jj=0

tenemos que

etV —k= 3 <§) (2k—1) (22 — k) ; (35)

0<j<r,
215

en vista de que el coeficiente de v/ k2 — k en el lado derecho de (35) es un niimero par
(lo cual queda claro después de hacer la respectiva reduccion de términos semejantes),
inferimos que y es un nimero par. Esto indica por un lado que (2k — 2)x + ky es un
nudmero par; por otra parte, de (33) se desprende que

2k —2e+ky= > (k-1 (2Vk k),
0<y<r,
205

lo que implica que (2k — 2)x + ky es un nimero impar. Como (2k — 2)x + ky no pue-
de ser par e impar simultdneamente hemos conseguido un absurdo y la demostracion
termina. (|

4. Algunos “‘pro tips”’

En esta seccién comentaremos algunos datos y algunas ticticas adicionales que con-
viene conocer al trabajar con problemas que involucran ecuaciones de Pell. La seccién
estd dividida en tres subsecciones:

» Cambios de variable.
* Relaciones de recurrencia para las soluciones de una ecuacién de Pell.
o Laecuacién X2 — d)? = M.

Cambios de variable

En los primeros dos problemas que se resolvieron en el articulo vimos que, en ocasio-
nes, para llegar a las ecuaciones de Pell es necesario efectuar algunas manipulaciones
algebraicas bdsicas (por ejemplo, la completacion de algunos trinomios). En otros pro-
blemas, digamos que en las incégnitas x y ¥y, lo que haremos a fin de dar con una
ecuacion de Pell es expresar a x y y en términos de otras variables u y v: resulta que,
al sustituir y hacer las simplificaciones correspondientes, se puede conseguir una ecua-
cién de Pell en u y v.

Problema 6. Demuestre que hay una infinidad de pares ordenados (x,y) € Z+ x 7+
tales que 202122 + 2022z = y>.
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Solucién. Si hacemos x = 2022v? y y = 2022uwv y reemplazamos en la ecuacién dada,
obtenemos

2021(20220%)% 4 2022(2022v%) = (2022uv)?,
lo cual podria simplificarse en
1 =u? — 202102 (36)

iSe ha llegado asi a una ecuacién de Pell! La demostracién solicitada la podemos iniciar
en (36):

Como 2021 no es un cuadrado perfecto, hay una infinidad de pares ordenados (u, v) €
Z% x ZT que satisfacen la ecuacién de Pell (36); si para cada uno de esos pares orde-
nados (u, v) hacemos x = 2022v? y y = 2022uv, tenemos que 202122 + 2022z = y>.
Puesto que distintos pares ordenados (u,v) € Z* x ZT dan lugar a distintos pares
ordenados (z,y) € ZT x Z*, se obtiene lo que desedbamos demostrar. O

Esta idea de expresar a las incégnitas en una ecuacion en términos de otras (con la fina-
lidad de pasar a una ecuacién mds familiar) se usa frecuentemente. Cuando la ecuacién
original es de la forma

ar® +bry+cy? =1

para algunos nimeros enteros a, b y ¢, un cambio de variable que conviene tener en
mente es x = au + Bv, y = yu + év donde «, 3,7, § son nimeros enteros tales que
ad — py=1.

Problema 7. (R. S. Luthar; Amer. Math. Monthly, 1976, p. 566). Demuestre que hay
una infinidad de niimeros enteros n tales que 2n + 1y 3n + 1 son cuadrados perfectos
y n es miiltiplo de 40.

Solucién. Busquemos niimeros enteros n tales que 2n + 1 = 22y 3n + 1 = y? para
algunos nimeros enteros x, y. Multiplicando ambos lados de la primera igualdad por
3y ambos lados de la segunda igualdad por 2 llegamos al sistema:

322 =6n+3
2y% = 6n + 2.

Restando a cada miembro de la primera ecuacidn el respectivo miembro de la segunda
obtenemos:

322 —2y% = 1. (37

Cada solucién (z,y) € ZT x Z™T ala ecuacién (37) da lugar a un ndmero entero n que
satisface lo requerido. En efecto, si 372 = 2y? + 1 entonces y?> = 3n + 1 para algin
n € ZT U {0}y, en consecuencia, 3z% = 6n + 3y 2% = 2n + 1.

Es relativamente facil establecer que un n de esa indole serd miltiplo de 40. De 2% =
2n + 1 se sigue que © = 2z + 1 para algin g € Z y entonces 2 | n; de esto se
desprende a su vez que y = 2yo + 1 para algin yo € Z y, en consecuencia, 8 | n. Por

otra parte, al tenerse que z2+y? = 5n+2, entonces x> = 1 (mod 5) y y?> = 1 (mod 5);
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de esto se obtiene que 2n + 1 = 1 (mod 5) y, consiguientemente, que 5 | n. De todo
esto colegimos que 40 | n.

Resta mostrar que (37) tiene una infinidad de soluciones en nimeros enteros positivos
zyy. Hagamos x = v + 2v y y = u + 3v; con este cambio de variables la ecuacién
(37) deviene en

3(u+20v)% —2(u+3v)? =1,

u? — 60 = 1.

Como esta ultima ecuacion es de Pell (en las variables u y v), ella admite una infinidad
de soluciones (u,v) € Z* x Z*; cada una de esas soluciones da lugar a una solucién
(z,y) € ZT x ZF de 32% — 2y = 1. O

Relaciones de recurrencia para las soluciones de una ecuacion de Pell

Ya sabemos que si (z,y) € ZT x Z* es la solucién fundamental de la ecuacién de
Pell X2 — d)? = 1, entonces el resto de las soluciones de esa ecuacién las podemos
obtener al calcular las potencias de 2 + yv/d. De hecho, a lo largo del articulo nos
hemos apegado a esta convencién: si r € Z™, entonces (z,,y,) € ZT x Z*t es la
solucién determinada por la igualdad

(:c+y\/3>r =z, +yr\/3. (38)
De esto se sigue que
Tt +yrVd = (o4 yVd) " (39)
= (z+yva) (z+ y\/E)l
= (v +y,Vd) (21 +11V4d)
= (@21 + yryrd) + (2,91 + 219,) Vd (40)

De (39) y (40) y del supuesto de que d es un nimero entero positivo que no es un cua-
drado perfecto, obtenemos las siguientes relaciones de recurrencia para (2,1, Yr+1):

{ Tr41 = Tr21 + Yry1d
Yr+1 = TrY1 + T1Yr

Estas relaciones permiten obtener (2, y2) a partir de la solucién fundamental (x1, y1),
(x3,ys) a partir de (z2,y2) y de (x1,y1), (x4,y4) a partir de (z3,ys3) y de (z1,41), y
asi sucesivamente. Haciendo las modificaciones pertinentes en el andlisis de arriba es
posible conseguir las recurrencias generales que damos enseguida: para cualesquiera
r,s € Z* se cumple que

{ Trgs = TrTs + YrYsd (41)
yTJrS = ,':C,r\ys + ZCsyr

Tlustraremos a continuacién cémo es que estas relaciones se aplican al resolver proble-
mas.
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Problema 8. Demuestre que si (x,y) € Z+ x Z* es una solucion de la ecuacion de
Pell X? — 24)? = 1, entonces 5 | xy.

Solucion. La solucién fundamental de la ecuaciénes (z1 = 5,31 = 1). Por lo discutido
en esta subseccidn tenemos que

{ Tr41 = DTy + 24y,

42
Yr+1 = Tp + 5yr ( )

para todo r € ZT. Demostraremos por induccién matemadtica que, para todo r € Z™T,
se cumple que 5 | -y, Claramente esto se verifica para r = 1. Supongamos que

5| zryr 43)

para algin r € Z™T fijo (pero arbitrario). Puesto que 5 es un nimero primo, de (43) se
sigue que 5 | - 0 5 | y,.. Consideremos por separado ambos casos:

i) Si5 | x,, de la segunda igualdad en (42) se desprende que 5 | ¥, 1.
ii) Si5 | ¥y, de la primera igualdad en (42) se desprende que 5 | ;41.

En cualquiera de estos dos casos tenemos que 5 | Z,4+1Y-+1, que s justamente a lo que
queriamos llegar. o

Problema 9. Demuestre que si (x,y) € Z+ x Z* es una solucién de la ecuacion de
Pell X2 —15Y? = 1, entonces y no puede ser de la forma 3% - 5° para algunos enteros
a>1lyps>1

Solucion. La solucién fundamental de la ecuacion es (z1 = 4,31 = 1). En este proble-
ma, las relaciones de recurrencia para la solucién (2,41, yr+1) € ZT X Z™ son

{ Try1 = 4z, + 15y, (44)

Yr4+1 = T + 4yr
En vista de que (z2 = 31, y2 = 8), las recurrencias generales en (41) implican que

{ ZTpio = 31z, + 120y,

Yryo = 8Ty + 31y, 5

para todo r € ZT. De la segunda igualdad en (44) y de la segunda igualdad en (45) se
obtiene que

Yr+2 = 8Yry1 — Yr (46)

para todo r € Z7. Esta relacién de recurrencia para la sucesion {y, },cz+ permite
obtener, de manera rdpida, informacién aritmética sobre sus términos. Por ejemplo,
con ayuda de (46) podemos facilmente ver que los restos en la division por 3 de los
términos de la sucesién son como se indica en la siguiente tabla:

T 112134567 |8({9]10]11]12
yr(mod3) |1 ]2|0|1[2]|0|1[2]0|1]2]0
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No resulta dificil inferir de la periodicidad de los niimeros en la segunda fila que el
r-ésimo término de la sucesién y1, ya, Y3, Ya, - - - €s divisible por 3 si y solo si 3 | r.
Esto indica que si y, es de la forma 3% - 57 (para algunos enteros o > 1y 3 > 1)
entonces 3 | r. Sin embargo, ninguno de los términos ys, ¥s, Yo, Y12, - - - resulta ser
de dicha forma pues todos estos términos, aparte de ser divisibles por 3, también son
divisibles por 7; este ultimo aserto se puede corroborar al analizar la tabla de los restos
en la divisién por 7 de los términos de la sucesién {y, },.cz+:

r 1[2[3[4[5]6[7[8[9[10]11]12
yr(mod7) [1]1]0[6|6[0][1]1]0[6 |60

Nuevamente, por la periodicidad de los nimeros en la segunda fila de la tabla se infiere

que el r-ésimo término de la sucesién y1, Y2, Y3, Y4, - . - €s divisible por 7 si y solo si
3 | 7. Podemos concluir asi que no existe r € Z* tal que y, = 3% - 57 para algunos
ndmeros enteros &« > 1y § > 1. O

Resolveremos enseguida el tercer problema planteado en la introduccién del articulo
(jfinalmente!). El problema solicita determinar todos los niimeros enteros positivos ()
y u tales que

3@ = 2u? + 1.

Al igual que en el caso del problema 9, en una etapa de la solucién echaremos mano
del recurso de analizar los términos de una sucesion recurrente de niimeros enteros con
respecto a dos médulos distintos.

Solucion del Problema 3. Primero buscaremos las soluciones (Q, u) en las que @ es
par y después las soluciones en las que @) es impar.

Si suponemos que () es par entonces (Q = 2¢ para algin nimero entero ¢ > 1y
entonces tenemos que resolver (37—1)(37+1) = 2u?. Después de notar que el méximo
comin divisor de los niimeros en la izquierda es 2 podemos inferir que 3¢ — 1 = 472
y 39 + 1 = 2t para algunos niimeros enteros positivos 7 y t o que 3¢ — 1 = 2% y
3% + 1 = 4¢? para algunos ndmeros enteros positivos 7 y t. Que la primera de las dos
posibilidades no puede tener lugar se puede establecer mediante congruencias médulo
3; la segunda posibilidad nos lleva a que 37 = (2t — 1)(2t + 1), de lo cual se obtiene
que t = 1. De todo este anlisis se desprende que la ecuacién 3¢ = 2u? + 1 tiene una
tinica solucién (Q,u) € ZT x Z* con Q par: a saber, (Q = 2,u = 2).

Buscamos ahora las soluciones para la ecuacién 3¢ = 2u? + 1 con (Q impar. Suponga-
mos que () = 2q + 1 para algin nimero entero ¢ > 1. Se debe cumplir que

3(39)% — 2% = 1.

Asi pues, nuestra tarea consiste en determinar las soluciones (z,y) € Z* x Z* de la
ecuacion

322 — 2% =1 47)

en las que x es una potencia de 3. Por lo que vimos en el problema 7, las soluciones en
nimeros enteros positivos de la ecuacién (47) estdn en correspondencia biunivoca con
las soluciones en niimeros enteros no negativos de la ecuacién de Pell u? — 6v? = 1.
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Como la solucién fundamental de u? — 60> = 1es (u; = 5,v; = 2) y para cada
r € Z se cumple que

(UTJrl; vr+1) = (5UT + 12’07“; 2U7« + 5Ur)

(Urt2, Vry2) = (494, + 1200, 20u, + 49v,.),

entonces podemos obtener una relacién de recurrencia para las abscisas x, de las solu-
ciones (z.., y,) de 3z2 — 2y? = 1. Puesto que z, = u,. + 2v,., paracadar € Z* U {0}
se tiene que

xo=1, x1=9 y xp4o=10T,41 — 2. (48)

Ya que estamos interesados en saber qué términos de la sucesién {x, } <7+ son poten-
cias de 3, lo que hacemos ahora es estudiar los primeros términos de esta médulo 27.
Es facil ver que los nimeros xg, x1, . . ., 17 son, respectivamente, congruentes modulo
27 a

1,9,8,17,0,10, 19,18, 26, 26, 18, 19, 10,0, 17, 8,9, 1.

En esta lista ha quedado de manifiesto la periodicidad de los residuos en la divisién por
27 de los términos de la sucesion {z, },cz+. Ademads, de la informacion ahi recabada
se infiere que 27 | x, siy solo si 7 = 4 (mod 18) o r = 13 (mod 18); no obstante,
al analizar los restos en la divisién por 17 de los términos de {x, },cz+ caemos en la
cuenta de que 27 | ;- si y solo si 17 | .

De todo el andlisis previo se desprende que las tnicas soluciones (x,y) € Z* x Z* de
la ecuacién 322 — 2y? = 1, en las que x es una potencia de 3, son (z = 1,y = 1)y
(x =9,y = 11); de esto se sigue que las dnicas soluciones en Z* x Z* de la ecuacién
39 =2u% + 1 conQimparson (Q = 1,u=1)y (Q = 5,u = 11).

En conclusién: la ecuaciéon 3¢ = 2u? + 1 tiene en total tres soluciones (Q,u) €
ZtxZT:(Q=1Lu=1),(Q=2u=2)y(Q=5u=11). O

La ecuacién X2 —dY? = M

Sean d un nimero entero positivo que no es igual a un cuadrado perfecto y M un niime-
ro entero distinto de 1. ;Qué podemos decir del conjunto de soluciones, en niimeros
enteros positivos, de la ecuacién X2 — dY? = M?

A diferencia de lo que ocurre con la ecuacién de Pell X2 —d)? = 1, la ecuacién X2 —
dY? = M no necesariamente tiene soluciones: por ejemplo, mediante congruencias
médulo 3 se puede ver que si 3 | dy M = 2 (mod 3) entonces no existen niimeros
enteros X'y ) tales que X 2 _dY? = M. Por otro lado, demostraremos a continuacién
que cuando la ecuacién X? —d)? = M tiene una solucién (u,v) € Z* x Z* entonces
su conjunto de soluciones es infinito.

Teorema 4. Sean d un niimero entero positivo que no es un cuadrado perfecto y M
un niimero entero distinto de 1. Si la ecuacion X2 — dY? = M tiene una solucion
(u,v) € Zt x Z™, entonces tiene una infinidad de soluciones en Z+ x 7.
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Demostracion. Recurriremos a la funcién N: Z [\/E} — Z que usamos en la de-
mostracién del teorema 2; recuérdese que si U y V son nimeros enteros entonces
N (U + V\/E) = U? — dV?. Esta funcién N es completamente multiplicativa y es
de gran ayuda al determinar si un par ordenado (U, V) € ZT x Z* es solucién de la
ecuacion X2 — d)? = M: la observacion clave aqui es que (U, V) es solucién de tal
ecuacion si y solo si N (U + V\/E) =M.

Supongamos que la solucién fundamental de la ecuacién de Pell

X2 —dy? =1 (49)

es (z,y). Sir € Z*, con (,,y,) denotamos a la solucién de (49) que se obtiene al
elevar z + yv/d ala r: esto es, (a: + y\/@ = z, + y,V/d. Consideremos el producto

(u + v\/@ (CCT + yT\/E> = (ux, + vy,d) + (uy, + va,) V.

Si para cada r € ZT hacemos u, = ux, + vy,d y v, = uy, + vx,, entonces tenemos
que cada par ordenado (u,,v,) es una solucién, en niimeros enteros positivos, de la
ecuacién X2 — dY? = M: en efecto,

uf — dvf = N(ur —|—’UT\/E> = N((u—l—v\/ﬁ) (CCT +yT\/E>>
=N (u—i—v\/E) N (CCT —|—yr\/g> = (u? — dv®)(2? — dy?)
=M-1= M.

Como las sucesiones {z, },.cz+ ¥ {yr }cz+ son estrictamente crecientes, las solucio-
nes (u,, v,-) son todas diferentes entre si y tenemos la conclusién deseada. (|

A las ecuaciones de la forma X2 —d)? = M, donde M es un nimero entero distinto de
1, se les denomina ecuaciones de tipo Pell (por ejemplo, ver [1, p. 120]). El problema
que exponemos a continuacion aparecio en la seccidon de problemas de entrenamiento
del segundo ntimero de 2021 de esta revista. La solucién que proporcionamos abajo es
un tanto mds sucinta que la que se publicé en [10, pp. 29-30].

Problema 10. Para cada niimero entero positivo n, denotemos con T,, al n-ésimo
niimero triangular. Demuestre que hay una infinidad de tercias de niimeros triangulares
consecutivos cuya suma es otro nimero triangular. (Un ejemplo de una tercia de ese

tipo es la conformada por Ty, To y T3 pues T1 +To +Ts =1+ 3 + 6 = 10 = T}).
Solucion. Puestoque T, =1+2+4---+n = @ para todo nimero entero positivo
n, en este problema se trata de determinar si la ecuacién

(n=1)n nn+1) w+1)n+2) mm+1)
2 + 2 + 2 2

admite una infinidad de soluciones (n,m) € Z* x Z*. Al multiplicar por 2 ambos
lados y haciendo después la reduccion de términos semejantes obtenemos la ecuacién
equivalente 3n? + 3n + 2 = m? + m. Esta ecuacién se puede reescribir a su vez como

(2m +1)? = 3(2n+ 1)* = 6. (50)
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Esto nos lleva a considerar la ecuacion
X2 -3)% =6. (51)

Es claro que (X = 3,) = 1) es una solucién de (51); el teorema 4 garantiza entonces
que esa ecuacion tiene una infinidad de soluciones (z,y) € Z* x ZT. Puesto que, en
cada una de esas soluciones de (51), ni x ni y son nimeros pares se sigue que cada
solucién (x,y) € Z+ x Z* de (51) enla que y > 1 da lugar a una solucién de (50) en

nimeros enteros positivos m y n: a saber, a la solucién (m = CET_I, n= UT_I) o

5. Ejemplos varios

En esta seccién expondremos tres problemas mds que se pueden abordar mediante
ecuaciones de Pell.

Problema 11. (J. L. Pietenpol; Amer. Math. Monthly, 1961, p. 573). Demuestre que

hay una infinidad de cuadrados perfectos en la sucesion de niimeros triangulares®.

Solucion. Presentaremos dos soluciones de este problema. Recordemos que el n-ésimo

i ; : +1
nimero triangular se denota por 7, y es igual a %

1. SiT, = @ es un cuadrado perfecto, entonces

[dn(n+ D)]4n(n + 1) + 1] _4 (n(n +1)

_ 2

= 4T, (2n + 1)?

es otro numero triangular que es igual a un cuadrado perfecto. Como 77 = 1 es un
cuadrado perfecto, concluimos que hay una infinidad de cuadrados perfectos en la
sucesion de nimeros triangulares.

. . . . 1 :
2. El problema es equivalente a determinar si la ecuacién % = m? tiene una

infinidad de soluciones (n,m) € Z* x Z*. Esta ecuacién se puede reescribir como
(2n + 1) —8m? = 1. (52)

La conclusién deseada se obtiene al considerar la ecuacién de Pell X2 — 8)2% = 1
y notar que (x,y) € ZT x Z* es solucién de esa ecuacion si y solo si (n,m) =
(251, y) es solucién de (52).

O

En lalista de problemas adicionales de la Seccién 7 el lector encontrard otros problemas
que se resuelven usando la observacién de que 4n2 + 4n + 1 es un trinomio cuadrado
perfecto; en esa lista aparecerdan también algunos problemas que se pueden abordar con
una ecuacién de Pell conveniente o aplicando un argumento recursivo parecido al que
se usé en la primera solucion.

SVer también [11, pp. 173-174].
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La ventaja de la solucién mediante la ecuacién de Pell en el problema recién expuesto
es que con ella podemos obtener una férmula para el r-ésimo nimero entero que es
tanto triangular como cuadrado perfecto. En efecto, de dicha solucién se desprende
que si t, es el r-ésimo nuimero triangular que es cuadrado perfecto entonces

GG

2 8

donde z, es la abscisa de la solucién (z,,y,) de la ecuacién X? — 8Y? = 1. Dado
que la solucién fundamental de esta ecuacién de Pell es (x = 3,y = 1) se sigue que

(3+v8) " +(3-v8)"

T, = y, por lo tanto,

(3+v8)” +(3-v8)*" +2(3+v8)(3-v8) -4

t, = 4
8

(17+ 12\/§)T + (17~ 12\/5)7" —9
32 '

Los primeros cinco términos de esta sucesién {t.},cz+ son 1, 36, 1225, 41616 y
1413721. Un excelente sitio para ver mds términos de la sucesién o aprender mas acer-
cadeellaes [5].

En el problema que viene a continuacién usaremos que, para todo n € Z, el nimero

n(n+1)(n+2)(n+3)+1

es un cuadrado perfecto; este hecho se puede establecer facilmente al transformar esa
expresion en un producto de binomios conjugados:

n(n+1)(n+2)(n +3) = (n* 4+ 3n)(n* + 3n + 2)
=((*+3n+1)-1)((n*+3n+1)+1)
=m*+3n+1)? -1
Problema 12. (M. Tetiva; Math. Magazine, 2017, p. 299). Demuestre que la ecuacion

n(n + 1)(n + 2)(n + 3) = a® + b* admite una infinidad de soluciones en niimeros
enteros a, b’y n.

Solucién. En vista de que (n? +3n +1)? = (n?2 4+ 3n)? +2(n% + 3n) + 1, llegamos a
que

n(n +1)(n+2)(n+3) = (n* + 3n)? + 2(n* + 3n).

Asi pues, para que n(n+1)(n+2)(n+3) sea una suma de dos cuadrados perfectos basta
con que n?+3n = 2y? para algtin nimero entero y; esta tltima igualdad es equivalente
a (2n + 3)? — 8y? = 9. {Es en este momento que se vislumbra una conexién con las
ecuaciones de tipo Pell!

Consideremos la ecuacion

X2 —8y?=09. (53)
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Dado que 92 _8.32 = 9, esa ecuacién tiene una solucién en nimeros enteros positivos;
el teorema 4 garantiza la existencia de una infinidad de soluciones, en niimeros enteros
positivos, de (53). Si (z,y) € Z™ xZ" es solucién de (53), entonces haciendon = 52

obtenemos un nimero entero que satisface (2n + 3)2 — 9 = 22 — 9 = 8y? y tal que

n(n+1)(n+2)(n+3) = (n*> +3n)> +2(n* + 3n) = (n> + 3n)? +(\2\y/ﬁ. (54)

a2 b2

Como hemos mostrado que cada solucién (x,y) € Z* xZ* de (53) dalugar a una terna
(propia) de nimeros enteros (n, a, b) que cumplen la igualdad n(n+1)(n+2)(n+3) =
a? + b2, la aserci6n se ha establecido. O

En el dltimo problema de la seccién se ilustra que en ocasiones, cuando es posible
resolver determinada situacion a través de ecuaciones de Pell, 1a solucién que se obtiene
no solamente es concisa o fecunda sino que tiene una buena estética también.

Problema 13. (M. N. Deshpande; Amer. Math. Monthly, 1997, p. 870). Encuentre una
infinidad de tercias (a,b,c) € ZT x Z+ x ZT tales que a, by c estén en progresion
aritmética y de tal modo que ab + 1, ac + 1y bc + 1 sean cuadrados perfectos.

Solucion. Si (u,v) € ZT x Z* es una solucién de la ecuacién de Pell X2 — 3)? = 1
(distinta de la solucién fundamental), entonces la terna (a = 2v—u, b = 2v, ¢ = 2v+4u)
consiste de nimeros enteros positivos que estdn en progresion aritmética. Se cumple
ademads que

ab+1=(2v—u)(2v) +1 = (u—v)?,
ac+1=(2v—u)(2v+u)+1 =107
be+1=(20)2v+u)+1=(v+u)

Como la ecuacion de Pell considerada tiene una infinidad de soluciones (u,v) €
Z* x Z*, concluimos que hay una infinidad de ternas (a,b,c) € ZT x ZT x Z*
que satisfacen lo deseado. o

6. Comentarios finales

Hemos expuesto la teoria basica de la ecuacion de Pell y hemos dado varios ejemplos de
la aplicacién de la misma en la resolucién de problemas de las olimpiadas. Un aspecto
de la teorfa que no tocamos en este articulo es el de la determinacién (eficiente) de la
solucién fundamental de una ecuacién de Pell dada: decidimos proceder asi porque,
por un lado, consideramos que es mds adecuado desarrollar ese aspecto en un trabajo
aparte y, por otro lado, porque en el &mbito olimpico por lo general surgen ecuaciones
de Pell cuya solucién fundamental se puede hallar mediante inspeccién (esto es algo
que ha sido sefialado ya por otros autores en el pasado—e.g., A. Engel en [2, p. 129]-y
que el lector seguramente ha podido corroborar en estas paginas).
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7. Problemas adicionales

1) Con este problema quedard claro por qué en el estudio de la ecuacién X2 —d)? = 1
solamente es relevante el caso en que d es un nimero entero positivo que no es un
cuadrado perfecto.

a) Sean n un ndmero entero y d un nimero entero negativo. Demuestre que la
ecuacién X2 —d)? = n tiene una cantidad finita de soluciones (X,))) € Z x Z.

b) Sean n un nimero entero y d un cuadrado perfecto. Demuestre que la ecuacién
— dY? = n tiene una cantidad finita de soluciones (X,)) € Z x Z.

2) Decimos que el par ordenado (z,y) € R? es de coordenadas enteras si tanto
como ¥y son ndmero enteros. ;Cudntos puntos de coordenadas enteras hay en el
conjunto

{(z,y) eR*: 2> =3y*—1=10,0< 2 <100, 0 <y <100}?

3) (Folleto de problemas avanzados para la 22a. OMM, p. 1). Denotemos con S(n) a
la suma de los primeros n nimeros enteros positivos. Diremos que un nimero entero
positivo n es fantdstico sin'y S(n) son ambos cuadrados perfectos. Por ejemplo, el
niimero 49 es fantdstico pues 49 = 72y S(49) = 1+2+---+49 = 1225 = 352 son
ambos cuadrados perfectos. Encuentre un nimero entero n > 49 que sea fantdstico.

4) (H. Dudeney) “Los hombres de Harold permanecian muy juntos, como era su cos-
tumbre, y formaban trece cuadrados con igual nimero de hombres en cada cua-
drado, |y ay del normando que se atreviera a entrar en su reducto, pues un solo
golpe de un hacha de guerra sajona quebraria su lanza y penetraria en su cota de
malla...! Cuando Harold se lanz6 en persona a la batalla, los sajones conformaron
un tnico y poderoso cuadrado, profiriendo los gritos de batalla de ;Ut/, ;Olicrosse!,
jGodemite!..”

En pocas palabras: si las fuerzas de Harold se dividian en trece cuadrados que,
al agregarse el mismo Harold, podian disponerse en un gran cuadrado tnico, ;de
cudntos hombres consistia el ejército de Harold?

THE 5 Al T%ﬁﬂﬂlﬂﬁs
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5)

6)

7)

8)

9)

10)

Observacion. El grabado pudiera sugerir que es inexacto atribuir el “acertijo” a
Dudeney; no obstante, el mismo Loyd present6 a este problema como una creacién
de Dudeney.

Demuestre que la ecuacién 5u?+2u = v? tiene una infinidad de soluciones (u, v) €
Zt X Z*.

Las tres preguntas que se listan enseguida se pueden resolver con ayuda del trinomio
4n? + 4n + 1.

a) Sea m un entero distinto de 0. Halle una solucién (X,Y) € ZT x Z* de la
ecuaciéon X2 — (m? +1)Y?% = 1.

b) Demuestre que la ecuacién 2 + y? + 1 = 22 tiene una infinidad de soluciones
en niimeros enteros z, y y 2.

¢) En las descomposiciones candnicas de los nimeros enteros m y n aparecen los
mismos ndmeros primos; en las descomposiciones canénicas de los niimeros
enteros m 4+ 1 y n + 1 ocurre lo mismo (es decir, también aparecen los mismos
nimeros primos). ;Hay una infinidad de pares ordenados (m,n) € (ZT xZ™)\
{(£,€): £ € ZT} de ese tipo?

(Examen W. L. Putnam; prob. A-2, 2000). Demuestre que hay una infinidad de
nimeros enteros n tales que n, n + 1 y n + 2 se pueden expresar como una su-
ma de dos cuadrados perfectos.

Un nimero entero positivo es potencioso si es divisible por el cuadrado de cada uno
de sus divisores primos. Por ejemplo, el 72 es potencioso ya que sus factores primos
son 2'y 3y 72 es miltiplo de 22 y 32. Demuestre que hay una infinidad de niimeros
potenciosos consecutivos.

Observacion. Este es un problema muy popular (se encuentra en [12, p. 248] y
también aparecié en [9, p. 26]); al igual que al problema anterior se le puede resolver
con una ecuacion de Pell o con un argumento como el de la primera solucién que
dimos al problema 11 de la Seccién 5.

(2, p. 135]). Sea n un entero positivo. Demuestre que si 3n + 1y 4n 4+ 1 son
cuadrados perfectos, entonces 56 | n.

(Olimpiada Nacional de Turquia; prob. 2 [2a. ronda], 2014). Determine todas las
tercias (x, y, z), de niimeros enteros positivos, para las cuales se verifica la igualdad
3 =397 +8.

Observacion. Este problema se reduce a demostrar que si (x,y) € ZT x Z* es una
solucién de la ecuacion de Pell X2 — 3)2 = 1y x es una potencia de 7 entonces
x = 7. Es posible armar una demostraciéon de esto emulando el andlisis de las
relaciones de recurrencia que se efectud en los problemas 3 y 9; una demostracién
alternativa se puede consultar en [4, pp. 8-9].



J. Hernandez Santiago, Tzaloa No. 3, 2022 25

11) (Nieuw Archief voor Wiskunde, prob. C, marzo de 2015). Determine todos los pares

ordenados (p, ¢) en los que p y ¢ son nimeros primos impares, ¢ = 3 (mod 8) y
p—1_1
g es un cuadrado perfecto.

12) (G. Martinez) Demuestre que hay una infinidad de tercias (a, b, c¢) € ZT x ZT X 2™
en las que a, b y c son distintos entre si y ab — 1, ac — 1 y bc — 1 son cuadrados
perfectos.

13) Demuestre que hay una infinidad de cuadrados perfectos de la forma 1 + 22”4 9v®
con (z,y) € ZT x Z*.

14) (P. G. Walsh) ;Para qué nimeros enteros positivos m y n se cumple que
2m-1)@3"-1)

es un cuadrado perfecto?
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