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Introduccién

El tema del presente escrito es un notable resultado de la geometria moderna conocido como
Teorema de Bolyai-Gerwien. Una manera en que este teorema puede ser formulado es como sigue:
Dados cualesquiera dos poligonos de la misma drea siempre es posible cortar uno de ellos en
un numero finito de piezas poligonales de tal manera que estas piezas puedan reacomodarse para
conformar el otro poligono.

El Teorema de Bolyai-Gerwien tiene una historia un tanto esquiva. De acuerdo con lo que se
lee en [4], el matemdtico hingaro Farkas Bolyai (1775-1856: padre de Jdnos Bolyai, uno de los
pioneros de las geometrias no euclidianas) es quien se pregunta por vez primera sobre la validez del
resultado que nos ocupa; empero, Stewart data la primera demostracion del teorema en 1807 y se
la atribuye al matemético escocés William Wallace (1768-1843: jhoménimo de Corazén Valiente!).
En concordancia con otros autores, Stewart anade que en 1833, Paul Gerwien—teniente, en ese
entonces, de un regimiento prusiano de infanteria—conjetura y demuestra por cuenta propia el
resultado. Algo que dicho autor ya no menciona pero que puede encontrarse en otras fuentes, por
ejemplo en [1], es que entre 1832 y 1833 e independientemente de Wallace y Gerwien, Bolyai logra
demostrar también el teorema (el cual, a la postre, serfa denominado Teorema de Bolyai-Gerwien
por algunos autores y Teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien por otros tantos).

Demostraciéon

Empezaremos por definir el concepto de equidescomponibilidad de poligonos, el cual nos permi-
tird formular de manera precisa el enunciado del Teorema de Bolyai-Gerwien.

Definicién. Sean F y G dos poligonos. Decimos que F y G son equidescomponibles si existen
poligonos Fy,Fa,...,Fx ¥y Hy, Ha, ..., Hx tales que

F=FUFRU---UF, H=H{UHU---UHy
y ademas se verifican las siguientes condiciones:

i) Sii,j €{1,2,...,k} son distintos entonces los poligonos F; y F; (resp. H; y Hj) se intersecan,
si acaso, en vértices o lados.

ii) Para cada i €{1,2,...,k} se cumple que F; = H; (i.e., Fi y H; son congruentes).

Notese que, intuitivamente, lo que esta codificando el concepto de equidescomponibilidad es el
hecho de que el poligono F sea susceptible de ser dividido en poligonos mds pequenos Fi,Fa, ..., Fx
los cuales, al ser reacomodados, den lugar al poligono G. Una fuente de ilustraciones interesantes de
equidescomponibilidad la proporciona el juego chino conocido como TANGRAM. El juego consiste
en reacomodar las 7 piezas (cinco de ellas son tridngulos, entre los que hay dos pares de tridngulos
congruentes, una es un paralelogramo y otra un cuadrado) en que estd divido un cuadrado fijo del
plano para formar un poligono cuya silueta tiene una forma dada. Por ejemplo: en la figura que a
continuacién aparece se indica como se han de reacomodar las piezas del TANGRAM para obtener
el poligono en forma de casita de la derecha:




En la figura queda de manifiesto también que los poligonos ABCD y A1E1K;[1N{ML1J1G1 DB,
son equidescomponibles.

Notaciéon. En lo sucesivo, con F ~ G estaremos denotando que F y G son poligonos equi-
descomponibles. Por otro lado, si Fi,Fz,...,F¢ son poligonos entonces mediante la igualdad F =
Fi +F2 + -+ + Fi estaremos denotando que F = F; UF, U --- U Fg v que, ademads, los poligonos
F1,F2,..., Fx satisfacen la condicién i) en la definicién de equidescomponibilidad.

Algo que puede concluirse, sin mucho esfuerzo, es que cualesquiera dos poligonos equidescom-
ponibles tienen la misma area. El Teorema de Bolyai-Gerwien lo que dice, basicamente, es que
la afirmacion reciproca también tiene lugar: esto es, el Teorema de Bolyai-Gerwien garantiza que
cualesquiera dos poligonos de la misma drea son equidescomponibles. Para demostrar el teorema de
Bolyai-Gerwien requeriremos de tres lemas preliminares. Los primeros dos se establecen facilmente
y el tercero de ellos es medular en la demostracién en si del Teorema de Bolyai-Gerwien.

Lema 1. Si A~By B~ C entonces A ~ C.

Demostracion. En efecto, si trazamos en el poligono B las lineas que lo dividen en las piezas
de las cuales se puede componer el poligono A (en el ejemplo de la figura, estas lineas son las
que aparecen en azul dentro del cuadrado B) y después trazamos las lineas que lo dividen en las
piezas a partir de las cuales se puede conformar el poligono C (en nuestro ejemplo, para obtener
el tridangulo C a partir del cuadrado B basta con cortar a B siguiendo la diagonal que aparece en
rojo), entonces tenemos que unas y otras lineas dividen conjuntamente al poligono B en piezas més
pequenas las cuales pueden reensamblarse para dar lugar tanto a A como a C. Ergo, A ~ C.

Lema 2. Cualquier triangulo es equidescomponible con algun rectangulo.

Demostracion. Supongamos que, en el tridngulo ABC, el mayor de sus lados es AB. Tracemos
la altura por C de este tridngulo y llamemos D al pie de la altura. Como AB es el lado mayor
del tridngulo ABC entonces D estd entre A y B. Tracemos ahora la paralela MN a AB por el
punto medio de CD y las perpendiculares a MN por A y B. Si suponemos que las perpendiculares
anteriores cortan a MN en E y F, respectivamente, entonces el diagrama que representa lo hecho
hasta este momento luce de la siguiente manera:

C

Utilizando las especificaciones hechas al momento de realizar los trazos auxiliares, podemos esta-
blecer que AAEM = ACGM y que ACGN = ABFN. Puesto que tanto el tridngulo ABC como
el rectangulo ABFE estan conformados por el trapecio ABNM y por tridngulos congruentes a los
tridngulos AEM y BFN, concluimos que el triangulo ABC y el rectangulo ABFE son equidescom-
ponibles. O

Lema 3. Cualesquiera dos rectangulos de la misma area son equidescomponibles.



Demostracion. Consideremos dos rectangulos OMNP y OABC de la misma area. Supongamos
que estos angulos tienen un dngulo recto en comun, tal como se muestra en la figura:
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Si OA = hy, OC = 1;, OM = h, y OP = 1, entonces de la hipétesis sobre las areas de los
rectangulos se sigue que
li -hy =1 hs.

Esta igualdad se puede reescribir de la siguiente manera:
L b
bho_b 1)
hy h

El reciproco del teorema de Tales (vedse, por ejemplo, la pdgina 331 de [3]) nos permite afirmar

entonces que

AP || MC.
Por otro lado, puede verse que la igualdad en implica también que
L -1 L
h; - }121 - h% @
De y el reciproco del teorema Tales se desprende que
NB || AP.

De esto y el paralelismo de AP y MC se colige que MC || NB. Luego, si MC es como en la figura de
arriba (esto es, si MC cruza al rectangulo OADP) entonces la equidescomponibilidad entre los
rectangulos OMNP y OABC se verifica pues, en tal caso, tenemos que OMNP = OAFGP+AMAF+
ANMG, OABC = OAFGP + APGC + AFBC y, ademéas, OAFGP = OAFGP, AMAF = APGC y
ANMG = AFBC (nétese que el paralelismo de MC y NB es instrumental para el establecimiento
de la congruencia de ANMG y AFBC).

Consideremos ahora el caso en el que el segmento MC no corta al rectangulo OADP, tal
como ocurre en la siguiente ilustracion:
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Puesto que AD +TFB < AB y FB = AD entonce
1 =m>ﬁ+ﬁ:2ﬁ=212.

Sea E el punto medio del segmento OC y sea k el menor nimero natural que satisface la
desigualdad -
k-OP > OE.

Sea T el extremo final del segmento sobre OC que inicia en O y que tiene por longitud k - OP.
Dividamos el rectangulo OMNP en k partes congruentes. A continuacién, lo que hacemos es
dibujar, sobre el lado OC de OABC y adyacentes al rectangulo OADP, copias de los rectangulos
que aparecen en la division hecha del rectangulo OMNP. El proceso anterior se ilustra en la figura
de abajo en un caso en el que k = 3:
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Esto nos genera un rectdngulo OUVT (equidescomponible con OMNP) y cuya base OT es tal que
se satisface la desigualdad

OC =20E < 2(k- OP) = 20T.

Pero entonces se puede aplicar lo hecho en el caso cuando MC si cruzaba al rectangulo OADP
para establecer que OABC ~ OUVT. De esto, la equidecomponibilidad de OUVT y OMNP y el
Lema 1 se concluye que

OABC ~ OMNP.

Estamos finalmente en posicién de demostrar el resultado central del trabajo:

Teorema de Bolyai-Gerwien. Cualesquiera dos poligonos de la misma area son equidescom-
ponibles.

Demostracion. Cualquier poligono F puede ser descompuesto en un nimero finito de tridngulos
y, por el Lema 2, cada uno de los triangulos en la descomposiciéon de F es equidescomponible con
algtin rectangulo. Asi, podemos suponer que

F~Py4-- 4Py (3)

para algunos rectangulos Pq,..., Py.

Fijemos un segmento AyBg en el plano y levantemos en cada extremo del segmento una perpen-
dicular a él. Tracemos a continuacién segmentos A1B1,..., AxBk paralelos a AB y de tal suerte
que para i € {1,...,k}, el rectdngulo A;_1B;_1B;A; (al cual nos referiremos de aqui en adelante
por H;) tenga la misma drea que P;. En el diagrama que en seguida se presenta se pueden apreciar
las construcciones efectuadas:

1En el caso cuando MC si cruza al rectidngulo OADP, la desigualdad que se cumple es la opuesta: 11 < 21,.
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Del Lema 3 se sigue que, para i € {1,...,k}, P; ~H;. De esto y se obtiene a su vez que
F~Hy 4+ Hyg.

Lo anterior demuestra que todo poligono F es equidescomponible con algin rectangulo AgBoBxAx.
Supongamos ahora que F y G son poligonos de la misma area. Por lo hecho anteriormente tenemos
que F es equidescomponible con un rectdngulo AgBoBxAx v que G es equidescomponible con un
rectangulo AyByB} A} . Puesto que Fy G tienen la misma area entonces los rectangulos AgBoBrAx
y AyByBL A} también tienen la misma drea. El Lema 1y el Lema 3 nos permiten concluir entonces
que

F~ AoBoByAy ~ ALB)BLAL ~ G

y la demostracién termina. O
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